Savoir-faire et themes classiques — Structures algébriques et arithmétique

n Structures algébriques E Arithmétique entiere

Savoir-faire Savoir-faire

Utiliser la définition d’un anneau, d’un anneau commutatif
Connaitre les anneaux classiques

Faire des calculs dans un anneau avec hypothéses adaptées (binbme, a™—b™,

somme géomeétrique...)
Utiliser la définition d’un corps
Connaitre les corps classiques

Utiliser la définition d’un anneau intégre, la régularité de ses éléments, le fait
qu’un corps le soit

Reconndifre un sous-anneau, un aNneau comme anneau produit, un sous-
corps

Montrer qu’on a un morphisme d’anneaux, calculer son noyau

Définir un idéal d’'un anneau commutatif

Voir le noyau d’un morphisme d’anneau comme un idéal, I'image comme
un sous-anneau

Définir un idéal et un anneau principal

Caractériser la divisibilité avec les idéaux, définirles PGCD et PPCM en termes
d’idéaux

Utiliser la définition d’une algebre

Connaitre les algébres classiques

Définir un polyndme en un élément d’une algébre

Définir un morphisme d’algébres

Thémes Classiques

Idéaux annulateurs, premiers
Nilpotents d'un anneau
Entiers de GauB

Anneau de Boole (P(E), A,N)
(*) Radical d’un idéal

Définir PGCD et PPCM a I'aide d’idéaux, les caractériser a I'aide de I'ordre
partiel de division, les calculer & partir de décompositions primaires

Utiliser la propriété d’Euclide, I'algorithme d’Euclide, I'algorithme d’Euclide
étendu

Résoudre une éqguation diophantienne ax + by = ¢ dans Z

Définir des nombres premiers entre eux, s’y ramener par factorisation du
PGCD, utiliser le théoreme de Bézout, le lemme de GauB, et les autres pro-
priétés du programme les concernant

Définir les nombres premiers, utiliser leurs propriétés, montrer qu’ils sont en
nombre infini, écrire une décomposition primaire

Définir une valuation p-adique et connaitre ses propriétés

Définirla relation de congruence modulo n, fraduire que deux nombres sont
congrus modulo n par un argument de divisibilité

Connaitre les critéres de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 8,9, 10, 11
Obtenir une divisibilité par calcul modulaire
Définir I'anneau (%/nz, +, x) des entiers modulo n, déterminer ses éléments

inversibles, les générateur du groupe cyclique additif correspondant, connaitre

une CNS pour que ce soit un corps (noté alors )

Calculer effectivement I'inversible d’un élément inversible de Z/nz
Résoudre un systéme linéaire, une équation du second degré dans I,
Connaitre les deux versions (pratique et théorique) du théoréme chinois

Résoudre un systéme de congruence par théoréme chinois ou par résolu-
tion d’équations diophantienne, étre capable en particulier de tfrouver une
solutfion particuliere rapidement

Définirl'indicatrice d’Euler, connaitre lesimages des puissances des nombres
premiers, son caractére multiplicatif, en déduire I'expression de ¢(n) & l'aide
des diviseurs premiers de n

Connaitre le petit théoreme de Fermat

Calculer les puissances d’un entier modulo n : soit en trouvant une cycli-

cité & la main, soit en utilisant le théoréme d’Euler ou le petit théoréme de
Fermat
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Thémes Classiques

Nombres de Mersenne et de Fermat

Formule de Legendre

Triplets pythagoriciens

Fonction et inversion de M&bius

Carrés dans I,

Théoréme de Wilson

Chiffrement RSA

Expression de ¢(n) obtenue avec des arguments probabilistes
Identité n = " o(k)

kln
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