Sujet MPI Samedi 3 octobre — 4 heures
COoRRIGE DU DEVOIR EN TEMPS LIMITE N° 3

Exercice 1: CCP Maths 1 MP 2012 — Normes équivalentes

1. Bonne définition La fonction f € ¥%([0,1]), f’ est continue sur [0,1] donc le réel
l£]|=]r©)] +J |£/(0)] e = | £(0)] + Ny () est bien défini.
0

Séparation  Si||f| =0. par somme de termes positifs, | £(0)] = N; (/) =0 donc f(0)=0 et
par séparation de la norme N; sur 6€°((0,1]), /=0 sur [0,1].

Comme [0,1] est infervalle, on en déduit que f est constante, et donc qu'il s’agit de
la fonction nulle.

Homogénéité SidreRet feE,

[A£]|= A+ N (Af") = 1AI(| £ O] + N (£7) = 1AL | £

par homogénéité de la norme N;.
Inégalité triangulaire Si f,g<E,

£ +2l|=]f©)+8O)|+N(f+g") < |fO) + Nu(f)+]|g (O + Ni(g) =] £ ]|+ | ]l
par inégalité triangulaire des normes || sur R et N, sur 6°([0, 1]).
Ainsi, ||-|| définit une norme sur E.

2. (@) M et N, sont équivalentes si et seulement sion a o, R} tel que aN; <N, <BN;.

(b) On remarque que pour tout f € E,
1
AN R

donc | les deux normes |- || et || -]|” sont équivalentes sur E.
3. Montrons que la norme ||| n’est pas équivalente & la norme N;.
On considere, pour neNN, f,: x— x".

Alors || fu|| =240 et Ni(f,)= — 0 donc ||| n“est pas dominée par N;.
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Exercice 2 : CCINP Maths 1 MP 2017 — Famille sommable

1. On a affaire & une somme double produit. Comme les tfermes sont positifs, quitte & fravailler
dans [0,+00], on peut toujours écrire

1 =18 ()
SIDWECIRS

1

pea P24 36

Comme le résultat est fini, ( ) est sommable et
(p.q)=

p2q2

N ) 1 1
2. Premiere méthode On remarque que pour foutf (p,g)e A, ———> ———>0.
que que p (p,q) A qE (prq)

Puis par une sommation par diagonale (soonmation par paquets A= |_| D, ou
n=2

D,={p,q)€A, p+q=n}={p,n—p), 1<p<n-—1}
on peut écrire dans [0,+00]

> ey

(p.q)eA pq)eA n=2p=1

+<>onl1

n2

n—1 1 " . P
Car —~ est un terme général positif de série divergente.
n n

1
oo et ( - 2) n’est pas sommable.
paeaP P*+aJp,giea

Deuxieme méthode Par le théoréme de Fubini dans le cas positif, dans [0,+00], on a

+00 +00
p;Arﬂﬂ# Z;,; p2+q?

+00

. - . 1 .

et on montre la divergence de la série de terme général Z Pr par comparaison
q=1

& une intégrale. Soit p € N*. La fonction f, : t — est continue et décroissante sur

R*.

p2+[2

On a donc pour tout g € N*, f,(q) > f f(t)dt donc en sommant et en passant & la
q

limite, la série Z > éfant bien convergente,

=P
= ol S B i (T 1(m N\«
Z —> — == 5 = — | Arctan — =—|=—Arctan— |> —
apcta P 2 S Y B 1+(%) p ph p\2 pJ) 4p
1 &S 1
Or » — diverge donc, par comparaison de termes positifs, ——— | diverge et
Z p Zp: LIZ; p2+q2

1 ,
(ﬁ) n’est pas sommable.
P+a%)p,qea
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Exercice 3 : CCINP Maths 1 MP 2021 — Fonction { de Riemann

. 1 . P . .
1. Soit x >1. g, :t— pee est continue et décroissante sur [1,+co[, ce qui permet de faire une

. o i ) . n+l1 ¢ 1 n ¢
comparaison série intégrale. Pour tfout n > 1, on peut écrire — < —x< vy donc,
n n—1

tx nx

pour NeIN,ona

N+1 N N
dr 1 dt
f —< —<1+J —
1 x nx L tx

En faisant tendre N vers +oo I'intégrale de Riemann I(x) étant bien convergente avec x > 1,

I(x)<(x)<I(x)+1.

1 too 1 1 1 1 1
OrI(x)=| — =——,donc — <(x)S —+1=——+ o |—— |, donc par
(=x+ 1)1 [ x—1 x—1 x—1 x—1 x-1\x—1

1
encadrement, {(x) ~ .
x-1+ x—1

2. Il y a une imprécision dans I’énoncé : d, désigne manifestement le nombre de diviseurs

positifs de n.
1 1 1
( ) = (— X —) est une « suite double produit » sommable car les séries
(ab)* (a,b)eA a*  b*)abea
1 1
Z prs et Z ¥ sont absolument convergentes (les fermes sont positifs) de somme le
acN* belN*
produit des sommes, c’est-a-dire  de somme {(x)>. En effet, les termes sont positifs, pour
) 1 {(b) {(x) 2
tout a € IN*, Z @by converge vers e et Z e converge vers {(x)-.

belN* acN*

On pose A, ={(a,b)€ A, ab=n}, et alors U A,=IN* etles A, sont deux & deux disjoints.

nelN*

Donc, par sommabilité et théoréme de sommation par paquet, on peut écrire, la série
étant convergente

S oo a2 X )
(@oealab) = (a.b)eA, (ab) | = (abea, ™) = nx’

Orl|A,l= |{(a,b)e]N§, n=ab}|= H(“’Z) avec a diviseur positif de nH =d,.

+00d
Finalement, g*(x)zzzn—z.
n=1
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Probléme : d’aprés CCP TPC 2013 — Etude d’une série & pa-
rametre

A. Casolua>1

sin(my/n 1 A
1. %ﬂ =0 (—a avec a>1donc la série est convergente car absolument convergente
n n
par comparaison 4 une série de Riemann.

N . .11
B. Cas ou a appartient a ]E’l]

+00
Nature de l'intégrale généralisée f o(t)dt.
1
2. Le changement de variable y = /7 donne directement le résultat demandé.

1
3. fry— COS(;ZY) est continue sur I'infervalle [1,+oo[ et dominée par y — — qui y est inté-

grable par critére de Riemann, car 2a > 1. Par comparaison, f est intégrable sur [1,+o0[, ce

+oo cos(my)
y2a

qui implique la | convergence de J
1

4. Par intégration par partie & partir de la question 2, on obtient

thﬁ(t)dtzzfﬁsm(ny)dy:g( cos(ﬂﬁ)I)Z(Za—l)fﬁcos(ny)dy
1 1 1

— 2a—1
yza 1 ﬂfﬁ a T T y2a

cos(nﬁ)

Comme - — 0 en +oo, et en utilisant la question précédente,
X

+00o
I'intégrale J ¢(t)dt est convergente.
1

Etude de la dérivée de la fonction ¢.

5. ¢ est de classe C! sur[1,+o00[ par opérations et ti t €[1,+oo[, par inégalité triangulaire,

/T cos(m/T)—2asin(mv/t)
2pa+l

nV/i+2a _ (n+2avt _ F+a
< < <
2tra+l 2tra+l tat+l/2

lo"(1)] =

6. Si(a,b)e[1,+00[? Vérifiant a < b, on a

b b b
L @ <L |¢’(t)|dt<L %dt

b
K
< ———dt= ——la—b|.
a aa+/2 a®ts

(On peut aussi ufiliser I'inégalité des accroissements finis.)

|p(a)—o(b)| =

“(t)dt
K
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Nature des séries z v, et Z Up,.

N+1
7. Par la relation de Chasles,  Vy :J ¢(t)dt, donc d’aprés la question précédente et la
1

question 4, Z v, converge.

nz1

8. Pour tout n e IN*, comme n < n+1, en utilisant 6,

n+l n+l n+l
|u,,—vn|=f (¢(n)—¢<r))dr<f |¢(n)—¢(r)!dr<n“éf (t—n)dr
n+l
<X f dr
na+2 n
K

Donc |u,—v,| < -
natz

9. Par comparaison & une série de Riemnann convergente, la série Z(un —,) est absolument
n=1
convergente donc convergente.

sin(my/n . -
Comme # = u, = (u, —v,)+ v, est la somme de deux tfermes généraux de séries
sin(my/n
convergentes, Z¥ converge.
na
n=1
1
C. Casa= 5

10. Onaé, = em‘/ﬁ(em‘/ﬁ(\/lﬂ/nfl)fl = ei”ﬁ(eiﬂﬁ(vl“/"fl)f 1), ce qui avec un peu de calcul
et de dextérité permet d’obtenir

imel™/n  p2einy/n 1
O Tt )

2Jn  8n nd/2 )

11. En passant & la partie réelle, en notant que

LW B\ Selh,) (1
%(O(m))-“e(m)— P2 —O(W)

(avec (h,,) bornée donc (Re(h,)) bornée). On obtient

cos(mv/ n+1)—cos(nv/n)= _%sm(nf)——;cos(nf)-k—(‘)( ;/2)

donc
sin(ny/n)

7 —%(cos(ﬂm) COS(“\F))_*COS ﬂ‘ﬁ+o( 3/2)

12. Si w, = O(T/z) on a, par comparaison & une série de Riemann convergente, la série
n

Z w, est absolument convergente donc convergente.

nz1
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13.

14.

15.

16.

Comme (@,2)nen+ = ((—1)") e+ €N €5t une suite extraite divergente, (a,).on- €st divergente.

, R ) . sin(rty/n .. L.
D"aprés les questions précédentes, g est la somme de termes généraux de séries
n

convergentes et d’UN tferme général de série (télescopique) divergente, donc

Zsm (/1)

diverge.
n=1 f

1
Casa< -
2

Soit N supérieur ou égal a 2.

N sin(myn)  ohsin(my/7) a1/ y w12
; ﬁ _; na n _;(Sn Snfl)n
N N—1
= ZS" n 2 _ Z S,(n+ )12
n=1 n=0

Sp (R —(n+ 1))+ Sy (N +1)21/2

M=

Il
—_

n

On dit qu’on a effectué une transformation d’Abel, équivalent discret de I'intégration par
partie. ([ — > et f/— up—uy,.)
a <1/2 et comme (S,) converge, elle est bornée. Donc

S, (na—l/Z —(n+ 1)0:—1/2) -0 (na—l/z —(n+ 1)(1—1/2)

qui est le terme général d'une série (télescopique) positive convergente, donc
la série > s, (n*—(n+1)"7/2) est convergente.

n=1

17. omme Sy(N +1)%71/2 — 0 et vu les deux questions précédentes,

18.

sin( nf
la série > ——=— est convergente.

nz1

C’est contradictoire avec la partie précédente. Donc Z (nf) diverge.

nz1
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