Colle nes

Du 5 au @ octobre

Programme de colle - MPI

1. Suites et séries de fonctions numériques d’une variable

réelle,

Extrait du programme officiel :

Les fonctions sont définies sur une partie de R, & valeurs dans K =R ou C.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d'une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraine la
convergence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de
norme.

b) Continuité, double limite

Siles u, sont continues en a et si (u,) converge uniformé-
ment vers u sur A, alors u est continue en a. En particu-
lier, toute limite uniforme de fonctions continues sur A est
confinue sur A.

Théoréeme de la double limite : soit (u,) une suite de fonc-
tions de A dans F convergeant uniformément vers u sur
A, et soit a un point adhérent & A; si, pour tout n, u,
admet une limite ¢, en a, alors (¢,,) admet une limite ¢
et u(x);;[.

Le théoréme s’applique dans le cas ol I'hypothése de
convergence uniforme est satisfaite de fagon locale, en
particulier sur fout segment. En pratique, on vérifie la
convergence uniforme sur des infervalles adaptés & la
situation.

La démonstration est hors programme.

Adaptation, si Ac R, aux cas ol a =+o0 et a =—o0.

c) Intégration d’une limite uniforme sur un segment

Soit (u,) une suite de fonctions continues définies sur un
intervalle T de R et & valeurs dans F, a un point de I.
On suppose que (u,) converge uniformément sur fout
segment de I vers une fonction u. Pour n € IN et x € I soit

U,,(x):f u,, U(x):J' u.

Alors (U,) converge uniformément vers U sur tout seg-
mentde 1.

En particulier, si (u,) converge uniformément vers u sur
b b

le segment [a, b]. olors:J u, — u.

a a

d) Dérivation d’une suite de fonctions

Soit (u,) une suite de fonctions de classe %! sur un inter-
valle I de R, & valeurs dans F. Si (u,) converge simple-
ment sur I vers une fonction u, et si (u;,) converge unifor-
mément sur tout segment de I vers une fonction v, alors
(u,) converge uniformément vers u sur fout segment de
I, uestdeclasse ¢'surl et u' =v.

Extension aux suites de fonctions de classe ¥, sous
I'hypothése de convergence simple de (u!)) pour
0 < j < k—1 et de convergence uniforme sur fout seg-
ment de (ulr).

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (u/,)
sur des intervalles adaptés & la situation.

En pratique, on vérifie la convergence uniforme de (1)
sur des intervalles adaptés & la situation.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et
seulement si elle converge simplement et si la suite de
ses restes converge uniformément vers 0.

CONTENUS

Adaptation des résultats des paragraphes précédents
au cas des séries de fonctions.

Convergence normale d’une série de fonctions. La
convergence normale implique la convergence uni-
forme.

CAPACITES & COMMENTAIRES

La convergence normale implique la convergence ab-
solue en tout point.
Exemples d’études de fonctions définies comme

sommes de séries : régularité, étude asymptotique,
utilisation de la comparaison série-intégrale.

f) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par
morceaux sur un segment par des fonctions en escalier.
Théoréme de Weierstrass : toute fonction continue surun
segment S et & valeurs dans K est limite uniforme sur S
de fonctions polynomiales & coefficients dans K.

La démonstration n’est pas exigible.

Semaine prochaine : Structures algébriques.

2. Questions de cours

(i) Fonction ¢ de Riemann
Définition, convergence simple, normale, variations, limite en +oo, fracé (limite en 1 admise
ici).

(i) Fonction ¢ de Riemann
Classe €°°, expression des dérivées, convexité, absence de convergence uniforme au voi-
sinage de 1, équivalent et limite en 1.

(i) CCINP 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 46, 53

3. Exercices CCINP

=« CCINP 8
1. Soit (u,),en UNe suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série Z(—l)" uy est convergente.
n
Indication : on pourra considérer (S, en €t (Sonst) ey AVEC S, =Z(—1)’C .
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z(—l)" Up.
(1)

2. Onpose:VneN* VxeR, f,(x)= P

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions an.

nz1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0,+oco[ de la série de fonctions Zf,,.

nzl1



=« CCINP9

1. Soit X un ensembile, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X
dans C. Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions
(g.) vers la fonction g.

2. On pose f,(x)= Z—Iie’”"2 cos(vnx).

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (£.)-
(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +o0[ ?
(c) Soit a> 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?

(d) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur 10, +oo[ ?

=« CCINP 10
On pose f,(x)=(x2+1

) ne*+xe*

n+x
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0,1].
ne*+xe™*
] —————d
n+x

1
2. Calculer la limite lorsque n — +oco de f (x2+1 x.

0

= CCINP 11

1. Soit X une partie de R, (f,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simple-
ment vers une fonction f. On suppose qu’il existe une suite (x,),cy d'éléments de X
telle que la suite (f,(x,)— f (x4)) .y Ne tende pas vers 0.

Démontrer gue la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout x R, on pose f,(x)= ETZ;);)Z

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite () sur [a,+oo[ (avec a > 0), puis sur
10, +o0l.

« CCINP 12
1. Soit (f,,) une suite de fonctions de [a, b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une
fonction f, et que, pour tfout n €N, f,, est continue en x,, avec x, €[a, b].

Démontrer que f est continue en x;.
2. Onpose:VneN*, Vxe[0;1], g (x)=x".
La suite de fonctions (g,,),.ens CONverge-t-elle uniformément sur [0;1]?

CCINP 14
Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (fn) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

1. On suppose que la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f.

b b
Prouver que la suite (f fr(x) dx) converge vers f f(x)dx.
a nelN a

2. Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b].

b (+o0 +0o b
(an(x)) de=) | fulx)dx,
n=0

n=0Ja

Prouver, en utilisant 1., que f

a

3 [+00 oo
3. Démontrer que "ldx = .
ave [ (Swr)ax-30
n=0 n=1
1
n2n’

+00
En déduire la valeur de Z
n=1

=« CCINP 15
Soit X une partie de R ou C.

1. Soit Zf,, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de Zf,, sur X, puis celle de la
convergence uniforme de an sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement conver-
gente sur X est uniformément convergente sur X.

3. La série de fonctions ZZ—?Z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé
de centre 0 ef de rayon ReR* ?

= CCINP 16
On considere la série de fonctions de terme général f,, définie par :

VnelN*, Vxelo,1], f,,(x)zln(H—%)—%.
On pose, lorsque la série converge,
0= m(1+2)-2]
S(x)= n|l+—|——|.
= n n
1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
2. On définit une suite (u,,),>1 par u, =In(n+ 1)—%%
En utilisant S(1) montrer que la suite (u,),>1 esrgonvergenfe.

n
1
En déduire un équivalent simple de Z T lorsque n — +oco.
k=1
3. Démontrer que S est de classe ¢! sur [0,1] et calculer S'(1).

=« CCINP 17
Soit AcR et (f,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication :

(Io série de fonctions an converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur A)

2. Onpose:VneN,VY xe[0;+00[, f(x)=nx2e*V7,
Prouver que an converge simplement sur [0;+00].

an converge-t-elle uniformément sur [0;+o0o[ ? Justifier.



=« CCINP 48
©°([0,1],R) désigne |I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Soit f € 6°([0,1],R) telle que Yn e NN, J t"f(t)dt=0.
0
1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément surle segment
[0,1] vers f.
(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1]

vers f2,
1 1

(b) Démontrer quej P,(t)f(t)dt —— | f2(r)dt.
0 0
1

© Colculerf P,(t) f(t)dt.

0
3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1].

= CCINP 53

On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f, définie sur R par f,,(x) al

T 1+ ndxd’

1. (a) Prouver que Zf,, converge simplement sur R.

nz1
+00
On pose alors Vx € R, f(x)= an(x).
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Zf,, converge-t-elle normalement sur [a, b]? sur
n=1
la,+oo[?
© Zf,, converge-t-elle normalement sur [0,+oo[ ?
n=1

2. Prouver que f est continue sur R*.
3. Déterminer la limite lorsque x — +oo de f(x).
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