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Durée : 4 heures

Les calculatrices sont interdites.
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N.B.: Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur
d’énonceé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté
et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
lappréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront
pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.
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Exercice

Pour tout triplet (a,b, c) € R?, on note M(a,b,c) la matrice de M3(R) définie par :

a+c b 5
M(a,bc)=1] b a+2c b
c b a+c

On appelle F' I'ensemble défini par F = {M(a,b,c); (a,b,c) € R*}.
On note [ = M(1,0,0) la matrice unité, J = M(0,1,0) et K = M(0,0,1).

1) Etude de ’ensemble [
la. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de M3(R).

1b. Déterminer une base de F.
lc. Soit une matrice M(a,b,c) de F. Justifier, sans calculer les éléments propres, que
M/{a, b, c) est diagonalisable.

2) Déterminer le spectre de J et ses sous-espaces propres.
3) Déterminer le spectre de K et ses sous-espaces propres.

4) Réduction simultanée de J et K

1 0 1 L
4a. Montrer que Vect | |0], [1] | = Veet | |v2], |-V2
1 0 1 1

4b. En déduire une matrice P inversible appartenant & M3(R) telle que P~'JP = D et
P YK P = D,, avec D, et D, deux matrices diagonales que ’on explicitera.

5) Déduire de 1b. et 4b. que toute matrice M (a,b,c) de I est semblable & une matrice
diagonale D que ’on déterminera.

Fin de ’exercice
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Probléme 1

Partie I. Etude d’un endomorphisme

Dans cette partie, £ = R,[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal & p, avec p un entier naturel non nul, supérieur ou égal a 2.
Les ¢éléments de E sont indifferemment désignés par I'écriture P ou P(X).

Soit I'application A définie sur £ par :

VP € E, A(P) = P(X + 1) — P(X)

L’écriture P(X + 1) désigne le polynéme obtenu en remplagant l'indéterminée X par X + 1
dans I'expression de P(X).
Par exemple, si P =aX?+bX +c,alors: P(X+1) =a(X +1)?+b(X+1)+c

1)

2)

3)

7)

=aX*+ (20+b)X +a+b+c

Montrer que A est un endomorphisme de E.

Soit By = (1, X, - -+ , XP) la base canonique de E.
Pour k € [1, p], montrer que A(X*) est un polyndéme de degré k — 1 dont on calculera le
coefficient dominant,

3a. Montrer que la matrice M de A dans By est une matrice triangulaire supérieure.

3b. Montrer, sans calculs, que M n’est pas une matrice diagonalisable.
Montrer que Im(A) = R,_1[X].

Déterminer Ker(A).

Montrer que :

VP, Qe E, AP)=AQ) e IceR P(X)-QX)=c

En déduire qu’il existe un unique polyndéme ¢ € E tel que :
1
A(Q) =pXP! et ] Q(t)dt =0
0

1
La notation ((t) dans / Q(t)dt désigne, de fagon usuelle, la fonction polynomiale asso-
0

ciée au polynéme Q.

3/8



Partie II. Etude d’une suite de fonctions polynomiales

Dans cette partie on étudie des fonctions polynomiales, ou polynémes, que I'on notera indif-
féremment P(x) ou P.

Les résultats de la Partie I pourront étre utilisés en étant directement transposés des poly-
nomes de R,[X] a leurs fonctions polynomiales associées.

On consideére la suite de fonctions polynomiales a coefficients réels (B,,),en, définie par les
propriétés suivantes :

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

BUII

) VneNn, B .,=(n+1)B,

1
Vn € N, f B, (t)dt =0
0

\

Calculer By, By et Bs.
Montrer que : Vn € N\ {0,1}, B,(0) = B,.(1)

Montrer, en utilisant une démonstration par récurrence, que pour tout n € N, B,
est un polynéme de degré n de coefficient dominant égal a 1.

Démontrer par récurrence sur n, la propriété :
Vn € N*, Bp(z + 1) — By(z) = nz™™!
Indication : on pourra intégrer la relation de récurrence au rang n pour une variable

te0,z].

x+1
En déduire : Vp e N, Vz € R, 2P = / By (t)dt

6a. Soient n et p deux entiers naturels, déduire de la question précédente, 'expression
de la somme

Spin) = Z K
k=0

en fonction de n, p et By,

6b. Donner les expressions de S(n) et Sa(n) en fonction de n.

On appelle nombres de Bernoulli, les nombres b, définis par : Yn € N, b, = B,(0).
En identifiant B,(z) & son polynéme de Taylor de degré n, démontrer :

Yn € N, By(z) = Z (:) by z* = Z (2) b z™ 7k

k=0 k=0
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Partie III. Fonctions génératrices des polyndémes de Bernoulli
Ba(t)

] ", qui est donc une série entiére de la
n!

Pour t € R, on considére la série entiére Z
n>0
variable z, dont les coefficients dépendent de n et du paramétre ¢.

On admet que pour tout ¢ réel, cette série entiére a un rayon de convergence R = +o00 et on
note alors S; sa somme :

Bn(li) o

n

+00
VtER,Vz R, Syz)=)
n=>0

On admet aussi 'expression de S;(z), valable pour x réel non nul :

tr

ze
et —1

Vit e R, Vx € R*, Sy(z)=

1) Soit ¢t € R, quelle est la valeur de la somme S;(0) de la série entiére pour z = 0 ?
Vérifier que : Vt € R, liné 8w} = 8,(0},
T—

2) En calculant la quantité Dy(z) = Si41(z) — Si(2) de deux fagons, avec la formule explicite
en fonction de ¢ et x, puis avec la série entiére, redémontrer le résultat :

Vi e R, Vn € N*, B,(t +1) — B,(t) = nt"™!

Indication : ne pas utiliser le résultat de la question I1.4) pour simplifier les calculs.

3) Vérifier que : Vi € R, Vz € R, S)_4(z) = Si(—x)
En déduire que : Vt € R, Vn € N, B,(1 —t) = (—1)"B,(t)

4) En déduire, avec le résultat de I1.2) : Vn € N, bapqq = 0.

Fin du probléme 1
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Probléme 2

sin(m :
Le but de ce probléme est de déterminer la nature de la série Z ( \/_) suivant la valeur
n>1

du réel a

Partie I. Préliminaires et cas o1 o > 1

-5 ; ; 1
1) Rappeler & quelle condition sur 4 € R la série numérique Z

n>1

2) Rappeler la définition de la convergence absolue d’une série > u,, 00 (Uy)nen €st une suite
4 termes réels.

3) Montrer que la série > (a,41 — a,) converge, si et seulement si la suite (a,)nen converge.

sin(m
4) On suppose dans cette question que a > 1. Montrer que la série Z ( \/_ est conver-

n>1
gente.

1
Partie II. Cas ol o appartient a ]5, 1]

. 1
On suppose, dans cette partie, que « appartient a ]5, 1].
sin(my/1)
te )
v -1
sin(m/n
On pose u, = ¢(n) = sialo/m) et v, = / @(t)dt pour n € N*,
n

e

On définit la fonction ¢ sur [1, +oco[ en posant ¢(t) =

+oo
1) Nature de l'intégrale impropre (ou généralisée) / o(t)dt.
1

la. En effectuant le changement de variable y = v/t, montrer que pour tout = > 1 :

7 V2 sin(7y)
/] q:’)(t)dt:Q/l 4y

Y

1b. En déduire que

[ sta=2 ( B} 1) (o) e,

\/—2cx 1 T T yza

. ™ cos(my)
1c. Montrer que l'intégrale > dy est convergente.
1 Y
00
1d. En déduire que U'intégrale ¢(t)dt est convergente.

1
2) Etude de la dérivée de la fonction ¢.

2a. Montrer que la fonction ¢ est de classe C'! sur [1,+oo[ et calculer sa dérivée ¢'(t)
pour tout ¢t € [1, +ool.
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3)

5)

sin(mu)

2b. 2b.1 Calculer, si elle existe, la limite de u

sin(mu)

Montrer que la fonction u +— est bornée sur [1, +ool.

u
2b.2 En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que

K
tots

Yt € [1,4o00], |¢'(t)] <

2c. Montrer que pour tout (a,b) € [1,+oc[? vérifiant a < b, on a

K

1
at3

[¢(a) — o(b)| < |a = b|

a

Nature de la série >~ v,.
N

3a. Exprimer la somme partielle Vi = Zvn pour tout N € N* a 'aide d’une intégrale.

n=1

3b. Quelle est la nature de la série Z Uy T

n>1

Nature de la série > (u, — vn).
n+1
4a. Montrer que pour tout n € N*, u,, — v, = / (p(n) — ¢(t)) dt

1

4b. A laide de II.2c et II.4a, montrer que pour tout n € N*, |u, — v,| <

4c. En déduire que Z(un — v,) converge.

n>1

sin(my/n)

Conclure sur la nature de la série E —
n
n>1

1
Partie III. Cas a = —

2

On suppose, dans cette partie, que « vaut >

1)

sin(my/n)

En vue du développement asvmptotique de Tﬁ, on pose §, = ¢

la. Rappeler les développements limités d’ordre 2 en 0 de /1 + u et e*.

ime™n pReim/n peimy/n 1
1b. Montrer que 4, = = - tol| 55 (R).
n

2\/n 8n 8n3/2

K

1
r,r+2

n

Tvn+l _ eim

T

1c. En admettant qu’on puisse prendre les parties réelles dans (R), en déduire que

1

4n3 /2

pulr /i) e - (cos(rr\m) - cos(ﬂ'\/ﬁ)) — % cos(my/n)+ sl s +o (

vn vy
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2) 2a. Quelle est la nature de la série Z s T/\,Z/_) ? Celle de Z Wy, avec w, = 0 (ngl/z) ?

n>1 n>1

cos(my/n)

n

On admet que la série Z est convergente.

n>1
2b. On pose o, = cos(my/n). Expliciter les suites de termes généraux 5, = a2 et
T = Qznt1y2- En déduire que la suite (ap)nens = (cos(my/n)) . est divergente .

; sin(my/n
2c. Que peut-on en déduire sur la nature de Z M ?

n>1 \/ﬁ

; 1
Partie IV. Cas o < 3
On suppose, dans cette partie, que le réel « est strictement inférieur a 3

L sin(m+/n) ..
On va montrer, par I'absurde, que la série E —n\/_) diverge. On suppose donc que la
70

n>1
sin(my/n
série Z (—a\/_) converge.
n>1 '
P .
_ . sin(my/n)
On pose pour tout p € N*, 5, = Zl — ez B et Sp = 0.
o
1) Montrer que :
sin n ;
Vn € N*, M =n®Y2(§, — 8,_1)

Jn

En déduire que pour tout entier N supérieur ou égal & 2, on a

Zsm ﬂ\/_ ZS n® 12 — (n+1)*71%) + Sy(N +1)7/2
n=1
2) 2a. Montrer qu'il existe M > 0, tel que pour tout n € N*, |S,| < M.
2b. En déduire que la série ZS”* (n®Y/% — (n+1)*"1/2) est convergente.

n>1

2c. Montrer que la suite (Sy(N + 1)“'1/2)A,EN, converge et donner sa limite.

sin(m/n) ”

3) Que peut-on en déduire sur la nature de la série E *\/_ .
n
n>1

4) Conclure sur la nature de Z u

n>1

Fin du probléme 2

Fin de 1’énoncé
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