] Inégalité de Kolmogorov

Soit f de classe 62 sur R telle que f? et (f”)? soient intégrables.
Montrer que (f')? est intégrable et que

R

Montrer ensuite que f est uniformément continue, de limite nulle en +oo.

Solution de 1 : Inégalité de Kolmogorov

= Soif x e R*. On peut écrire, par intégration par parties,

J (rY :f(x)f/(x)—f(o)f’(o)—J rr.
0 0

X

+ Comme (')’ =0, le théoréme de Ia limite monotone indique que J (') @ une limite finie ou +co

0
en +o0.

1 X
« Par ailleurs, comme |f f”| < 3 (r2+(r"))eL'®). on a ff” e L'(R) donc f ff” aune limite finie en
0

+00.
+ On en déduit que f(x)f'(x)= f (F')+ F(0)f(0)+ f ff” aune limite ¢ finie ou +oco en +oo.
0 0

On montre que nécessairement ¢ =0. Pour cela, on peut écrire
fz(x)=f2(0)+2f fr.
0

o En supposant que £ >0, et enposant0<a <f,ona AeRt telque V= A, f(t)f'(t)=a, donc,
pour x > A,

fz(x)=f2(0)+2f ff+2 f ff'=fA0)+2 f ff'+2a(x—A)——+00
0 a 0

ce qui est en confradiction avec I’'hypotheése f2 e LY(R).

o En supposant que £ <0, etenposant{<a <0, ona AeRt telque V= A, f(1)f'(t)<a,donc,
pour x > A,

X—+00

fz(x)=f2(0)+2f ffi+2 f ff’<f2(0)+2f ff+2a(x—A)—— —o0
0 a 0

ce qui est en contradiction avec la positivité de f2.

+00

+ Onadonc f(x)f'(x)—-— 0. ce quitermine de justifier que f (f’)2 converge, donc, par positivité,

—+00 o
feLY(RY).
« On montre exactement de la méme maniére que f € L'(R™) et on obtient

feL'(R).

= Toujours par intégration par parties, on écrit, pour x e R+,

f (f’)z=f(X)f’(x)—f(—x)f’(—X)—f fr

—X



avec ff’i—>0. On en tire
o0

INGRING]

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient, tous les termes existant bien,
+00 ) 2 +00 +00 )
( f (F) ) <f fzf (7).

= On a toujours fz(x)=f2(0)+2f ff avec |ff'|< %(f%(f’)z) e LY(R) donc ff’ e LYR). Donc f2 a une
0

limite en 00 qui ne peut étre que nulle par intégrabilité de f2. Finalement,

flx)——o0.

x—+o0
= On montre une extension du théoreme de Heine. Les limites nulles en oo fournissant A < B tels que

V£ €]— 00, AJU[B,+ool, |f(x)< 5.
La continuité de f surle segment [A—1, B+1] et le théoréme de Heine fournissent un n > 0 tel que
Vx,y€[A—1,B+1], |x—y|<n=>|f(x)—F(y)|<e.

On pose § =min(n,1)<0.

Alors pour tout x,y e R tels que |x — y| <6, on a ou bien x, y €]—o0, A, ou bien x,y €[A—1,B+1], ou bien
X,y €[B,+0o0l.

Dans les trois cas, | f(x)—f(y)|<e.

La fonction f est uniformément continue sur R.



2 Lemme de Riemann-Lebesgue
b
Si f € 6,(a,b]). montrer que f f(t)sin(nt)dt — 0.

Solution de 2 : Lemme de Riemann-Lebesgue

C’est immédiat dans le cas d’une fonction constante (ou une fonction indicatrice).
On en déduit, par linéarité, le résultat sur les fonctions en escalier.
On utilise ensuite I'approximation uniforme des fonctions continues par morceaux sur un segment par

des fonction en escalier. c
Soit fe6,,(la,b]) et e>0.On a ¢ € &([a, b]) tel que N(f —p) < 2b—a)

Soit n e IN.
b

b
J (f(e)—(1))sin(nt)dt +f p(t)sin(nt)dt

a

b
S Noo(f —@)b—a)+ f p(t)sin(nt)d:

b
f f(t)sin(nt)dt

Or Noo(f —@)b—a) < g et par le cas des fonctions en escalier, on a un rang N a partir duguel

<

N ™

b
f p(t)sin(nt)dt

Ainsi, a partir durang N, < g, ce qui conclut.

b
f f(t)sin(nt)dt

3 Régle de Raabe-Duhamel
Soit (x,),en UNe suite de nombres réels strictement positifs telle qu’il existe a € R tel que

1

X [04
¥ nelV¥, "—“:1——+o(—).
n n n2

Déterminer un critére de convergence de la série Zx,,.
Solution de 3 : Régle de Raabe-Duhamel
Ona ) ) )
X, a a
In((n+1)%x,,)—In(n%x,)= aln(l + —) +In2==_Z40 (—) = (—)
n X5 n n n2 n2
terme général de série absolument convergente par comparaison & une série de Riemann positive et

convergente, donc de série convergente.
On en déduit que la suite (In(n%x,,)) converge vers un réel ¢ donc que n%x, — A=e #0.

Ainsi, u,, ~ — et par comparaison de séries & termes généraux positifs et critére de Riemann,
n

D x, converge si et seulement si a> 1.



