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1. Récurrences simultanées

A. Enoncé

On se donne trois réels a,. by, ¢, tels que —1< a, < by < ¢, <1 et on pose, pour tout entier naturel n, le systéme

1
Ap = f min(x! bnr Cn)dx

1

1
\ bn+1:f mil(x!anrcn)dx

1

1
Chil :J max(x,a,, b,)dx

1

ol mil(a, b, ¢) est le terme médian de (a, b, ¢). Etudier la convergence des suites (a,,). (b,) et (c,).

B. Solution

Montrons, par récurrence sur n, que a, < b, < ¢,,. C’est vérifié pour n =0 et si on suppose que la propriété est vraie au
rang n, on obtient pour tout x €[—1, 1] les relations suivantes.

= 8l x<a,, min(x, b, c,)=x < a, =mil(x, a,, c,) <max(x,a,,b,)=Db,

= Sia,<x<c, min(x,b,,c,) < x =mil(x,a,,c,) <max(x,a,,b,)

= Si x > ¢,, min(x, b,,c,)=b, < ¢, =mil(x,a,,c,) < x =max(x,a,, b,)
On a donc pour tout x €[—1,1] I'encadrement

min(x, b,, ¢,) <mil(x, a,, c,) < max(x,a,, b,)
On en déduit en intégrant ces inégalités sur [—1,1] la relation
Apy1 S Dy S Gy

ce qui termine la récurrence.

On aimerait pouvoir dire que pour tfout n,—-1<a, < b, < ¢, <1.lIn"en estrien. Si par exemple b, =—1, alors a, =—2. Nous

allons cependant montrer que c’est réalisé pour n assez grand. On a pour fout n € IN la majoration a,,.; < f_ll xdx=0et
de méme c,,, > 0. Autrement dit, a, <0 et ¢, >0 pour n > 1. On en déduit que pour n>1on a

1
b,,ﬂ—i-l:j mil(x+1,a,+1,¢c,+1)dx >0
-1
car ¢, +1>0 et pour tout x €[—1,1], x +1 > 0. On montre de méme que b,,; —1<0. On adonc b,,, €[—1,1] pour n > 1, soif
b, €[—1,1] pour n > 2. On peut donc écrire pour n > 2 la suite d’égalités

(1-b,)

1 b, 1
" 1
a,,ﬂzf min(x,bn)dxzf xdx+f b,,dxzf(b,f—l)+bn(l—b,,)=— 5
— by

1 -1 2

b 1
g b, +1y
an:f bndx+f xdx:g
- by 2

On trouve de méme

Soit un entier n > 2. Les conditions a,,,, > —1 et ¢,,, < 1sontréaliséessi |b,| < v2—1. Onnote que |, [+|ap 1| = ¢pi—ans = 14D2 < 2.
On ne peut pas avoir simultanément a,,,, <—1 et c,,; > 1. Si |b,| < ¥2—1 alors on obtient

An+1 Cn+l 1
1
b= J- Apyr dx +f xdx +f Cpndx = E(anﬂ + Cnnl(@pp — Cupa +2)= by (1— bf)
a C,

-1 n+1 n+l

On aalors |b,.,| < |b,| < v/2-1.Si b,>+/2—1, alors c,,; >1 et I'on calcule

! ansl ! 1 (@psy +1)
by, = f max(x, a,)dx :f Apyrdx +J. xdx=a,(a,+1)+ 5(1 —fl,zlﬂ) = %
-1 -1 a,

n+1

P . 1—by,.0)? ) . P

On en déduit b,,, €[0,1/2], puis a, s = —% € [-1/2,—1/8]. Si on a encore b,,, > v2—1, alors on obtient I'égalité
Ay + 1) . , 49 . .

Dy = % et cette fois on a l'encadrement 0< b,,,4 < 128 < +v/2—1. On montre de méme que si b, < —+v2+1 alors

—v2+1< b,,, <0. On a donc pour tout n assez grand (n = 6) les propriétés
|bn|<‘/§_lr bn+2:bn(l_bs) et |bn+2|<|bn|
Les deux suites (|b,,|) et (|b,,41]) sont donc décroissantes et bornées. Elles convergent. La limite de chacune vérifie

(l_bn)z (bn"’_]-)z
2

1=1(1—1%) et donc I =0. La suite (b,) converge donc vers 0. Des relations a,,,; =— etc,.,= — on déduit que

les suites (a,) et (¢,) convergent respectivement vers —1/2 et 1/2.



2. Lemme de Fekete

A. Enoncé

Soit u =(u,),s, une suite réelle vérifiant u,,,, < u, + u,, pour tout couple (m, n) d’entiers naturels. Montrer que la suite

(ﬂ) converge vers { = infﬂ e Ru{—o0}.
n Jnz1 n>l n
B. Solution

De I’'hypothéese, on déduit que pour tout entier n, on a u,, <2u,,, puis par une récurrence sur m, quUe u,,, < mu,,, PoUr
m et n dans IN*, u
Commengons par le cas ol [ est réel. Pour fout £ >0, on peut trouver m tel que £ < —= < +e.
m

D’apres la remarque précédente on a alors £ < q—m <L +¢ pour tout entier g > 1.
Si n est un entier quelconque, on en fait la division euclidienne par m et on obtient n=gm+r, oU0< r < m.
Onaalors u, < uy,, +u, < qu,+u, et donc en divisant par n on trouve

\ e+ M M
P I A Ch k) LI <ra(i-2)+ 2
n n

<
n n n n n

r M
oU M = max u,. Puisque 0<r<m, — Tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et donc (¢ +€)(1— E)+ W tend vers { +¢.

0<k<m

On a donc pour n assez grand Io double inégalité

u
(< <l+2¢
n

. u
ce qui prouve que 7" — .

Le cas ol £ =—o0 se traite de méme. Pour tout A <0, il existe m tel que — < A. On obtient comme précédemment
m
pour n assez grand la majoration

u, r M A
—<A(1——) +—< =
n n n 2

3. Continuité au sens de Cesadro

A. Enoncé

On dit que f:R— R est continue au sens de Cesdro en a si pour toute suite (x,) € RN on a I'implication

R e NN (C LY (CALIE Y (ED
n n

— fla)

Déterminer les fonctions continues au sens de Cesdro sur R.

B. Solution

Soit f: R — R une fonction continue au sens de Cesdro sur R.
Quitte a retrancher & f la constante f(0) on peut supposer que f(0)=
Soit x et y deux réels. Considérons la suite (u,) qui prend alternativement les valeurs x et y.

" ) xX+y
On pose u,, = x et u,,,, = y pour fout p e IN. Il est aisé de voir que (u,) converge en moyenne vers —— 5 et que de

S+ flu) _ )+ fy

Grace a I'hypothése on a donc I’e’goli’re

méme on a la limite lim,,_,

f(x+y)=f(x)+f(y)

2 2
pour tout couple (x, y) € R2. En prenant y =0 on obfient
X\ f(x)
! (E) T2

pour tout réel x. Par suite f est additive, c’est-a-dire vérifie f(x+y)= f(x)+ f(y) pour tout couple (x, y).
Il est classique d’en déduire que f est Q-linéaire. On a donc f(r)= f(1)r pour tfout rationnel r.
Si x est un réel quelconque, on peut trouver une suite de rationnels (r,),s; Qui converge vers x.
Par le théoreme de Cesdro, cette suite converge aussi vers x en moyenne et on a donc
Flx)= lim LOF ) )

n—+00 n n—-+00

fAeH T,

=f(1)x

On en déduit que f est linéaire. Par conséquent, on a montré qu’une fonction continue au sens de Cesaro sur R, est
nécessairement une fonction affine.
Réciproquement, il est clair que toutes les fonctions affines sont continues au sens de Cesaro sur R.
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