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Probléme

Le but de ce probléme est de construire la fonction logarithme népérien

’Partie | - Caractérisation des fonctions logarithmes par une équation fonctionnelle‘
Soit f : IR} — IR une fonction continue non identiquement nulle, telle que :
[ ] 2 V(2 y) €]0, 400 f(ay) = f(x) + f(y)
On consideére la fonction b : IR — IR définie pour tout réel ¢ par h(t) = f(e').
L f(1) = f(1 x1) = f(1) + f(1) donc f(1) =
2. V(t,u) €R?: et > 0 et e > 0. Avec [* * *] :
h(t+u) = f(e"") = fle' - e") = f(e') + f(e") = h(t) + h(u).
3. Soit t € IR.
e h(0) = [(e?) = f(1) = 0
e Supposons pour n € IN fixé que : h(nt) = nh(t).
o h((n+1)t) = h(nt +1t) = h(nt) + h(t) = nh(t) + h(t) = (n + 1)h(t)
Par récurrence, pour tout ¢ € IR et n € IN, : h(nt) = nh(t).
Soit t € IR, n € IN, :
0= f(1) = h(0) = h(nt — nt) = h(nt) + h(—nt) donc h(—nt) = —h(nt) = (—n)h(t).
Ainsi : Pour tout t € R et n € Z, : h(nt) = nh(t).
4. On pose désormais a = h(1). Soit r €Q, 3(p,q) € ZZ x IN* : r
h(p) = ap et h(p) = h(q-r) = qh(r) ainsi h(r) = af = ar.
5. Soit t € R. Q) est dense dans IR. Il existe (7,) une suite de rationnels convergeant vers t.
f est continue donc h est continue par composée. D’ou : h(t) = lim h(r,) = lim ar, = at

n——+00 n—-+o0o
On en déduit que : Vt € IR : h(t) = at.
6. Pour tout = €]0,4+o00[, f(z) = h(In(x)) = a - In(z).
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’Partie Il : Construction de ¢ sur IN*‘
Soit p € IN tel que p > 2. On considére les suites ( E{”)
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Ainsi les suites ( > )> et (v,(f’ )> sont adjacentes.
n>1 n>1

On note désormais ((p) leur limite commune. Par convention, on pose ((1)=0

2. Soit p et p’ deux entiers supérieurs ou égaux a 2.

, pp'n pn P/ (pn)
(a) Pour tout n € IN* : ¢") = Yol > Ll oyl
k=n+1 k=n+1 k=(pn)+1

Donc v = %) + u;gn) .
(b) m + pn est strictement croissante. Donc u%) — ((p) comme sous suite de <unp,))
n>1

Lorsque n — 400 dans I’égalité de la qustion précédente, il vient que : {(pp’) = £(p) + L(P).



(c) o L(p') = L(p) = 1(p) =
e Supposons pour n fixé que £(p™) = ml(p) .
o L(p™ ) = L(p™ - p) = L(p™) + L(p) = ml(p) + L(p) = (m + 1){(p) .
Par récurrence sur m, avec la question précédente, on montre que :
Pour tous entiers p > 2 et m > 0: {(p™) = ml(p) .

(d) Avec la convention, ¢(1) = 0, les deux relations précédentes restent vraies dans le cas o p ou
p' vaut 1.
1™ =0=ml(1) .
((1-p) = L(p) = (1) + £(p').
lp-1) = Lp) = £(p) + £(1).

3. Soit p et p’ deux entiers tels que 1 < p < p'.
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En faisant tendre n vers +oo, il vient : {(p + 1) — £(p) > zﬁ
donc : =5 < Lp+1)—L(p) < 5.
p—1
(b) Par télescopage :£(p') — l(p) = > L(i+ 1) — £(3)
i=p
: G p-1
Avec la question précédente : Z 1%1 < U(p') —L(p) < E %
i=p i=p
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En sommant, il vient : p/p_,p < Up') —L(p) < %

Partie Il : Prolongement de ¢ aux nombres rationnels ‘

Pour tout nombre rationnel » > 0, égal a une fraction § avec p et ¢ dans IN*,
on pose : £(r) = {(p) — {(q).

1. Soit r = § = Z;—:. On a donc : pg’ = p'q.
Avec 11 2.(b) = £(p) + U(q") = £(p') + U(q) dou £(p) — L(q) = L(p)) — {({)
Ainsi /(r) est bien défini, c’est-a-dire que le résultat ne dépend pas de la fraction choisie pour

représentrer 7.
2. r= § avec p et ¢ dans IN* et r = Iqi: avec p’ et ¢’ dans IN*.

rr’ = %. Comme on a bien pp’ et g’ dans IN* :

L") = (pp') — L(qq').

Toujours avec II 2.(b) : £(rr") = l(p) + L(p") — £(q) — U(q') = (U(p) — £(q)) + (L(p") — £({)).
Ainsi : £(rr") = £(r) + £(r").

o= %. Comme on a bien pqg’ et ¢p’ dans IN* :

0(5) = Upq') — Lap').
Toujours avec II 2.(b) :
C(5) = p) +Ud) — Lq) — L) = (Lp) — £(a)) — (L) — U(d))-
Ainsi : 0 (L) = 0(r) — £(r").
3. Soit r,r" deux rationnels tels que : 0<r< r
r= § avec p et ¢ dans IN* et r = zi, avec p’ et ¢’ dans IN*.
Comme 0 < r <7/, on obtient : 0 < pqg’ < pq
((r') = L(r) = (Lp') — £(q")) — (L(p) — €q)) = (L(p') + £(q)) — (L(p) + £(d)) = L(p'q) — (pq)

Avec 11 3.(b) : B2 < ¢(p/q) — U(pg) < PP
P'q 5
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Ainsi :

Partie IV : Prolongement de ¢ aux nombres réels...

On considére = et 2’ deux réels strictement positfs.

1. X ={l(r);r e@n]0,z]}.
e Toute limite de rationnels étant un réel et toute limite de réels étant un réel, on en déduit :
Vr €eQNJ0, z], {(r) € IR donc X C IR
ePar densité de @ dans IR, il exsite r €@ tel que 0 < r < x. Puis £(r) € X donc X est non vide.
o Il existe s €(Q) tel que s > .
Or ¢ est strictement croissante sur @), donc :
Vr € QNI0, z], £(r) < {(s)
X est majoré par [(s).
Avec 'axiome de la borne supérieure :
X admet une borne supérieure. On note ¢(z) = sup X.

2. Soit z est rationnel. Avec III 3. : £ est croissante sur Q.
D’ou Vr eQN]0, z], 4(r) < {(z)
Donc ¢(x) est le plus grand élément de X. D’ou £(z) est la borne supérieure de X. Ainsi, dans le
cas oll x est rationnel, cette définition de ¢ coincide bien avec la précedente.

3. Soit (r,) est une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers z.
e Casl : x €Q). Avec III 3. :
0 < Uz) —Lry) < 5
Avec le théoréme des gendarmes : £(r,) — {(x).
e Cas2 : x € IR}, —Q.
Soit € > 0. Comme /() est la borne supérieure de X.
Il existe ¢ € QN|0, z| tel que : l(x) —e < l(q) < l(x).
Il existe ng € IN tel que : Vn > ng:0<qg < r, < z
( est strictement croissante sur®_ et {(r,) € X donc :
l(x)—e<lq) < lry,) < {(x).
Donc [4(r,) —l(z)| < e.
Dans ce cas aussi : £(r,) — {(z).
Ainsi la suite (¢(r,)) converge vers ¢(x).

4. o Par densité de Q) dans IR, il existe r; € Q tel que : max(z — 1;0) < r; < x.
e Supposons pour n € IN® fixé avoir construit : 71,79, ...,7, tels que :
r<ry<--<rp<zetVke[ln|]]z—:<r<uz
e Par densité de @ dans IR, il existe 7,1 € Q tel que : max(z — n%l; Tn) < Tpi1 < .
D’otu par récurrence, la construction d’une suite strictement croissante (r,) de rationnels stricte-
ment positifs telle que Vn e N* : 0 < r, <z — %

Avec le théoréme des gendames : r, — x.

5. Avec IV 4. | il existe :
(rn) une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers z.
et (r!) une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers z’.
VneIN:0<r, <rppiet0<r, <r,
Par produit : 0 <7, -7}, < 7rpq1 -7
donc (r, - 7)) est une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers x - z’.
On sait que : Yn € IN* : £(r,, - rl) = £(r,) + £(r])
En faisant tendre n vers +oo, il vient, avec IV 3. : {(za’) = {(x) + {(2)

6. Ona 0 <z <a'. Avec IV 4. il existe :
(rn) une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers z.
et (r!) une suite croissante de rationnels strictement positifs qui converge vers z’.
Comme 0 < z < ', il existe ny € IN tel que Vn > ng tel que 0 <r, < z <71, < 2.
Avec TIT 3 : Vn > ng : r/"r;,nr” < AU(rl) —L(r,) < T/”T;nr"

En faisant tendre n vers +o0 : x;ix < (') —Ll(x) < x/;x.

7. Soit x,z’ deux réels tels que : 0 < x < /. Avec la question prédente :
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En faisant tendre 2’ vers z, {(z') — ¢(x) — 0 et on prouve que ¢ est continue & droite en z.
En faisant tendre = vers 2/, {(x) — £(z') — 0 et on prouve que ¢ est continue & gauche en z’.
Ainsi la fonction £ : IR} — IR est continue sur IR.

8. Soit z, 2" deux réels tels que : 0 < z < /. Avec la question TV 6. : & < % < 1
En faisant tendre 2’ vers ™, on prouve que ¢ est dérivable a droite en = et que ¢'(x) =
En faisant tendre x vers 2/, on prouve que ¢ est dérivable a gauche en 2’ et que ¢'(z’)
Ainsi la fonction ¢ : IR} — IR est dérivable sur ]0, +-00[ et pour tout = > 0 : {'(z) = .

1
ol

1
!’
9. Avec la question précédente et /(1) =0 , on en déduit que ¢ = In.

FIN DU SUJET.



