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1 Banque CCINP 58

1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit a ∈ E et soit f : E −→ F une
application.
Donner la définition de « f différentiable en a ».

2. Soit n ∈N∗. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n . Soit e = (e1, e2, . . . , en ) une base de
E .

On pose ∀x ∈ E , ‖x‖∞ = max
1¶i¶n
|xi |, où x =

n∑
i=1

xi ei et ∀(x , y ) ∈ E ×E ,


(x , y )


=max
�‖x‖∞,‖y ‖∞�.

On admet que ‖.‖∞ est une norme sur E et que ‖.‖ est une norme sur E ×E .
Soit B : E ×E −→R une forme bilinéaire sur E .
(a) Prouver que

∃C ∈R+, ∀ (x , y ) ∈ E ×E , |B (x , y )|¶C ‖x‖∞‖y ‖∞.

(b) Montrer que B est différentiable sur E ×E et déterminer sa différentielle en tout (u0, v0) ∈ E ×E .

2
Soit A, B ∈Mn (R) telles que AB −B A = B .
1. Montrer que AB k −B k A = k B k pour tout k ∈N.
2. Montrer que det(B k )det(A−k In ) = det(A)det(B k ).
3. Si B est inversible et λ valeur propre de A, montrer que λ+1 est aussi valeur propre de A. En déduire

que det(B ) = 0.
4. Trouver deux matrices A, B ∈M2(R) telles que AB −B A = B .
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1 Banque CCINP 31

1. Déterminer une primitive de x 7−→ cos4 x .
2. Résoudre sur R l’équation différentielle y ′′ + y = cos3 x en utilisant la méthode de variation des

constantes.

2
Soit A, B ∈Mn (R) telles que AB −B A = B .
1. Montrer que AB k −B k A = k B k pour tout k ∈N.
2. Montrer que det(B k )det(A−k In ) = det(A)det(B k ).
3. Si B est inversible et λ valeur propre de A, montrer que λ+1 est aussi valeur propre de A. En déduire

que det(B ) = 0.
4. Trouver deux matrices A, B ∈M2(R) telles que AB −B A = B .
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3 Avec préparation de 15 minutes

1. Montrer que 〈P,Q 〉=
∫ +∞

0

e−t P (t )Q (t )dt définit un produit scalaire sur R[X ].

Soit n ¾ 2.

2. On note P =
n∑

i=1

ai X i le projeté orthogonal de −1 sur Vect
�
X i
�

1¶i¶n
.

Montrer que, pour tout k ∈ {1, . . . , n} :

1+
n∑

i=1

ai (k +1)(k +2) . . . (k + i ) = 0

puis exprimer ai .
3. En déduire :

inf
(a1,...,an )∈Rn

∫ +∞
0

e−t
�
1+a1t + · · ·+an t n

�2
dt

4 Sans préparation
Pour n ¾ 1, on note E = {1, . . . , n}. On dit qu’un couple (A, B ) de parties de E vérifie (⋆) ssi

∀a ∈ A, a ¾ |B | et ∀b ∈ B , b ¾ |A|
On note tn le nombre de couples vérifiant (⋆).

1. Exprimer tn à l’aide d’une somme.

On définit f : x 7→
+∞∑
n=0

tn x n .

2. Montrer que f admet un rayon de convergence non nul.
3. Montrer que �

(i , j , n ) ∈N3, i + j ¶ n
	
=
+∞⋃
k=0

�
(i , j , n ) ∈N3, n = i + j +k

	
4. En déduire une expression simple de f (x ).
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