MPI* — Lycée Leconte de Lisle ) 2025 - 2026
PREPARATION AUX ORAUX

1. Suites et séries numériques

1| ENS MPI 2025 (Alexis)

1 n—1
1. Soit f:R—Rdeclasse €' etVn=>1, §,= —Zf(%) Quelle est la limite de (S,),, ? Majoration de la différence? Le

=0

S
=~

démontrer.
2. Soit f:R— R de classe 62, 1-périodique.

1
C
Montrer gu’il existe C e R tel que ¥V n e IN¥, |S, —f fl€—=.
0
3. Soit f:IR— R de classe 63, 1-périodique.

1
Montrer qu’il existe C e R tel que V n € IN*, S,,—f f <£.
0

A
n3

4. Que diresi f:R— R est de classe € et 1-périodique ?

Solution de 1 : ENS MPI 2025 (Alexis)

1
1. C’estducours: S, ——;.:J f (sommes de Riemann) et
0

ou M, = I?g?ll]xl f’| dont I'existence est assurée par le théoréme des bornes atteintes.

1 n—1 Ldl n—1 %
gﬁff<z <Zf
0 k=0 k=0J £

1 (k o
) f 7
L'inégalité des accroissements finis donne

Vkelo,n—1], Vte[k k“], ‘f(k)—f(t)

n’ n n

1 n—1
M M,
5= |t o

. . . k 1 , , M,
Remargue : on aurait pu directement majorer r — — par — et obtenir comme majorant — final. On cherche dans ce
n n n
corrigé & réduire les constantes, mais des majorations plus grossieres seraient acceptées le jour de I'oral.

7(5)-ro

vw[%%], f(t)=f(§)+f’(%)(t—%)+1?k,n(t)

2
(t—u) f”’(u)du, donc, en notant Mzzl[rgall]x|f”i, |Ri.(1)| <M2f (t—u)du= %(r—%) .
g k

n

La difficulté maintenant va étre d’utiliser ce résultat pour améliorer la majoration, mais rentrer les valeurs absolues dans

=

Vn>1, <M, x(1—0)x

:<3‘i—t

Preuve :soitn>1,

dt

7(5)-rw

k
——t
n

<M,

(i)

donc

2. Pour f de classe 62, on veut améliorer I'approximation de . On pense & la formule de Taylor avec reste

intégral sur [% t] qui donne

t

avec Rk‘"(t):J

k

n

. 1 .
la somme. En effet, pour gérer le terme en f’ en conservant un ferme en —.onne peut pas se contenter de majorer
n
f’(k)
n
L'idée fres astucieuse qui va utiliser la 1-périodicité est d’appliquer la premiére question & f”:

S

k=0

par M,.

() n

< .
2n

1
n
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On a alors,

k=0 k=0 k=0
1 n—1 k n—1 % M. 2
LSSk
2n2 e~ n ~ ) 2 n

M, M, 5M,
<—+—
4n2  6n2 12n2

3. On appligue de nouveau l'idée de la question précédente : formule de Taylor avec reste intégral et utilisation des
questions précédentes. Avec f de classe 43,

T R A O R e = e

n n

t 2
avec RL,n(t)=f @f’”(u)du.

La 1-périodicité de f et de f’ et les deux questions précédentes donnent

128k 128k ‘, 5M
(BRG] o
k=0 k=0 0
1'1*1 7" k 1"*1 ” k ' 7" M3
P ) Y, (n)‘JOf <
ol on a noté M, :r[%eﬁ(|f”’|
On a alors,
1 n—1 p kL n—1 k4l 1 k+1 ) I 5
n k k n k 1 k n
S, — = ==f))de|=-> [ = r—=|dr—=> "= r——| dt— R, (t)dr
L) GG rm)al=2r ()], (-3)es 2 ()], (3) a-X ). w0
1 =N N R
f( ) f”(—) += f J (t—u)P Mydudt
2n2 ; 6n3 ; n 2k:0 k£ k

5M; M, M, @M,
< + + =
24n3 ' 12n3 ' 24n3  3nd

4, Si f est de classe € et 1-périodique, on en déduit par récurrence que

1
pourTouTkeN,Snzf f+ 0O (i)
0

n—+oo \ nk

2| Mines-Ponts 2024

Soit (u,) une suite de réels non nuls et A € R. On suppose que

A 1
M_l——ﬂo( )
u, n2

Etudier la nature de > u,

Solution de 2 : Mines-Ponts 2024

Raabe Duhamel : poser v, =ln(n/1|u,,|) et vérifier que la suite (v,) converge en passant par la série télescopique.
K
e .
On trouve u,, ~ s ce qui permet de conclure.

3| Mines-Ponts 2024

1. Soit f:[1,+00[— R de classe ¥*'. Montrer que pour fout n>1,

f fode|<
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2. Quelle est la nature de la série Z Sm(’lln n) ?

Solution de 3 : Mines-Ponts 2024

1. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 1 entre n et n+1 & la fonction F: x —»f f()de.

sin(In n)

1
el la série diverge car (cos(Inn)), diverge (raisonner par
I’absurde et faire de la frigonométrie, par exemple en considérant cos(In(2n)))...)

2. On en déduit que = —cos(In(n + 1)) + cos(In(n)) + (‘)(

4| Mines-Ponts 2023

"1 1\F
On pose unzzf(l—f) pour tout n>1.
k:lk n

1. Montrer que la suite (u,),s; est divergente.
2. Donner un équivalent de u,, quand n — +oo.

Solution de 4 : Mines-Ponts 2023

1. On pressent que u,, — +oo0. On va donc essayer de minorer u,, en utilisant I'inégalité de convexité e* > 1+ x valable
pour x eR. Or, pour n>1,

et S (ein(1= )= 1)
W= = >3 —(1+kin[1—=||=H, +nln[1— — | —— +oo.
u ;ke ;k n n nin ol o0

2. La minoration précédente laisse présager |I'éventualité que u, ~ H, ~Inn. Considérons

1 1

1 VY &1 (" ("
0<Hn—un=ZE 1—(1—;) ZZE k(l—x)k_ldx<z ldx=1.

=1 =1 ©Jo =1 Jo

On en déduit que H,,—u, =o(H,) donc  u, ~ H,~Inn.

2. Suites et séries de fonctions

S| Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) avec préparation

On considéere la suite définie par by =1 et
* ~ bn—k
VnelN* b,= E o

k=1

1
1. Monfrerque VneNN, b,< ——.
In"2

2. Montrer que R = R(Z bnx”) > 0.

+00
Puis montrer que —R,R|[, b,x" = .
que V x €] [ ; x=o—
En déduire R.

+00

1 k"
3. Montfrerque VrnelN, b,= ﬁ; e

Solution de 5 : Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) avec préparation

1. Récurrence forte.

2. = On en déduit que R>1n2>0.

= On fait apparaitre un produit de Cauchy en faisant attention au fait que la formule de récurrence est valable
pour n =1 et en faisant bien apparaitre le terme pour k =0 dans le produit de Cauchy.

= On déduit de |'expression trouvée que R =In2.
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3. L'idée naturelle est de développer en série entiere et a I'aide d'une série géométrique puis en développant I'ex-
ponentielle et en utilisant le théoréme de Fubini.
Une autre idée est de montrer que |'expression donnée Vvérifie la méme récurrence et la méme initialisation que (b,,).

6| Mines-Ponts 2024

+00

SOi’rf:x—»Z

n=0
1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

sin(2" x)
2n '

Solution de 6 : Mines-Ponts 2024

1. Pas de difficulté.

e,

2. Premiére solution : montrer que
—P  p—+oo

sin x L e .
Comme x — —— se prolonge par continuité sur [0, 1], elle y admet une borne inférieure notée a.

X
f) _sin'?) 3 sin(2") 5 ! oo
— P — > — = — .
Alors P ;:0 Py +n:2p+l Y- (p+1)a n;’M oy (p+1a—1 e

2
Deuxiéme solution : remarquer que % = f(x)—sinx et en déduire que s'il y a dérivabilité en 0, f/(0)= f'(0)—1.

7| Mines-Ponts On pose

+00 n
sx)=S =%

praur 14+ xn

1. Etudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité de .
2. Donnerun équivalentde Senoeten1-.

Solution de 7 : Mines-Ponts

1. = Pour x =—1 et n impair, la série n"a pas de sens.
= Pour les autres cas ou |x| > 1, la série est grossierement divergente.
= Pour|x|<1,

x" -
1+xn
et la série est absolument convergente.
La fonction S est définie sur |—1,1[.
x" ) R L )
Posons u,, : x — Tt 1—(1+x")". Appliguons le théoréme de classe €' des séries de fonctions.
nx"!
H1 Les fonctions u, sont de classe 4¢* sur ]—1,1[, u/,: x — ———.
(14 xn)
H2 Z u, converge simplement sur ]—1, 1] comme on vient de le voir.

|| g e
nlloo,[—a,a) (1—61”)2

gue > x", soif 1, ce qui assure la convergence normale donc uniforme de > u/, sur fout segment de ]—1,11.

H3 Pour tout a €[0,1],

~na"", la série entiére an” étant de méme rayon de convergence

Par théoréme,  la fonction S est de classe 6 sur |—1,1].

2. ONadea S(x) ~ S(0)= 1

x—! 2
Enfin, une comparaison série intégrale obtenue par décroissance de t € Rt — 1— Therns a x €[0,1] fixé donne
In(2
S(x) ~ ( ).
x-1-1—x
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8| X-ENS

1. Quelle est la limite simple de (f,) o f, : z€ C — (1 + %)n ?

2. Soit n e IN* et k €[1, n]. Montrer que
k-1 .

nn—1)---(n—k+1) j
nk <ZE

1 —
=0

3. En déduire que (f,) converge uniformément sur fout compact de C.

Solution de 8 : X-ENS
FGN 5 2.35
x(x—=1)---(x—k+1)z*
k!'xk

1. Théoréme de la double limite appliqué a g, : x — 1 +00(X) : CONVergence simple vers exp.

2. Récurrence sur k.
3. Séparer dans |f,,(z)—expz| les termes d’indices < n et > n et utiliser la question précédente.

3. Probabilités

9| x2025 (Samuel) On étudie I'existence de C >0 tel que ¥ X, Y vaiid réelles,

P(IX—Y|<2)<CP(IX-Y|<1)

1. Montrer I'existence de C’> 0 tel que Y X, Y vaiid dans Z, P(|X—Y|<2)<C'P(X=Y).
2. En déduire le résultat souhaité.
3. Montrer que C’>3.

Solution de 9 : X 2025 (Samuel)

1. Notons p, =P(X = k) pour k€ Z.
On adlors P(X = Y)=»_pf par indépendance.
keZ
D’autre part,
P(X-Y|<2)=P(Y-2<X<Y+2)
=PX=Y-2)+PX=Y-1D)+PX=Y)+PX=Y+1)+P(X =Y +2)
=PX=Y)+2P(X=Y +1)+2P(X =Y +2)

par symétrie, avec, par indépendance,

2P(X =Y +1)= D 2ppeas < D _(PE+PE,)=2P(X = Y)

keZ keZ

et
2P(X =Y +2)= D 2pPra < D _(PE+PE,) =2P(X = V)

keZ keZ
Donc C’ =5 convient.

2. Si X et Y sont des vaiid réelles, alors | X| et | Y| sont des vaiid entiéres.

Or
IX|=]Y| = |X-Y|<1

donc P(X|=|Y)<P(X-Y|<1).
Puis, par croissance de la partie entiére,

IX—Y|<2 = Y—-2<X<Y+2 = |V]-2<|X|<[|V][+2 = ||X]-|Y]|<2

donc P(IX —Y|<2)<P(||X]—|Y]|<2).
Ainsi, la question précédente répond au probléme initial avec C =5.
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P(|x-Y|<2)

tende vers 3...
P(x=Y)

3. L'idée est de construire des variables aléatoires telles que

Choisissons des variables aléatoires suivant une loi uniforme.

Pour simplifier le numérateur, on peut supposer que les valeurs prises sont paires : 0,2,...,2n.

P(IX—Y|<2) 3n+1
P(X=Y)  n+l notoeo

Le méme exemple donne aussi C > 3.

On calcule alors 3 ce qui permet de conclure.

10| Mines-Ponts MPI 2025 avec préparation Dans &, on considére I'événement E; : « o(i)=1i ».

1. Calcule P(E;).

n
2. Onpose X; =15 et S =ZX,- la variable aléatoire du nombre de points fixes.
i=1
(a) Calculer I'espérance de S.
(b) Calculer la covariance de X; et de X; pour i # j.
(c) Calculer la variance de S.

11| Mines-Ponts 2022 (Théo) sans préparation On choisit au hasard A, B € 2([1, n]). Déterminer

PP(ACc BouB CA).

Solution de 11 : Mines-Ponts 2022 (Théo) sans préparation
PP(Ac BouB c A)=2P(Ac B)—P(A=B), avec P(A=B)= 2in et
- 1 < (n 3\"
P(Ac B)=Y P(Be([1,n]))P(Ac 2 (B)|Be (1, n]) = I (k)zk = (Z) :
k=0 k=0

On peut aussi remarquer que pour chaque entier entre 1 et n, il y a exactement 3 possibilités : il est soit dans A, soit dans
B\ A, soit hors de B, ce qui donne 3" possibilités pour un couple (A, B) tel que Ac B.

12 Mines-Ponts 2023 On tire au hasard un &lément A de 2([1,n]). Calculer la probabilité que |A| soit un entier pair.

Solution de 12 : Mines-Ponts 202:3
La réponse est 1si n=0, 3 sinon : il suffit d’exhiber une bijection entre I'ensemble des parties de cardinal pair et celui des

parties de cardinal impair

AU{l} sil¢A
A\{1} sileA

13| Mines-Ponts 2023 (posé aussi a CCINP...) Soient X;,..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de

parametre p. On pose U =(X;....... X,)etM=UTU.
1. Déterminer la loi des variables aléatoires trM et rgM.
2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.

14| ENS MP L2024 soit (E,{-,-)) un espace euclidien. Soient v,,..., v, € E tels que, pour tout i €1, n], ||v;]| < 1.

Soient ay,...,a, €[-1,1] et w= "> a;v;. Montrer qu'il existe ,,...,#, € {~1,1} fels que v => v, satisfait [|v— w| < V7.
i=1 i=1

Indication : non, non, cet exercice est bien au bon endroit.

Solution de 14 : ENS MP L 2024

. f R a;+1 <
On pose X,,..., X, des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans {—1,1} avec P(X;=1)= ——, et V :in v;.
i=1

2

n n
2 2
On caleule B(IV—wl|?)=> (1-?)lyl* <> (1-a?) < n.
i=1 i=1
La variable aléatoire ||V —w|* ne peut prendre uniguement des valeurs > n, sans quoi son espérance serait > n. D'ou le
résultat.
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] 5 X 2024 Une grille {1,2,3} x[1,n] modélise un tuyau vertical. On dépose & I'instant ¢ =0 une goutte d’eau au point (2, n).

N 1

A chaque instant, si elle se frouve au milieu (ie en un point (2, k)). la goutte descend d’un niveau avec probabilité 3 ou se
1

déplace & droite (respectivement & gauche) avec probabilité 7 Si elle se frouve sur un bord, elle descend avec probabilité

1 1

3 ou va au milieu avec probabilité X

1. Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau & I'instant .
2. Calculer I'espérance du temps d’attente pour que I'eau sorte du fuyau.

Solution de 15 : X 2024

1. On remargque que dans tous les cas, la goutte descend avec probabilité %

Soit D; la variable aléatoire de Bernoulli de parametre 3 permettant de savoir si, & I'étape i, la goutte est descendue.

13
Alors I'ordonnée de la goutte & I'instant ¢ est X = n—ZDi.
i=1
L'événement A, «La goutte sort & I'instant ¢ > n » est donc I'événement

t —1 t—1
A, = (ZDi :n,ZI:Di = n—l):(D, = I,ZED,» :n—l).
i= i= i=

) 3 R ) ) X 1 r—1 1
Comme les D, sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre 3 ZD" ~RB (t—l, 5).
i=1

Avec I'indépendance des D; et le lemme des coalitions, on obtient

t—1 1 —1 1 —1)1
P(A,)=P(D, =1)1P(2Di=”—1): 2 X(’Z_erfl - (?—1)5

i=1

(qui est nul si t < n, donc I'expression reste valable dans tous les cas.)

t
2. Notons Y = min{t > n, tel quez D;=n{ la varioble aléatoire du temps d’attente de la sorfie de la goutte dont on
i=1

veut calculer I'espérance. Sa fonction génératrice est

615115 =y e et

En dérivant n—1 fois la série géométrique (de rayon de convergence 1), on obtient

(n—10 & S y
(1—x) Zk;;k(k—l).-.(k—n+2)xk 1:;(k—l)(k—Z)'“(k—n-‘rl)xk

D’ou on tire

dérivable en 1, donc | E(Y)=Gy(1)=2n.

16| ENS PLSR 2024

Soient (X,,),z Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {—1,1}.
Si N est une variable aléatoire & valeurs dans Z, on Pose Xy, (@) = Xnwyra(w).

1
1. Existe-t-il N tel que P(Xy =1)=1 ef, pour tout ne IN*, P (Xy,,=1)= 3 ?

2. Existe-til N fel que P(Xy =1)=1 et, pour fout n e Z*, P(Xy,, =1)= % ?

Solution de 16 : ENS PLSR 2024
Source : RMS
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1. Un temps d’arrét géométrique convient : on pose N =min{k > 1, X; = 1}, en décidant que N =0 dans le cas (de probo-
bilité nulle) ou I'ensemble est vide. Alors, pour tout k et n >0, I’événement

{Xisn =1} estindépendant de {N =k} ={X;=---=X;_, =—1, X, =1}

Et donc
P (Xy.» :1):ZIP(X,C+,, =1, N=k)

k>1

= P(Xpu=1DP ZIPN k)=

k>1
2. Laréponse est positive. Notons (M,,) la marche aléatoire telle que M, = X, et M,, = X,, + M,,_, pour fout n € Z.
Soit T =min{n € N*, M,, =0}.
Il est classique que T < oo presque sdrement.
Sur I'intervalle [1; T —1], M,, reste strictement d'un cété de I'origine. Soit Y, = X;_,.
Montrons que c’est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme.
Pour tout r e IN*, notons E, I'ensemble des (ay,...,a,) € {—1,1}'*! fels que

t=min{s>1, ay+---+a; =0}

Pour fout I c Z fini, notons I, = IN[0; t] et I = I\I,. Pour foute fonction ¢: I — {-1,1},on a

IP(ﬂ(Xizsi))zz 1 N (ag,...,a) € E,, Viel, a; =g}

iel relN* 2|I;|

Comme (ay,...,a;)— (a;,...,a,) est une bijection de E, sur lui-méme, on en déduit que

(ﬂ(x s)) Z i 2 (ag,...,a,) € E, Yieo, (I,) a;=¢,}|

iel telN*

ou o, est la fonction i — r—i. Le membre de droite est égal & IP(ﬂ(Yl ,)), par conséguent on a bien

iel
P(H(Yi = sl-)) =27
iel

Posons maintenant N =T si X, =—1 (ce qui est équivalent & ¥;=1) et N=0si X,=1. Pour fout n € Z*, on a Xy, =X, si
Xo=1let Xy, =Y,s1¥%=1.0na

1 1 1
PXy,,=1)=P(X,=1,X,=1)+P(Y,=1,Y ,=1)=~+-=—
4 4 2
car X, et X,, (resp. Y, et Y, ) sont indépendantes.
4. Algeébre bilinéaire
17 | Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) sans préparation
Soit p e N* et (x, 1),...,(x,, ¥,) € R2
V4
Déterminer une droite cartésienne D : y =ax + b telle que la somme S(a, b)= —ax;—b)* soit minimale.
i=1

1

Solution de 17 : Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) sans préparation

+* Je fais un dessin. On est dans quel chapitre ?
* Optimisation, donc je vais calculer le gradient, puis...
* Mise en équation et discussion sur le déterminant associé au systeme. Fin de I'épreuve.

18| centrale Maths 1 MPI 2025 (Samuel)

Soit n e IN*.
1. (a) Que signifie A€ #}*(R)? Montrer que cela équivaut & SpAc R,
(o) Soit E un espace euclidien et 3 =(ey,...,e,) une base de E. Montrer que A< & (R) si et seulement s'il existe ¢ un
produit scalaire tel que A=(gp(e,e)),; o,
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2. Soit A € #(R). Montrer qu’il existe une matrice T triangulaire supérieure dont les valeurs propres sont strictement
positives telle que

A=T'T
puis monftrer I'unicité.
3. En déduire I'inégalité de Hadamard : si C,..., C, désignent les colonnes de M € .4, (RR),

n
ldet(M)l <[ JiGill,
i=1

avec égalité si et seulement si la famille (C,, ..., C,) est orthogonale.

Solution de 18 : Centrale Maths 1 MPI 2025 (Samuel)
Idées de Samuel - Propositions de I’examinateur

l.a ok

1.b («=) Calcul de (X,AY). [...] (X,AY)= (Zx e,,z vie )«C'esf la bonne expression »

Comme ¢ est bien un produit scalaire, ok.
(=) Je n'qipas utilisé la 1.a donc peut-étre que je vais en avoir besoin...
« Non, on va imaginer le produit scalaire puis on vérifiera que c’en est un. »

n n
Six,yeE, x= Z Xie.,y= Zyjej, X, Y les vecteurs colonnes associés.
i=1 j=1

¢(x,y)=XTAY définit bien un produit scalaire car A€ . (R).
2. Pas d’idée, racine carrée ? « Racine carree ? »
Je déroule pour avoir A= RTR mais R € 7,/ (R).
Fin de I"'épreuve & ce stade.

19| centrale
Soient (E, {-,-)) un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique défini positif de (E, (-,-)). On pose
(x, ). =(u"'(x),y) pourfous x,y € E.

1. Montrer que (,,-),, est un produit scalaire.
Soit v un endomorphisme autoadjoint de (E, (-, -)).
2. Montrer que uo v est diagonalisable.

Si w est un endomorphisme diagonalisable de E, on note A, (w) (resp. A (w)) sa plus petite (resp. grande) valeur propre.

3. Montrer que I'image de E\{0} par
(v(x), x
(u=1(x), x)
n’est autre que le segment d’extrémités A, (uo v) et A (1o v).
4. Montrer que

Amin(u)xmin(v) < 2'min(u o U) < Amax(u o U) < Amax(l't)xmax(y)

Solution de 19 : Centrale
Source : dDmaths

1. ue s (E)donc ut € #(E) et par suite (), est un produit scalaire sur E.
2. Ona
(x, u(u(y Dy =(u™" x, u(w(y) = (x, v(y)) = (v(x), y) = (w(v(x)), ).

L'endomorphisme u o v est autoadjoint dans (E, (,,-),,) donc diagonalisable.

3. Ona
(v(x),x)  (u(v(x)), x),

(u(x), ) xlg

En infroduisant une base orthonormée % = (e, ..., e,) de (E, {-,-),) formée de vecteurs propres de uo v, on peut écrire
pour x = x,e, 4+ x,e,,
(uov(x),x), Mxi+-+2A,x}
lxllz  xf4e+x2
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ennotfant A,,..., 4, les valeurs propres de uov. Il est clair que cette quantité est comprise entre A, (1o v) et Aoy (uov).
De plus, ces deux valeurs propres sont valeurs prise par

(uow(x) x),

llx1f2,

en x vecteur propre associé. Enfin, E\ {0} est connexe par arcs et I'image d’un connexe par arcs par une application
continue est un connexe par arcs. On peut donc conclure que les valeurs prises par

L (), 0
(u1(x),%)

sur E\{0} constituent le segment
[Amin(u o U); A'max(u ° ll)]

4. 0N a (v(x), x) < Amax (W)llx|? €t {u ' (x), x) > Amin (u7")]1x]12 donc

(v(x), x) < Amal?)
(u(x), %)~ Aguin (u)

donc

et la conclusion est dés lors facile.

20 Mines-Ponts
Soient Ae S (R) et Be #F(R).
1. Montrer I'existence de C € #(R) telle que C*=A"",

2. On pose D = CBC. Montrer que
(det(1, + D))" > 1 +(det(D))"/"

3. Montrer que
(det(A+ B))Y" > (det(A)V" +(det(B))"

Solution de 20 : Mines-Ponts
Source : dDmaths

1. Par le théoreme spectral, la matrice symétrique réelle A est orthogonalement diagonalisable. De plus, étant définie
positive, ses valeurs propres sont strictement positive. On peut donc écrire
A=P'DP avec P €0,(R),D =diag(},,...,A,) et A; >0

La matrice C=PTAP avec A=diag(1/v/2,,...,1/4/A,) convient.
2. On vérifie DT=D et XTDX =(CX)"B(CX)>0 donc D € #(R). On peut alors écrire

D=Q'D'Qavec QeO0,(R), D’=diag(u,,...,u,) e w;>0

Par similitude, I'inégalité voulue revient &

n

[T0+u)"> 1] e

i=1 i=1

SiI'un des u; est nul, I'inégalité est entendue. Supposons désormais les u; fous non nuls. Pour I'obtenir I'inégalité, on
infroduit la fonction x — In(1+e*). Celle-ci est convexe car de dérivée seconde positive. Par I'inégalité de Jensen

n 1<
Ya,,...,a, e]R,ln(l—i—e%Ziﬂ‘”)S EZln(l+e“f)
i=1

En choisissant a; =1n(y;). on obtient

ln(l +ﬁu}/") < ln(ﬁ(l +ui)1/”)

i=1 i=1

puis I'inégalité voulue.
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3. Ona
(det(C))*det(A+ B)=det(CAC + CBC)= det(I,+ D)

avec
det(A)=1/(det(C))* et det(B)=det(D)/(det(C))*

La comparaison
(det(I, + D))" > 1+ (det(D))"

fournit alors I'inégalité proposée.

21| ENSL2024
Soit p>1 et A, B dans & (R).
1. Montrer que

tr(Z,—A"'B)<In (d tA)
detB
2. Soitn>1, u,...,u, dans R? et A>0. Pour 1 < m < n, on pose A Zukuk et B, =AL, +A,,.
k=1

Montrer que, pour 1< m < n, B,, est symétrique définie positive.
3. Soit A,,..., A, les valeurs propres (avec multiplicité) de A,,. Montrer que

n

Z um,B Uy, Zln(l-l— )

m=1

Solution de 21 : ENS L 2024
Source : RMS
1. L'inégalité provient du fait classique que A~ B est diagonalisable & valeurs propres strictement positives. Démontrons-le.
Puisque A est symétrique la forme ¢ : (X, Y) e (R?)* — XTAY est bilinéaire symétrique, et puisque A est définie positive
cette forme est définie positive. C’est donc un produit scalaire.
Or u: X eR? — A7'BX est autoadjoint pour ce produit scalaire car la forme bilinéaire

(X, Y)— (X, u(Y)=X"A(A"'B)Y =X"BY
est symétrique (B étant symétrique). Enfin VX € R”\{0}, (X, u(X)) = XTBX > 0 puisque B est définie positive. Ainsi le
théoréme spectral montre ainsi que u est diagonalisable & valeurs propres dans R . C’est le résultat voulu.
Notons ensuite 4,,...,4, les valeurs propres distinctes de A~ B. Comme cette matrice est diagonalisable, d'une part
p
Zlk =tr(A™'B), d"autre part
k=1
p

£ detB detB
— —1 — —
| |/1k—det(A B)—detA, donc 1n(detA)_§ In(A;)

k=1 k=1

Par concavité de In, il vient

p |4
In (de“‘) —> In(A)> Y (1—A)=p—tr(4"B)=tr(1,— A" B)

detB — —

2. Soit m €[1, n]. Alors par linéarité de la fransposition

m m
E weul)' Zuk up=Ap
oy =1

Ainsi BT =AI,+ AT =2I,+A,, = B,,, donc B,, est symétrique. Ensuite

m m
¥X € RP\{0}, XTB, X = AIXIF + > XTuul X = AIXI+ > (u, X)* >0
- \,—/ k*lw-/
>0 20
Ainsi B,, € #7(R).
3. On pose A, :=0 et By :=AI, + By = Al,. Soit m €[1, n]. On note que
(U, B, )=l B ', =tr(ul B u,)=tr(B u,ul )
= tI'(B;Zl (Am _Amfl ))

Enoutre, A,,— A, =(B,, — 2],

»)—(By.1—AlL,)=B,,— B,,_,, donc le calcul précédent donne

(up, B, ' tt,y)=tr(B,' (Byy—B,,1))=tr(l,—B,'B,,_,)
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4. VU le résultat de la question b ) (qui s’applique évidemment aussi & B, = AI, ). on déduit du résultat de a) que

5.

tr(I, — B;'B,,_,) <In(det B,,)—In(det B,,_,). Ainsi, par sommation télescopique,

> (tn, B, 1) <> (In(det B,)—In(det B,,,)) = In(det B,)—In(det B,)
m=1 m=1

Enfin, il existe une matrice P € GL,(R) telle que A, = PDiag(,,...,4,)P~", puis B, = PDiag(A+A,,...,A+21,) P! et ainsi
p

det(B,)=| |(A+A). Finalement
k=1

P P
(B, ) < ;m(ﬂak)—ln(ap) =Zln(1 ; %)

m=1

Espaces vectoriels normés

22| Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation On définit, sur R[X],

1.

N(P)=sup

nelN

1
IPllos = sup |P(r)] 1P, =J [P(r) dt
0

t€[0,1]

1
f P(t)t"dr
0

Montrer que N est une norme sur R[X].

2. Lesnormes N et ||- || sont elles équivalentes ?
3. Lesnormes N et || ||, sont elles équivalentes ?

Solution de 22 : Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation

1.

2. Non : considérer P, = X".
3. Non, considérer f : t — cos(2knt) et utiliser le théoréme de WeierstraB.

23

1.

2 1
On caleule ||fi|, = — et par PP, N(fi) < 57— -——0.

T k—+oo
Cela prouve la non équivalence de N et ||+, sur I'espace des fonctions contfinues sur [0, 1].
R . . 1 .
Par théoréme de WeierstraB, pour tout k € IN*, on a un polynéme P, tel que ||Pk—fk < % car f, est continue sur le
segment [0, 1].
2 1 1

Alors 1Pelly > || fell, = [|Pe = fell, > = = donc Il #—— 0 &t N(P) S N(Pe—fi) + N(fo) < -+
permet de conclure que les normes ne sont pas équivalentes sur R[X] non plus.

oo

1

e donc N(Pk)m 0, ce qui

Mines-Ponts 2024 Soit E = 6'([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on pose :

1
Iflleo = Slﬁﬁ]'ﬂx)l et N(f)=¢f(0)2+f fre)dre.
x€[0, 0

Montrer que N est une norme sur E.

2. Comparer lesnormes N et || ||oo-

Solution de 23 : Mines-Ponts 2024

1.

1
Norme associée au produit scalaire (f,g) :f(O)g(0)+f f(0)g'(r)de
0

2. I'lleo <2N avec f(x)zf(0)+f f'(r)dtr et Cauchy-Schwarz.
0

24

Par contre, N n’est pas dominée par ||-||,, avec f: x — sin(nmx).

Mines-Ponts 2022 (Greg) Soita,beRtelsque a<b.
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1. Montrer que N : P e R[X]— sup |P(x)| est une norme.

x€la,b]

2. Soit P,Q € R[X]. Montrer qu’il existe (F,) € R[X]N et deux normes telles que FE, converge vers P pour I'une et Q pour
I"autre.

Solution de 24 : Mines-Ponts 2022 (Greg)

1. Classique
2. On pose
f:00,3]1-R
P(x) six<1
x—4 P+ (x—1)(Q22)—Q(1)) sil<x<2
Q(x) si2<x

f est continue sur [0,1] et [2,3] et par confinuité de P et Q. f est continue en 1 et en 2.

f est donc continue sur le segment [0,3] et par théoreme de Weierstrass, on a (F,) tel que F, Y f sur[o,3].
Donc
Vx €[0,1], |F,(x)— f(x) <IIE,— flleo =0

N
et F, = P avec

N, : P — sup |P(x)|
x€(0,1]

De méme pour Q sur [2,3].

25| Mines-Ponts 2024 Soit f une forme linéaire continue non nulle sur un espace normé E. Soit x, tel que f(x,)#0.

_ (o)l
1. Montrer que mf“'_id(xo,Kerf)
|f(a)
2. Montrer que 3a € E \ {0}, |||f|||=W < 3JbeKerf, ||x,— bl = d(x,,Ker f)

Solution de 25 : Mines-Ponts 2024

1. E=Ker foKx,, donc,si x #0z, x = xx +Ax, €t, s8I A#0, |f(x)| = |f()i°)| ce qui permet de conclure facilement.
Il [+ 4 x|
- . |fo)|  |fleo=D)
2. Pour le sens réciproque, si d(xo,Kerf)=||x0—b||,olors|||f|||=”x b||= =Dl et il suffit de poser a =(x,— b).
0 0
. . |f(a)] |F(x0)] | f(x0)]
Pour le sens direct, si = , et d(x,,Ker f)= = all.
A1 il (xo, Ker f) TGl i) llall

Or Ker f et Vect x, sont supplémentaires, donc on peut écrire a = ayx + Ax, avec agx €Ker f et A€ K, donc f(a)=Af(x,).

1
Donc d(xy,Ker f)= llax +Ax,ll = ||xo— b|| Qvec b =—Ea,< eKerf.

26| Mines-Ponts 2024

1. Montrer que 9.¢,(R) est dense dans . ,(R).
2. Existe-t-ilune norme N sur .4, (IR) telle que pour tout couple (4, B) de matrices semblables de .#,(IR), on ait N(AB)= N(BA)?

Solution de 26 : Mines-Ponts 2024

1. Classique

2. Si A estinversible, AB et BA sont semblables.
On en déduit que N (AB?A)= N (BA?B).
Par densité et continuité de la norme, c’est encore vrai pour A quelcongue.
On obtient une contradiction avec A% =0, et AB>A#0,.

) 0 1 1 0 . . . . .
Il suffit de prendre A= (0 o) etB=I+AT= (1 1) en dimension 2 et de compléter avec des 0 en dimension quelconque.
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27 | Mines-Ponts 2024

Déterminer les sous-groupes compacts de (C*, x).

Solution de 27 : Mines-Ponts 2024

Un fel sous groupe ne contient pas de z de module > 1 car borné ni de z de module < 1 car fermé et ne contient pas 0.
Il s"agit donc d’un sous-groupe de (U, x).
Or, I'exponentielle imaginaire pure est un morphisme continu

| B+ — (U,x)
f' x — eix

Donc, si K est un tel sous-groupe, f1(K) est soit dense dans (IR, +). soit discret (& savoir redémontrer).
= Dans le premier cas, comme f~}(K) est fermé, on en déduit que f~(K)=1R, et donc que K =T.
= Dans le deuxieme cas, on a a e R* tel que f1(K)=aZ.
Alors K = (ei“). Ce groupe est fini si et seulement s'il existe k € Z tel que e** =1 si et seulement si a € 21Q.
» Dans ce cas, classiqguement, K=U, oun=|K|carVzeK, z"=1et|K|=|U,|

* Supposons maintenant que a ¢ 27Q. On a alors f~Y(K)=aZ+2nZ # aZ.
En effet, sinon, on aurait un entier p, nécessairement différent de 1, tel que a+2r=ap, donc

21

a= T e2nqQ,

ce qui est contradictoire.
Ce cas ne se présente donc pas.

La synthése était immédiate, | les sous-groupes compacts de (C*, x) donc les U,, et U.

28 | x 2024

1. Soit E un espace vectoriel normé. Que dire d’une partie A de E & la fois ouverte et fermée ?

2. Trouver une partie A de R telle que A, A, 74, A, Asoient foutes distinctes.

Solution de 28 : X 2024

1. On montre que 1, est continue car si x € A ouvert, au voisinage de x, 1, est nulle, et si x € A ouvert, au voisinage de
x, 1, est constante 1.

Donc 1 4(E) est connexe par arcs, donc 1, est constante sur E donc | A€ {@,E} : E est connexe.

2. A=]0,1[u(Qn]1,2[) convient.

6. Algébre linéaire, Réduction

29 | Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) avec préparation

Soit E un C-espace vectoriel, p eIN* et f,,..., f, des formes linéaires sur E.
Montrer I'équivalence entre les assertions suivantes :

M (fis..., f,) est libre.

(2) L'application ¢ : i : g(x),...,fp(x)) est surjective.
fila)..... filx,)
(3) ll existe x,,...,x, dans E tels que | : | #0.

Solution de 29 : Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) avec préparation
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* Je présente ce que j'ai fait. Bien, essayons (3) = (1).

* J'essaye directement... Y a--il d’autfres moyen de monftrer une implication ?

+ Oui, par contraposée... (3) = (1) : ok

* (2) = (1), maintenant. Euh,... (2) = (3) = (1). C’est vrai, mais regardons les autres implications quand méme.
* (2) = (1) par contraposée : ok

* (1) = (3) par confraposée. Petites valeurs de p ?

o p=1:0Kk
fi

o p=2: 7 constante donc f; et f, liées. OK, passons au deuxieme exercice.
2

30| Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) sans préparation

1. Soient a, b, c € Z premiers entre eux dans leur ensemble.

a b ¢
Montrerque A=|2c a b | estinversible.
2b 2c a

2. Soit a=+2 et  =(1,a,a?). Montrer que F est Q-libre.
Solution de 30 : Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) sans préparation

1. Je songeais au rang. Caractérisation de la non inversibilité 7 — det A=0.
Je voulais calculer bien le déterminant mais il a dit calcul direct (ie Sarrus WTF 1)
On obtient a®+2b3+4c®—6abc =0. Que déduire de a® ? a®* € 27 donc a aussi, de méme pour b et ¢, contradiction.
2. Je songeais & un systéme AX = (0) avec X :( 312)
Comment se ramener aux hypotheses de la question 17 — Multiplier les fonctions par leurs quotients et diviser par
anNbAc.
N'oubliez pas que a = /2. Je multiplie I'équation par a — 2¢ ligne de AX Il =0
Puis 3¢ en multipliant =0.
Pas eu le temps de finir mais presque.

31 centrale Maths 1 MPI 2025 (Alexis)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 1 muni d’une base % =(e,,...,e,). On note &,, le groupe des permutations
de [1, n].
1. Soit G un groupe fini. Que dire de I'ordre de ses éléments? Le démontrer dans le cas commutatif.
2. Pour o €6, on définit I'application linéaire f, par Vie[1,nl, f,(e;)= e
(a) Montrer que o €6, — f, € GL(E) est un morphisme de groupes.
(b) Etudier la diagonalisabilité de f,, déterminer son spectre et ses vecteurs propres.

3. Ondit qu’un sous-espace de E est stable par permutation lorsque tous les f;, le stabilisent. Déterminer les sous-espaces
stables par permutation.

Solution de 31 : Centrale Maths 1 MPI 2025 (Alexis)
Idées d’Alexis — Propositions de I’'examinateur

1. J'ai dit que pour x € G fini, x!°! = e, donc I'ordre de x divise |G|.
Pour le démontrer, j’ai oublié Iégerement.
« Considérez P = 1_[ g.”

8€G
Soit x € G. « Que dire de g — xg ? » Bijective. Alors

P=l_[g=l_[xg=x‘G‘P
geG geG

car G groupe commutatif. Or P € G donc P est inversible, donc x!¢l=e.
6, — GUE)

—

2.0 Onpose ¢ :
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Bonne définition Soit o € &,,. Montrons que f, est inversible d’inverse f,- (o est bijective). En effet,
Viell,nl, (foofo1)e)=fs (erl(i]) = eyg-1()) = €; = 1dg(e;).

De méme dans I'autre sens, et comme f,, f,-1 sont linéaires, f, € GL(E).
Morphisme (&,,,0) ef (GL(E), o) sont bien des groupes. Soient o,0’ € G,,. Pour tout i €[1, n],

ploo U,)(ei) = fooor(€1)= €o(o(i) = fa’(ezr’[i)) =(fo o for)e)

Par linéarité, f,oe = fy0 for.
3. Soit o €6,,. «Utiliser la question 17 »
|6, |=n!<+oco.
Soit d I'ordre de o. Alors o? =idy ).
Donc id; = ¢(id) = p(c?) = f2.
Donc f4 =id,. « Diagonalisabilité de f, ?»

d-1 )
Le polynéme X9 —1= l_[(X— e%) est scindé & racines simples et annule f,.
k=0

Ainsi, f,, est diagonalisable et Sp(f,)c U,.

« Décomposez o en cycles & supports disjoints. »

o=c ¢, avec ¢ =(ag,,....arp, )

« Chaque sous-espace F, =Vect(eak’l,..., e“w-) est stable par f,.
L'épreuve va se terminer.

Forme de la matrice diagonale ? »

Je ne sais pas (temps de réflexion trop court.)

32| Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation
Soit K une R algebre integre associative de dimension finie et a e K\ {0k}
1. Montrer que f: ]i{ — K est un isomorphisme.

— ax
2. Si a ¢ R, montrer que (1, a) est libre.

3. Montrer que a admet un unique polyndme annulateur non nul unitaire de degré minimal, puis qu’il est est irréductible
et de degré 2.

33| Mines-Ponts 2022 (Théo) avec préparation

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit f,ge L(E)telsque fog—gof=f.
1. Montrer que f est nilpotente.

2. On suppose f"1#£0.
LU (0)

Montrer gu’il existe une base e de E telle que Mat,(f)=
(0) o

Solution de 33 : Mines-Ponts 2022 (Théo) avec préparation

1
1. On montre par récurrence que pour tout ke N, fr= E(fkog—gof") puis valeurs propres de g : u— uog—gou.

34| Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie de dimension n et # = (f,-)mgp une famille de formes linéaires.
Montrer que Z est libre si et seulement si

Ve A)eKP, 3x€E, (f(xo).o f(%0) = (A1, A).
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Solution de 34 : Mines-Ponts 2021 (Maximilien)
— Rr
— (A, [(2)
représentent chacune des f;.

Alors u est surjective. si et seulement si ces lignes sont libres si et seulement si rgu = p si et seulement si u est surjective.

L'application u: est représentée matriciellement par une matrice de format p x n dont les lignes

35| Mines-Ponts 2024

001 0........ 0 1
0 1. 0....... 0 L
'. ~- .' 1 ... 0
0 SRR :
Soit =] : oleta== L
. .. 2 0
0 ._.1
1 0....... 00 0. ovenn. 0 1
1 0........ 0 1

1. Montrer que J est diagonalisable dans .#,,(C) et préciser ses €léments propres.
2. Déterminer les éléments propres de A.

Solution de 35 : Mines-Ponts 2024

1. Matrice circulante, cas particulier de matrice compagne ultra classique : y; =X"—1.SiweU,, E,(J)= Vect

J+JT

2. A= est (ortho-)diagonalisable dans .#,,(R) car symétrique réelle.

n—1

Mais pour la diagonaliser, il vaut mieux remarquer que A =
sables.
2ikm 2ik(n—1)n 2ikm 2i
n

Les valeurs propres sontlese™ +e~ nm =e +e " =2cos 2"7“ (qui est bien réel) pour k €0, n—1], et les sous-espaces
propres sont les mémes que pour J.

car J et J*~1 commutent donc sont codiagonali-
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36| Mines-Ponts 2017

Soit neIN\{0,1} et A, B dans .#,(C).
On suppose que le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples.

1. Montrer que si A= B2, alors B est diagonalisable.
2. Montrer que si AB = BA, alors il existe un unique P € R,_,[X] tel que B = P(A).

Solution de 36 : Mines-Ponts 2017

1. xa(X?) est un polyndéme annulateur simplement scindé de B.

2. On a diagonadlise A=QDQ™! et on pose B’=Q'BQ.
Alors DB’ = B’D et comme les coefficients de D sont deux & deux distincts, B’ est diagonale.
Or B=P(A) si et seulement si B’=P(D). On conclut par interpolation de Lagrange.

n

37 | Centrale 2024 Soit Ae M, (C). On note y, = ZaiX’H' et 44,..., 4, les valeurs propres de A.

i=0

/7

1. Donner et démontrer la décomposition en €léments simples de 7

24(x)
xa(x)

En déduire que V x e C\Sp A4, =tr((xI,—A)").

j n
2. Pour tous j€[0,n] et x € C, on pose B; :ZaiAH puis Q(x):Zx”*fBj,l.
i=0 Jj=1

Montrer que Q(x)(x1I,—A)= y.(x)I, et trQ(x)= y/(x).

n J
3. Pour tout k €[0,n—1], on pose S, :Z)Lj?. Montrer que V j €[0,n—1], Z“"Sf—i =(n—ja;.
j=1

i=0
Solution de 37 : Centrale 2024

Soit Ae .#,(C). On note y, = Zaix"*i et A4,..., A, les valeurs propres de A.

i=0
1. Pas de difficulté en frigonalisant x 1, — A.
2. Remplacer dans le membre de gauche et faire apparaitre un télescopage apres inversion des .
3. Trigonaliser et utiliser la question précédente.

38| ENs Saclay - Rennes 2024 - Autour du Pfaffien
Pour foute A€ .¢/,(R), on pose PfA=a, a3 4—a,30,,+ Gy 40, 3.

1. Montrer que pour toute A €., (R), (PfA)* = detA.
2. On admet que 9.£7(R) (matrices de déterminant > 0) est connexe par arcs.
Montrer que pour toute A €.¢/,(R) et toute B e #,(R),

Pf(BABT)=det B PfA.

Indication : Pour le cas det B < 0, considérer la matrice D = diag(—1,1,1,1).
3. Soit Re #0,(R). On pose A=R—RT. Montrer I’équivalence entre
() R n'apas de valeur propre réelle;
(i) PFA#0;
(i) A estinversible.
4. Soit Ry, R, € ¥ 0,(R), A, =R] —R, et A,=R] —R,. On suppose que yx = xz, f PIA, =PfA, #0.
Montrer gu’il existe P € ¥ 0,(R) telle que R, = PR, PT.

Solution de 38 : ENS Saclay - Rennes 2024 - Autour du Pfaffien

Source : RMS 2024 37
1. Raisonner par blocs 2 x 2 et séparer les cas a,; , nul ou non.
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2. Séparer les cas ou A et B sont foutes les deux inversibles ou non.
Montrer que ¢ : B — Pf(BABT)(det BPfA)™" est constante sur Y21 (R) puis sur DY.21(R) et enfin sur 4.¢,(R) en utilisant le
théoreme des valeurs intfermédiaires.

3. L'équivalence entre les conditions (i) et (iii) découle immédiatement de la question 1.
Ensuite
A=R—R"=R-R'=(R*-I,)R'=(R—1I,)(R+I,)R"
donc det(A)=det(R—1I,)det(R + I,,).
Ainsi A est non inversible si et seulement si R posséde une valeur propre dans {1,—1}.
D’apres le cours, puisque R est orthogonale ses seules valeurs propres réelles possibles sont 1 et -1 .
Ainsi, non (i) est équivalente & non (iii), si bien que (i) est équivalente & (iii).
On conclut que les conditions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes.
4, Utiliser le théoreme de réduction des isométries.

39 | ENS Lyon 2024

Déterminer les matrices M de ., (R) telles que M est semblable & 2M.

Solution de 39 : ENS Lyon 2024
Source : RMS 2024 49
Montrons que ce sont exactement les matrices nilpotentes.

= Soit M e .#,(R) telle que M soit semblable & 2M.

Si A € C est une valeur propre de M, alors 2A est valeur propre de M puis, par récurrence, 252 est valeur propre de
M pour tout k € IN. Si A était non nul, M aurait une infinité de valeurs propres ce qui est confradictoire. Donc A =0 et,
d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, M est nilpotente.

= Soit M e .,(R) nilpotente. On munit .#,(R) de sa structure euclidienne canonique.

» Montrons d’abord qu’il existe Ae .#,(R) telle que M =AM —MA.

Pour tout Ae .#,(IR), soit T, I'application linéaire définie par T, : X — AX — X A. On veut donc montrer que M €Im T,,.
L'adjointe de T, est donnée par I'égalité T;(X)=ATX —XA”. En effet,

(X, TW(Y)=tr XTAY —tr XTYA=tr XTAY —tr AXTY
—tr(XTA—AX")Y =tr(A"X —xA"T) v =(ATX —xA",Y)

Comme Im Ty, = (Ker T3 ), montrons donc que M & (Ker T;: ). Si X € Ker T, alors X commute avec M7, et donc M7 X
est une matrice nilpotente (car M T I'est). Par suite, trM” X = 0. Cela permet de conclure.

+ Soit A telle que M =AM —MA, ce qui entraine que, pour tout a,aM = aAM —aM A puis que
aAM =M (al, +aA).
On en déduit par récurrence que, pour tout k€N,
(@AM =M (aA+al,)*

puis, pour tout polyndme P, que
P(aA)IM =MP (aA+al,).

En appliquant ceci aux sommes partielles de I'exponentielle et en passant a la limite, on obtient que
e™M=e"Me™
En prenant a=1n2, on obtient la matrice inversible Q = e telle que QM Q' =2M.

Remarqgue : une solution alternative consiste & utiliser la décomposition de Jordan (hors programme... Voir X-ENS Maths
A 20251)

7. Intégration

40 Mines-Ponts 2025

cos? x

Arcsin(v7) dt+J Arccos(v/7) dt.

0

sin? x

Expliciter la fonction F: x Hf
0
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41 Mines-Ponts 2025

1

Calculer f (—1)* dx.
0

42| centrale 2022 (Greg)

1. Soita,peR et

I_ +00 dx
- L xe(1+xP)

A quelles conditions sur a et g I'intégrale converge-t-elle ?

2. On pose pour n € IN*

2 " dx
8l | e (T4 AxP)
(g.) converge-t-elle uniformément ? Répondre selon les valeurs de « et B.

3. On suppose que g, 5, g. Donner un développement asymptotique de g(A) lorsque A — 0*.

43 | Mines-Ponts 2021 (Patrick)

1
Soit f: x—»f t'*dr.

0
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est de classe €.
3. Déterminer I'allure du graphe de f.

44| Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

0 sit=0

it fit—
Soit f:1 tzsin(%) si £ €]0,1]

1. Lintégrale de f’ converge-t-elle sur 10,1]?
2. f’ est-elle intégrable sur 0,1]7?
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8. Equations différentielles et calcul différentiel

A5 ENS MPI 2025 (Samuel) Pour u>0, on pose (E,) : y"—u(1—y?)y' +y =0.

1. Résoudre (E).

2. On suppose u>0, et on pose
@) =1+pw+ o (1)

x(7, p) = %o(T) + pxy(7) + £(7, )

ou x, et x; sont des fonctions bornées et de classe € de R* dans R.

On suppose que ¢ est deux fois dérivable par rapport & sa premiere variable t, et qu’il existe une fonction C : R* —» R*
de 2g
— —— | sont majorées par C(t)u?.
P 372 j par C(t)u

On cherche une solution de la forme ¢ — x(w(u)t, ) de (E,). Que peut-on alors dire de x,, x; et w; ?

croissante telle que pour tout (7,u)e R* xR, ||, et

Solution de 45 : ENS MPI 2025 (Samuel)

Idées de Samuel - Propositions de I'examinateur

1. Ok

2. [Calculs...]
DL : on va négliger certains termes
[Calculs] je frouve la forme de x,.
[Calculs...]
Xy, on connait, Terme en u ?7?
[Calculs...]
EDL, sur x;.
Plus beaucoup de temps : stratégie ?7?

46| Mines-Ponts 2021 (Maximilien)
Soit AeC et (E) y”—2xy’ +Ay=0.
1. Montrer gque les solutions de (E) sont toutes développables en série entiere.
2. Soit f solution de (E) telle que f(x)=x_9°°(xk) avec k e IN*,
(a) Montrer que A€ R*.
On pourra utiliser A=A f - FOf()e ™ dt.

(b) Montrer que f est polyngmiale.

47 Mines-Ponts 2025

Soit f € ¢°(R, R) intégrable sur R. Montrer que I'équation différentielle y’—y + f =0 posséde une unique solution bornée.

48 | Mines-Ponts 2025

Soit Ae #,,(R) telle que A%+ L, =0. Déterminer les solutions de : X’ = AX.

49 Mines-Ponts 2025

On considére I'application f: P e #,(R)— PTP € Z,(R).
1. Montrer que, si M € GL,(R), la différentielle de f en M est surjective.
2. On pose g = fis,m)- Si M € GL,(R)n %, (R). la différentielle de g en M est-elle surjective ?

50| Mines-Ponts 2025

Soit f définie sur R? par: V(x,y)eR?, f(x,y)=x2—xy?
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Soit D une droite passant par (0,0). Montrer que la restriction de f & D admet un minimum local en (0,0).
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3. La fonction f possede-t-elle un extremum local en (0,0)?

Centrale 2022 (Aure)
Soit f une fonction de classe %! sur [1,+oo[ ne s’annulant pas telle que f’(x)—?.: a>0.
Soit u une fonction bornée de classe 62 sur [1,+o00] telle que u est solution de

A f/ ’ 1
y'==y'-4y=0
f f?

’ 1 1
1. Soit h= % Montrer que h'(x)= O (—3) En déduire que u/(x)= Qm(;).

x—4oo\ x

2. Montrer que u’ — ¢ €R.
3. En déduire que £ =0.

Solution de 51 : Centrale 2022 (Aure)

Intégration des relations de comparaison.
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