
MPI* – Lycée Leconte de Lisle 2025 – 2026
PRÉPARATION AUX ORAUX

1. Suites et séries numériques

1 ENS MPI 2025 (Alexis)

1. Soit f : R → R de classe C 1 et ∀ n ¾ 1, Sn =
1

n

n−1∑
k=0

f
�

k

n

�
. Quelle est la limite de (Sn )n ?

Majoration de la différence? Le démontrer.
2. Soit f :R→R de classe C 2, 1-périodique.

Montrer qu’il existe C ∈R tel que ∀n ∈N∗,
�����Sn −
∫ 1

0

f

�����¶ C

n 2
.

3. Soit f :R→R de classe C 3, 1-périodique.

Montrer qu’il existe C ∈R tel que ∀n ∈N∗,
�����Sn −
∫ 1

0

f

�����¶ C

n 3
.

4. Que dire si f :R→R est de classe C∞ et 1-périodique?

2 Mines-Ponts 2024
Soit (un ) une suite de réels non nuls et λ ∈R. On suppose que

un+1

un
= 1− λ

n
+O
�

1

n 2

�
.

Étudier la nature de
∑

un .

3 Mines-Ponts 2024
1. Soit f : [1,+∞[→R de classe C 1. Montrer que pour tout n ¾ 1,����� f (n )−

∫ n+1

n

f (t )d t

�����¶ 1

2
max

t ∈[n ,n+1]

�� f ′(t )�� .
2. Quelle est la nature de la série

∑ sin(ln n )
n

?

4 Mines-Ponts 2023

On pose un =
n∑

k=1

1

k

�
1− 1

n

�k
pour tout n ¾ 1.

1. Montrer que la suite (un )n¾1 est divergente.
2. Donner un équivalent de un quand n→+∞.
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2. Suites et séries de fonctions

5 Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) avec préparation
On considère la suite définie par b0 = 1 et

∀n ∈N∗, bn =
n∑

k=1

bn−k

k !

1. Montrer que ∀n ∈N, bn ¶
1

lnn 2
.

2. Montrer que R =R
�∑

bn x n
�
> 0.

Puis montrer que ∀ x ∈]−R , R [,
+∞∑
n=0

bn x n =
1

2−ex
.

En déduire R .

3. Montrer que ∀n ∈N, bn =
1

n !

+∞∑
k=0

k n

2k+1
.

6 Mines-Ponts 2024

Soit f : x 7→
+∞∑
n=0

sin (2n x )
2n

.

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

7 Mines-Ponts On pose

S (x ) =
+∞∑
n=0

x n

1+ x n
.

1. Étudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité de S .
2. Donner un équivalent de S en 0 et en 1−.

8 X–ENS

1. Quelle est la limite simple de ( fn ) où fn : z ∈C 7→
�

1+
z

n

�n
?

2. Soit n ∈N∗ et k ∈ ¹1, nº. Montrer que

1− n (n −1) · · · (n −k +1)
n k

¶
k−1∑
j=0

j

n

3. En déduire que ( fn ) converge uniformément sur tout compact de C.
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3. Probabilités

9 X 2025 (Samuel) On étudie l’existence de C > 0 tel que ∀X , Y vaiid réelles,

P
� |X − Y |¶ 2
�
¶C P
� |X − Y |¶ 1
�

1. Montrer l’existence de C ′ > 0 tel que ∀X , Y vaiid dans Z, P
� |X − Y |¶ 2
�
¶C ′P(X = Y ).

2. En déduire le résultat souhaité.
3. Montrer que C ′ ¾ 3.

10 Mines-Ponts MPI 2025 avec préparation Dans Sn , on considère l’événement
Ei : « σ(i ) = i ».

1. Calcule P(Ei ).

2. On pose X i = 1Ei
et S =

n∑
i=1

X i la variable aléatoire du nombre de points fixes.

(a) Calculer l’espérance de S .
(b) Calculer la covariance de X i et de X j pour i 6= j .
(c) Calculer la variance de S .

11 Mines-Ponts 2022 (Théo) sans préparation Onchoisit au hasard A, B ∈P (¹1, nº).
Déterminer

P(A ⊂ B ou B ⊂ A).

12 Mines-Ponts 2023 On tire au hasard un élément A de P (¹1, nº). Calculer la proba-
bilité que |A| soit un entier pair.

13 Mines-Ponts 2023 (posé aussi à CCINP...) Soient X1, . . . , Xn des variables aléa-
toires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramètre p . On pose U =

�
X1 Xn

�
et M =U ᵀU .

1. Déterminer la loi des variables aléatoires tr M et rgM .
2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.

14 ENS MP L 2024 Soit (E , 〈·, ·〉) un espace euclidien. Soient v1, . . . , vn ∈ E tels que, pour
tout i ∈ ¹1, nº, ‖vi‖¶ 1.

Soient α1, . . . ,αn ∈ [−1,1]et w =
n∑

i=1

αi vi . Montrer qu’il existe ϵ1, . . . ,ϵn ∈ {−1, 1} tels que v =
n∑

i=1

ϵi vi

satisfait ‖v −w ‖¶pn .
Indication : non, non, cet exercice est bien au bon endroit.
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15 X 2024 Une grille {1, 2, 3} × ¹1, nº modélise un tuyau vertical. On dépose à l’instant
t = 0 une goutte d’eau au point (2, n ). À chaque instant, si elle se trouve au milieu (ie en
un point (2, k )), la goutte descend d’un niveau avec probabilité 1

2
ou se déplace à droite

(respectivement à gauche) avec probabilité 1

4
. Si elle se trouve sur un bord, elle descend

avec probabilité 1

2
ou va au milieu avec probabilité 1

2
.

1. Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau à l’instant t .
2. Calculer l’espérance du temps d’attente pour que l’eau sorte du tuyau.

16 ENS PLSR 2024
Soient (Xn )n∈Z une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur

{−1, 1}.
Si N est une variable aléatoire à valeurs dans Z, on pose XN+n (ω) = XN (ω)+n (ω).

1. Existe-t-il N tel que P (XN = 1) = 1 et, pour tout n ∈N∗, P (XN+n = 1) =
1

2
?

2. Existe-t-il N tel que P (XN = 1) = 1 et, pour tout n ∈Z∗, P (XN+n = 1) =
1

2
?

4. Algèbre bilinéaire

17 Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) sans préparation
Soit p ∈N∗ et (x1, y1), . . . , (xp , yp ) ∈R2.

Déterminer une droite cartésienne D : y = a x+b telle que la somme S (a , b ) =
p∑

i=1

(yi−a xi−b )2

soit minimale.

18 Centrale Maths 1 MPI 2025 (Samuel)
Soit n ∈N∗.
1. (a) Que signifie A ∈S ++n (R)? Montrer que cela équivaut à Sp A ⊂R∗+.

(b) Soit E un espace euclidien etB = (e1, . . . , en ) une base de E . Montrer que A ∈S ++n (R)
si et seulement s’il existe φ un produit scalaire tel que A =

�
φ(ei , e j )
�

1¶i , j¶n
.

2. Soit A ∈S ++n (R). Montrer qu’il existe unematrice T triangulaire supérieure dont les valeurs
propres sont strictement positives telle que

A = T ᵀT

puis montrer l’unicité.
3. En déduire l’inégalité de Hadamard : si C1, . . . , Cn désignent les colonnes de M ∈Mn (R),

|det(M )|¶
n∏

i=1

‖Ci‖2
avec égalité si et seulement si la famille (C1, . . . , Cn ) est orthogonale.
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19 Centrale
Soient (E , 〈·, ·〉) un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique défini positif de

(E , 〈·, ·〉). On pose
〈x , y 〉u = 
u−1(x ), y

�
pour tous x , y ∈ E .

1. Montrer que 〈·, ·〉u est un produit scalaire.
Soit v un endomorphisme autoadjoint de (E , 〈·, ·〉).
2. Montrer que u ◦ v est diagonalisable.

Si w est un endomorphisme diagonalisable de E , on note λmin(w ) (resp. λmax(w ) ) sa plus petite
(resp. grande) valeur propre.

3. Montrer que l’image de E \{0} par

x 7→ 〈v (x ), x 〉
〈u−1(x ), x 〉

n’est autre que le segment d’extrémités λmin(u ◦ v ) et λmax(u ◦ v ).
4. Montrer que

λmin(u )λmin(v )¶λmin(u ◦ v )¶λmax(u ◦ v )¶λmax(u )λmax(v )

20 Mines-Ponts
Soient A ∈S ++n (R) et B ∈S +n (R).
1. Montrer l’existence de C ∈S ++n (R) telle que C 2 = A−1.
2. On pose D =C B C . Montrer que

(det (In +D ))1/n ¾ 1+ (det(D ))1/n

3. Montrer que
(det(A+B ))1/n ¾ (det(A))1/n + (det(B ))1/n

21 ENS L 2024
Soit p ¾ 1 et A, B dans S ++n (R).
1. Montrer que

tr
�
Ip −A−1B
�
¶ ln
�

det A

det B

�
.

2. Soit n ¾ 1, u1, . . . , un dans Rp et λ> 0. Pour 1¶m ¶ n , on pose Am =
m∑

k=1

uk uᵀk et Bm =λIp +Am .

Montrer que, pour 1¶m ¶ n , Bm est symétrique définie positive.
3. Soit λ1, . . . ,λp les valeurs propres (avec multiplicité) de An . Montrer que

n∑
m=1



um , B−1

m um

�
¶

p∑
i=1

ln
�

1+
λi

λ

�
.
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5. Espaces vectoriels normés

22 Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation On définit, sur R[X ],

N (P ) = sup
n∈N

�����
∫ 1

0

P (t )t n dt

����� ‖P ‖∞ = sup
t ∈[0,1]
|P (t )| ‖P ‖1 =

∫ 1

0

|P (t )| dt

1. Montrer que N est une norme sur R[X ].
2. Les normes N et ‖ · ‖∞ sont elles équivalentes?
3. Les normes N et ‖ · ‖1 sont elles équivalentes?

23 Mines-Ponts 2024 Soit E =C 1([0, 1],R). Pour toute fonction f ∈ E , on pose :

‖ f ‖∞ = sup
x∈[0,1]
| f (x )| et N ( f ) =

√√√
f (0)2+

∫ 1

0

f ′(t )2 dt .

1. Montrer que N est une norme sur E .
2. Comparer les normes N et ‖ · ‖∞.

24 Mines-Ponts 2022 (Greg) Soit a , b ∈R tels que a < b .

1. Montrer que N : P ∈R[X ] 7→ sup
x∈[a ,b ]
|P (x )| est une norme.

2. Soit P,Q ∈ R[X ]. Montrer qu’il existe (Fn ) ∈ R[X ]N et deux normes telles que Fn converge
vers P pour l’une et Q pour l’autre.

25 Mines-Ponts 2024 Soit f une forme linéaire continue non nulle sur un espace normé
E . Soit x0 tel que f (x0) 6= 0.

1. Montrer que ||| f |||= | f (x0)|
d(x0,Ker f )

2. Montrer que ∃a ∈ E \ {0}, ||| f |||=
�� f (a )��
‖a‖ ⇐⇒ ∃b ∈Ker f , ‖x0− b ‖ = d(x0,Ker f )

26 Mines-Ponts 2024

1. Montrer que GL n (R) est dense dansMn (R).
2. Existe-t-il une normeN surMn (R) telle quepour tout couple (A, B )dematrices semblables

deMn (R), on ait N (AB ) =N (B A)?
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27 Mines-Ponts 2024
Déterminer les sous-groupes compacts de (C∗,×).

28 X 2024

1. Soit E un espace vectoriel normé. Que dire d’une partie A de E à la fois ouverte et
fermée?

2. Trouver une partie A de R telle que A,
◦
A, A,

◦
A,
◦
A soient toutes distinctes.

6. Algèbre linéaire, Réduction

29 Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) avec préparation
Soit E un C-espace vectoriel, p ∈N∗ et f1, . . . , fp des formes linéaires sur E .
Montrer l’équivalence entre les assertions suivantes :

(1) ( f1, . . . , fp ) est libre.

(2) L’application φ :
E −→ Cp

x 7−→ � f1(x ), . . . , fp (x )
� est surjective.

(3) Il existe x1, . . . , xp dans E tels que

�������
f1(x1) f1(xp )

fp (x1) fp (xp )

������� 6= 0.

30 Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) sans préparation
1. Soient a , b , c ∈Z premiers entre eux dans leur ensemble.

Montrer que A =

 a b c
2c a b
2b 2c a

 est inversible.
2. Soit α= 3p

2 et F = �1,α,α2
�
. Montrer que F est Q-libre.

31 Centrale Maths 1 MPI 2025 (Alexis)
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n ¾ 1 muni d’une base B = (e1, . . . , en ). On note

Sn le groupe des permutations de ¹1, nº.
1. Soit G un groupe fini. Que dire de l’ordre de ses éléments? Le démontrer dans le cas

commutatif.
2. Pour σ ∈Sn , on définit l’application linéaire fσ par ∀i ∈ ¹1, nº, fσ(ei ) = eσ(i ).

(a) Montrer que σ ∈Sn 7→ fσ ∈GL(E ) est un morphisme de groupes.
(b) Étudier la diagonalisabilité de fσ, déterminer son spectre et ses vecteurs propres.

3. On dit qu’un sous-espace de E est stable par permutation lorsque tous les fσ le stabi-
lisent. Déterminer les sous-espaces stables par permutation.
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32 Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation
Soit K une R algèbre intègre associative de dimension finie et a ∈K \ {0K}.
1. Montrer que f :

K −→ K

x 7−→ a x
est un isomorphisme.

2. Si a /∈R, montrer que (1, a ) est libre.
3. Montrer que a admet un unique polynôme annulateur non nul unitaire de degré mini-

mal, puis qu’il est est irréductible et de degré 2.

33 Mines-Ponts 2022 (Théo) avec préparation
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n ¾ 2. Soit f , g ∈L (E ) tels que f ◦g −g ◦ f = f .
1. Montrer que f est nilpotente.
2. On suppose f n−1 6= 0.

Montrer qu’il existe une base e de E telle que Mate ( f ) =


0 1 (0)

1
(0) 0

.

34 Mines-Ponts 2021 (Maximilien)
Soit E unK-espace vectoriel de dimension finie de dimension n etF = � fi

�
1¶i¶p

une famille
de formes linéaires.

Montrer que F est libre si et seulement si

∀ (λ1, . . . ,λp ) ∈Kp , ∃ x0 ∈ E ,
�
f1(x0), . . . , fp (x0)

�
= (λ1, . . . ,λp ).

35 Mines-Ponts 2024

Soit J =



0 1 0 0

0

0

0 1
1 0 0 0

 et A =
1

2



0 1 0 0 1

1 0

0 0

0

0 0 1
1 0 0 1 0


.

1. Montrer que J est diagonalisable dansMn (C) et préciser ses éléments propres.
2. Déterminer les éléments propres de A.
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36 Mines-Ponts 2017
Soit n ∈N \ {0,1} et A, B dansMn (C).
On suppose que le polynôme caractéristique de A est scindé à racines simples.

1. Montrer que si A = B 2, alors B est diagonalisable.
2. Montrer que si AB = B A, alors il existe un unique P ∈Rn−1[X ] tel que B = P (A).

37 Centrale 2024 Soit A ∈Mn (C). On note χA =
n∑

i=0

ai X n−i et λ1, . . . ,λn les valeurs propres

de A.

1. Donner et démontrer la décomposition en éléments simples de P ′
P
.

En déduire que ∀ x ∈C \Sp A,
χ ′A(x )
χA(x )

= tr
�
(x In −A)−1
�
.

2. Pour tous j ∈ ¹0, nº et x ∈C, on pose B j =
j∑

i=0

ai A j−i puis Q (x ) =
n∑

j=1

x n− j B j−1.

Montrer que Q (x ) (x In −A) =χA(x )In et trQ (x ) =χ ′A(x ).

3. Pour tout k ∈ ¹0, n −1º, on pose Sk =
n∑

j=1

λk
j . Montrer que ∀ j ∈ ¹0, n −1º, j∑

i=0

ai Sj−i = (n − j )a j .

38 ENS Saclay - Rennes 2024 – Autour du Pfaffien
Pour toute A ∈A4(R), on pose Pf A = a1,2a3,4−a1,3a2,4+a1,4a2,3.

1. Montrer que pour toute A ∈A4(R), (Pf A)2 = det A.
2. On admet que GL +n (R) (matrices de déterminant > 0) est connexe par arcs.

Montrer que pour toute A ∈A4(R) et toute B ∈M4(R),

Pf (B AB ᵀ) = det B Pf A.

Indication : Pour le cas det B < 0, considérer la matrice D = diag(−1,1, 1, 1).
3. Soit R ∈S O 4(R). On pose A =R −R ᵀ. Montrer l’équivalence entre

(i) R n’a pas de valeur propre réelle ;
(ii) Pf A 6= 0 ;
(iii) A est inversible.

4. Soit R1, R2 ∈S O 4(R), A1 =R ᵀ1 −R1 et A2 =R ᵀ2 −R2. On suppose que χR1
=χR2

et Pf A1 = Pf A2 6= 0.
Montrer qu’il existe P ∈S O 4(R) telle que R1 = P R2P ᵀ.

39 ENS Lyon 2024
Déterminer les matrices M deMn (R) telles que M est semblable à 2M .
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7. Intégration

40 Mines-Ponts 2025

Expliciter la fonction F : x 7→
∫ sin2 x

0

Arcsin
�p

t
�

dt +

∫ cos2 x

0

Arccos
�p

t
�

dt .

41 Mines-Ponts 2025

Calculer
∫ 1

0

(−1)b1/x cdx .

42 Centrale 2022 (Greg)
1. Soit α,β ∈R et

I =

∫ +∞
1

dx

x α (1+ x β )

À quelles conditions sur α et β l’intégrale converge-t-elle?
2. On pose pour n ∈N∗

gn :λ 7→
∫ n

1

dx

x α (1+λx β )�
gn

�
converge-t-elle uniformément? Répondre selon les valeurs de α et β .

3. On suppose que gn
CS−→ g . Donner un développement asymptotique de g (λ) lorsque

λ→ 0+.

43 Mines-Ponts 2021 (Patrick)

Soit f : x 7→
∫ 1

0

t t x dt .

1. Déterminer le domaine de définition de f .
2. Montrer que f est de classe C∞.
3. Déterminer l’allure du graphe de f .

44 Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

Soit f : t 7−→
0 si t = 0

t 2 sin
�

1

t 2

�
si t ∈]0, 1]

1. L’intégrale de f ′ converge-t-elle sur ]0,1]?
2. f ′ est-elle intégrable sur ]0, 1]?
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8. Équations différentielles et calcul différentiel

45 ENS MPI 2025 (Samuel) Pour µ¾ 0, on pose (Eµ) : y ′′−µ �1− y 2
�

y ′+ y = 0.

1. Résoudre (E0).
2. On suppose µ> 0, et on pose

ω(µ) = 1+µω1+ o
µ→0

�
µ
�

x (τ,µ) = x0(τ)+µx1(τ)+ ϵ(τ,µ)

où x0 et x1 sont des fonctions bornées et de classe C∞ de R+ dans R.
On suppose que ϵ est deux fois dérivable par rapport à sa première variable τ, et qu’il
existe une fonction C : R+ → R+ croissante telle que pour tout (τ,µ) ∈ R+ ×R, |ϵ|,

���� ∂ ϵ∂ τ
���� et���� ∂ 2ϵ

∂ τ2

���� sont majorées par C (τ)µ2.

On cherche une solution de la forme t 7→ x (ω(µ)t ,µ) de (Eµ). Que peut-on alors dire de
x0, x1 et ω1 ?

46 Mines-Ponts 2021 (Maximilien)
Soit λ ∈C et (E ) y ′′−2x y ′+λy = 0.
1. Montrer que les solutions de (E ) sont toutes développables en série entière.
2. Soit f solution de (E ) telle que f (x ) = O

x→+∞
�
x k
�
avec k ∈N∗.

(a) Montrer que λ ∈R+.
On pourra utiliser A =λ

∫ +∞
−∞

f (t ) f (t )e−t 2
dt .

(b) Montrer que f est polynomiale.

47 Mines-Ponts 2025
Soit f ∈C 0(R,R) intégrable surR. Montrer que l’équation différentielle y ′−y + f = 0 possède

une unique solution bornée.

48 Mines-Ponts 2025
Soit A ∈M2n (R) telle que A2+ I2n = 0. Déterminer les solutions de : X ′ = AX .

49 Mines-Ponts 2025
On considère l’application f : P ∈Mn (R) 7→ P T P ∈Sn (R).
1. Montrer que, si M ∈GLn (R), la différentielle de f en M est surjective.
2. On pose g = f|Sn (R). Si M ∈GLn (R)∩Sn (R), la différentielle de g en M est-elle surjective?
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50 Mines-Ponts 2025
Soit f définie sur R2 par : ∀(x , y ) ∈R2, f (x , y ) = x 2− x y 2.
1. Déterminer les points critiques de f .
2. Soit D une droite passant par (0,0). Montrer que la restriction de f à D admet un mini-

mum local en (0,0).
3. La fonction f possède-t-elle un extremum local en (0, 0)?

51 Centrale 2022 (Aure)
Soit f une fonction de classe C 1 sur [1,+∞[ ne s’annulant pas telle que f ′(x )−−−−→

x→+∞ a > 0.
Soit u une fonction bornée de classe C 2 sur [1,+∞[ telle que u est solution de

y ′′− f ′
f

y ′− 1

f 2
y = 0

1. Soit h =
u ′
f
. Montrer que h ′(x ) = O

x→+∞

�
1

x 3

�
. En déduire que u ′(x ) = O

x→+∞

�
1

x

�
.

2. Montrer que u ′→ ℓ ∈R.
3. En déduire que ℓ= 0.
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