MPI* — Lycée Leconte de Lisle 2025 - 2026 2. Su"-es et séries de foncﬁons
PREPARATION AUX ORAUX

1. Suites et séries numériques S| Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) avec préparation

On considére la suite définie par b, =1 et

1 ENs MPI 2025 (Alexis) b
VnelN, h,,_; o
n—1 —
1. Soit f: R — R de classe ' et ¥n>1, S, = lZf(E). Quelle est Ia limite de (S,), ? X
i\ 1. Montrerque YneNN, b, <

In"2°

Majoration de la différence ? Le démontrer.
2. Montrer que R = R(Z bnx”) >0.

2. Soit f:R— R de classe %2, 1-périodique.

1 +00 1
Montrer qu’il existe C € R tel que V n e N, S"_J fl< % Puis montrer que ¥ x €]—R,R[, »_b,x"= Py
0 n=0
3. Soit f:R—R de classe €2, 1-périodique. En déduire R. X
1 1 ] I
Montrer qu’il existe C eR tel que V n € IN¥, S"_f f <%. 3. Montrer que ¥neN, b, = szu
0
4, Que diresi f:R— R est de classe € et 1-périodique ?
6 Mines-Ponts 2024
. _ 100 on
2 Mines-Ponts 2024 soif frxm > sm;n x)
Soif (u,) une suite de réels non nuls et A € R. On suppose que n=0
" 2 . 1. Montrer que f est définie sur R.
l:“ 1——+O(n ) 2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.
Etudier la nature de Z u,. _
7 Mines-Ponts On pose
+00 n
3 Mines-Ponts 2024 S=d .
prar 14+xn

1. Soit f:[1,+00[— R de classe ¥!. Montrer que pour fout n>1, . , . o . _
1. Etudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité de S.

f(n)—Jan(t)d J<l m ,,H]|f (). 2. Donner un équivalent de Senoeten 1.
X-ENS
2. Quelle est la nature de la série Z Sm(lnn) 8
1. Quelle est la limite simple de (f,) ol f,:z € C (1 +%) ?
4 Mines-Ponts 2023 2. Soit n e N* et k €[1, n]. Montrer que
- k k-1 .
On pose un=zl(l—l) pour tout n>1. 1— n(n—1)- (n k+1) J
k n n

k=1 =
1. Montrer que la suite (u,),s, est divergente.

2. Donner un équivalent de u, quand n — +oco. 3. En déduire que (f,) converge uniformément sur fout compact de C.
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3. Probabilités

9 X 2025 (Samuel) On étudie I'existence de C >0 tel que ¥ X, Y vaiid réelles,

P(IX-Y|<2)<CP(IX-Y|<1)

1. Montrer I'existence de C’>0tel que V X, Y vaiid dans Z, P(|X—Y|<2)<C'P(X=Y).
2. En déduire le résultat souhaité.
3. Montrer que C’> 3.

] 0 Mines-Ponts MPI 2025 avec préparation Dans &,, on considére I'événement
E 1« og(i)=in».
1. Calcule P(E;)).
2. Onpose X;=1g et S :ZX" la variable aléatoire du nombre de points fixes.
i=1
(a) Calculer I'espérance de S.
(o) Calculer la covariance de X; et de X; pour i # j.
(c) Calculer la variance de S.

] ] Mines-Ponts 2022 (Théo) sans préparation On choisit au hasard A, B € 2([1, n]).

Déterminer
P(Ac BouB cCA).

] 2 Mines-Ponts 2023 On tire au hasard un élément A de 2 ([1, n]). Calculer la proba-
bilité que |A| soit un entier pair.

1 3 Mines-Ponts 2023 (posé aussi & CCINP...) Soient X, ..., X, des variables aléa-
toires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. On pose U :(X1 ..... X,,) etM=UTU.

1. Déterminer la loi des variables aléatoires trM et rgM.

2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.

] 4 ENS MP L 2024 Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. Soient v,,...,v, € E tels que, pour
tout i e[1, n], lv;]I < 1.
Solenta,,...,a,e[-1,1]etw :iai v;. Montrer qu’il existe ¢4,...,¢, € {—1,1} telsque v :ié‘i v;
satisfait v — wl < v. - -
Indication : non, non, cet exercice est bien au bon endroit.
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] 5 X 2024 Une grille {1,2,3} x [1,n] modélise un tuyau vertical. On dépose & I'instant

t =0 une goutte d’eau au point (2,1). A chaque instant, si elle se trouve au milieu (ie en
1

un point (2, k)), la goutte descend d’un niveau avec probabilité 3 ou se déplace a droite

N PR T
(respectivement & gauche) avec probabilité 7 Si elle se frouve sur un bord, elle descend

o1 . 1
avec probabilité 3 ou va au milieu avec probabilité 3

1. Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau a I'instant ¢.
2. Calculer I'espérance du temps d’attente pour que I'eau sorte du tfuyau.

16 ENs pLSR 2024

Soient (X,),<z Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
{=1,1}.
Si N est une variable aléatoire & valeurs dans Z, on Pose Xy..,(w) = Xy en(®).
1
1. Existe-t-il N tel que P(Xy =1)=1 et, pour tout n e N*, P (Xy,,=1)= > ?

2. Existe-t-il N tel que P(Xy =1)=1 et, pour tout n€ Z*, P(Xy,,=1)= 1 ?

\S]

4. Algébre bilinéaire

17 Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) sans préparation
Soit p eN* et (x;, ),...,(x,, ¥,) € R
P
Déterminer une droite cartésienne D : y = ax+b telle que la somme S(a, b) = z:(y,l—ax,‘—b)2

i=1

soit minimale.

] 8 Centrale Maths 1 MPI 2025 (Samuel)
Soit n e IN*,
1. (a) Que signifie Ae *(R)? Montrer que cela équivaut & SpAcC R,
(o) Soit E un espace euclidien et B =(e,,...,e,) une base de E. Montrer que A€ & *(R)
si et seulement s’il existe ¢ un produit scalaire tel que A= (So(e,-, ej))

1<i,j<n’
2. Soit Ae < (R). Montrer qu’il existe une matrice T friangulaire supérieure dont les valeurs
propres sont strictement positives telle que

A=T'T
puis montrer I'unicité.
3. En déduire I'inégalité de Hadamard : si C,, ..., C, désignent les colonnes de M € .#,,(R),

et <[ Jicil,
i=1

avec égalité si et seulement si la famille (C,,..., C,) est orthogonale.
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] 9 Centrale

Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique défini positif de
(E,{). On pose
(x,y)u={u"'(x),y) pourtous x,yE.

1. Montrer que {.,-), est un produit scalaire.
Soit v un endomorphisme autoadjoint de (E, (-,-)).
2. Montrer que uo v est diagonalisable.

Si w est un endomorphisme diagonalisable de E, on note A, (w) (resp. Ana(w)) sa plus petite
(resp. grande) valeur propre.

3. Montrer que I'image de E\{0} par
(v(x), x)
X— ———
(u=1(x), x)
n’est autre que le segment d’extrémités A (uov) et A (uov).

4. Montrer que
)'min(u)lmin(y) < Amin(u o U) < Ama.x(u ° V) < Amax(u)lmax(v)

20 Mines-Ponts
Soient Ae #**(R) et Be < (R).
1. Montrer I'existence de C € *(R) telle que C*= A"
2. On pose D =CBC. Montrer que

(det(I, + D))" = 1+ (det(D))"/"

3. Montrer que
(det(A+ B))"" > (det(A)" + (det(B))""

21 EnsL2024
Soit p>1 et A, B dans & *(R).
1. Montrer que

tr(1,—A™'B) < ln( detA)

detB)’

2. Soitn=1, uy,...,u, dans R? et A>0. Pour1<m <

k=1
Montrer que, pour 1< m < n, B, est symétrique définie positive.

3. Sait A,,...,4, les valeurs propres (avec multiplicité) de A,. Montrer que

i um,B Uy, Zln(l+ )
m=1
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m
n,on pose A, :Z upuy et B, =2AI,+A,,.

5. Espaces vectoriels normés
22 Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation On définit, sur R[X],

N(P)=sup

1
f P(t)t"dt
nelN | Jo

1. Montrer que N est une norme sur R[X].
2. Lesnormes N et ||- || sont elles équivalentes ?

1
IPlloc = sup [P(2)| ||P|I1=J |P(¢)| de
r€(0,1] 0

3. Lesnormes N et ||-||; sont elles équivalentes ?

23 Mines-Ponts 2024 Soit E =<%'([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on pose :

1flloo = sup |f(x)l et N(f ¢ 2+J frepde.

1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Comparerles normes N et ||+ ||oo-

24 Mines-Ponts 2022 (Greg) Soita,beR telsque a<b.

1. Montrer que N : P e R[X]— sup |P(x)| est une norme.

x€la,b]

2. Soit PQ € R[X]. Montrer qu’il existe (F,) € R[X]N et deux normes telles que F, converge
vers P pour I'une et Q pour I'autre.

25 Mines-Ponts 2024 Soit f une forme linéaire continue non nulle sur un espace normé
E. Soit x, tel que f(x,)#0.

it
1. Montrer que |||f|ll= d(xo, Ker f)
|f(a)
2. Monrer que 3a < £\ (01 “'f'“=W < 3JbeKerf, |lx,—b|l = d(x,,Kerf)

26 Mines-Ponts 2024

1. Montrer que 9.2 ,(R) est dense dans .,(R).

2. Existe-t-ilune norme N sur .#,(R) telle que pour fout couple (4, B) de matrices semblables
de .#,(R), on ait N(AB)=N(BA)?
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27 Mines-Ponts 2024
Déterminer les sous-groupes compacts de (C*, x).

28 x2024

1. Soit E un espace vectoriel normé. Que dire d'une partie A de E & la fois ouverte et
fermée?

2. Trouver une partie A de R telle que A4, ;1, A A, A soient foutes distinctes.

6. Algébre linéaire, Réduction

29 Mines-Ponts MPI 2025 (Samuel) avec préparation

Soit E un C-espace vectoriel, peIN* ef f,,..., f, des formes linéaires sur E.
Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes :

M (fs---» f,) est libre.

— QP

— (A £ ()
flx). hlx,)

(2) L'application ¢ : i est surjective.

3) llexiste x;,...,x, dans E tels que

£0.

30 Mines-Ponts MPI 2025 (Alexis) sans préparation

1. Soient a, b, c € Z premiers entre eux dans leur ensemble.

a b c
Montrer que A= 2c a b | estinversible.
2b 2c¢c a

2. Soit a=v2 et Z =(1,a,@*). Montrer que Z est Q-libre.

3 ] Centrale Maths 1 MPI 2025 (Alexis)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 1 muni d'une base 8 =(e,,...,e,). On note
G, le groupe des permutations de [1, n].

1. Soit G un groupe fini. Que dire de I'ordre de ses éléments? Le démontrer dans le cas
commutatif.

2. Pour o €6, on définit I'application linéaire f, par Vie[1,nl, f,(e)= ey qu.
(@) Montrer que o €6, — f, € GL(E) est un morphisme de groupes.
(b) Etudier la diagonalisabilité de f,, déterminer son spectre et ses vecteurs propres.

3. On dit qu’un sous-espace de E est stable par permutation lorsque tous les f, le stabi-
lisent. Déterminer les sous-espaces stables par permutation.
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32 Mines-Ponts MPI 2025 sans préparation
Soit K une R algébre intégre associative de dimension finie et a e K\ {0k}.

K — K ) )
est un isomorphisme.

1. Montrer que f: Y — ax

2. Sia ¢ R, montrer que (1, a) est libre.

3. Montrer que a admet un unique polyndme annulateur non nul unitaire de degré mini-
mal, puis qu’il est est irréductible et de degré 2.

33 Mines-Ponts 2022 (Théo) avec préparation
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit f,g € Z(E) telsque fog—gof=f.
1. Montrer que f est nilpotente.
2. On suppose f"1#£0.

Montrer qu’il existe une base e de E telle que Mat,(f)=

0) "o

34 Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie de dimension n et 7 =(f;),

de formes linéaires.
Montrer que Z est libre si et seulement si

__une famille
i<p

VA, o A)EK?, 3x0€E, (filxo)- o fo(%0) =R, s Ap)

35 Mines-Ponts 2024

01 O0......
0.1 0. 0 L
> o g
Soit J =1 : oletAa== S
: - 2 0
0 1
1 0...... 00 0...... 0 1
1 0...... 0 1

1. Montrer que J est diagonalisable dans .#,(C) et préciser ses éléments propres.
2. Déterminer les éléments propres de A.

Préparation aux Oraux - page 8



36 Mines-Ponts 2017

Soit neIN\{0,1} et A, B dans .#,,(C).
On suppose que le polyndbme caractéristique de A est scindé & racines simples.

1. Montrer que si A= B2, alors B est diagonalisable.
2. Montrer que si AB= BA, alors il existe un unique P e R,,_,[X] tel que B =P(A).

37 Cenfrale 2024 Soit A€ #,(C). On note ;(A:Za,x”"' et A,..., A, les valeurs propres

i=0

de A.

’

1. Donner et démontrer la décomposition en €léments simples de 7

24(x)
xa(x)

En déduire que V x € C\SpA, :tr((x]n—A)_l).

j n
2. Pour tous je[0,n] ef xeC, on pose B;= > _a,A™" puis Q(x)= > x" /B, ;.
= =

Montrer que Q(x)(xI,—A)= ya(x)I, et trQ(x)= y(x).

n j
3. Pour fout k €[0,n—1], on pose S, :Z/Ijk” Montrer que V j €[0,n—1], Z“"SH =(n—ja;.

j=1 i=0

38 ENs saclay - Rennes 2024 - Autour du Pfaffien
Pour toute A€ .«7,(R), on pose PfA=a, ,a3,—a,3a,4 + ) 405 3.
1. Montrer que pour toute A .4, (R), (PfA)* = detA.
2. On admet que 4.7 (R) (matrices de déterminant > 0) est connexe par arcs.
Montrer que pour toute A € .¢,(R) et toute B € .#,(R),
Pf(BABT)=det BPfA.

Indication : Pour le cas det B <0, considérer la matfrice D = diag(—1,1,1,1).
3. Soit Re ¥0,(R). On pose A= R—RT. Montrer |'équivalence entre
() R n'apas de valeur propre réelle;
(i) PfA#0;
(i) A est inversible.
4. Soit R|,R, € #04(R), A, =R{ —R, et A,=R; —R,. On suppose que yz, = xz, €t PfA, =PfA, #0.
Montrer qu’il existe P € ¥ 0,(R) telle que R, = PR, PT.

39  ENs Lyon 2024
Déterminer les matrices M de .,(R) telles que M est semblable & 2M.
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7. Intégration

40 Mines-Ponts 2025

Arccos(v/7) dt.

sin® x
Expliciter la fonction F: x HJ
0

Arcsin(v7) dt+f

0

4 ] Mines-Ponts 2025

1

Calculer f (—1)*ldx,
0

42 Centrale 2022 (Greg)
1. Soit a,peR et

+00 dx
I: —_—
. x2(1+xP)

A quelles conditions sur a et 8 I'intégrale converge-t-elle ?
2. On pose pour n € IN*

2 " dx
8l | xa(1+ AxP)

(g,) converge-t-elle uniformément ? Répondre selon les valeurs de a et B.

3. On suppose que g, S, g. Donner un développement asymptotique de g(A) lorsque
A—0".

43 Mines-Ponts 2021 (Patrick)

1

Soi’rf:xHJ t**dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe €.
3. Déterminer I'allure du graphe de f.

44 Mines-Ponts 2021 (Maximilien)
. 0 sit=0
Soit f:t— t? sin(%) si t €]0,1]

1. Lintégrale de f’ converge-t-elle sur ]0,1]?
2. f’ est-elle intégrable sur ]0,1]?

Préparation aux Oraux - page 10



8. Equations différentielles et calcul différentiel

45 ENS MPI 2025 (Samuel) Pour u>0, onpose (E,): y”—u(1—y?)y’+y =0.

1. Résoudre (E).
2. On suppose u >0, et on pose

w(p)=1+pw, +Hgo(u)

x(7,u)= xo(7)+ux,(7)+e(t,u)
ou x, et x; sont des fonctions bornées et de classe ¥ de R* dans R.
On suppose que ¢ est deux fois dérivable par rapport & sa premiere variable 7, et qu'il

17
existe une fonction C : R* — R* croissante telle que pour tout (t,u) € R* x R, |¢], ’a—i‘ et

d%e

a2
On cherche une solution de la forme ¢ — x(w(u)t,u) de (E,). Que peut-on alors dire de
Xp. X et w, ?

sont majorées par C(t)u?.

46 WMines-Ponts 2021 (Maximilien)
Soit AeCet(E) y”—2xy’ +Ay=0.
1. Montrer que les solufions de (E) sont toutes développables en série entiere.
2. Soit f solution de (E) felle que f(x)=_0_(x*)avec ke~
(a) Montrer que A€ R*.
On pourra utiliser A= /If+ FOf(r)e " dr.

(b) Montrer que f est polyaniole.

47 Mines-Ponts 2025

Soit f € ¥°(R, R) intégrable sur R. Montrer que I'équation différentielle y’—y + f =0 possede
une unique solution bornée.

48 Mines-Ponts 2025
Soit A€ #,,(R) telle que A%+ L, =0. Déterminer les solutions de : X’ = AX.

49 Mines-Ponts 2025
On considere I'application f:Pe.#,(R)— PTP € #,(R).
1. Montrer que, si M € GL,(R), la différentielle de f en M est surjective.
2. On pose g = fism) Si M € GL,(R)N +,(R), la différentielle de g en M est-elle surjective ?
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50 Mines-Ponts 2025
Soit f définie sur R? par: V(x,y)eR?, f(x,y)=x*—xy2.
1. Déterminer les points critiques de f.

2. Soit D une droite passant par (0,0). Montrer que la restriction de f & D admet un mini-
mum local en (0,0).

3. La fonction f possede-t-elle un extremum local en (0,0) ?

5 ] Centrale 2022 (Aure)
Soit f une fonction de classe %! sur [1,+o0[ ne s’annulant pas telle que f’(x)j» a>0.
Soit u une fonction bornée de classe 6?2 sur [1,+o0[ felle que u est solution de

4 f / 1
V'=Zy-—%r=0
U

) u o 1 L o 1
1. Soit h= 7 Montrer que h (x)_x_)qoo(;). En déduire que u/(x)= x_‘(i}roo(;).

2. Montrer que v’ —(€R.
3. En déduire que £ =0.
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