Ecole Polytechnique — MP

Algébre

2
256. Pour quels entiers n € N* le nombre réel cos (—W) est-il rationnel ?
n

257. On étudie I’équation 2 + y* = N (1 + zy) d’inconnue (z,y) € Z? ou N € N.
a) Traiterlescasx =y, N =0, N = 1.
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b) On suppose N > 2 et on se donne (z,y) solution avec = # y. Montrer qu’on peut se
ramener a x > y > 0. Montrer qu’il existe z € Z tel que (y, z) soit solution et tel que y > z.
En déduire que N est un carré parfait.

¢) On considére maintenant 1’équation 2° + y*> = —N(1 + zy) dans Z*. En adaptant la
méthode précédente, trouver tous les couples solutions.

258. Soient a € Navec a > 2 et P = X2+ X + a. On suppose que, pour tout n € [0,a—1],
P(n) est premier. Soit k € [1,a — 2].

a) Montrer que si k + 1 est un carré alors P(a + k) n’est pas premier.

b) Montrer que si P(a + k) n’est pas premier alors k + 1 est un carré.

259.a) Soit f : R — R de classe C* et 1-périodique. On suppose qu’il existe a € R\ Q

ety € Rtelsque: Vo € R, Vn € N, Zf(a: + ka) < Zf(y + ka). Montrer que f est

k=0 k=0
constante.

b) Soient p un nombre premier et n € N*. Déterminer la valuation p-adique de n!.

17, (399

I, (%)

260. Soitn € N*. Pour une partie I de [1, n], on appelle composante de I tout sous-ensemble
maximal de I formé d’entiers consécutifs. On note ¢(/) le nombre de composantes de I.

a) Une permutation o € S, est dite [-adaptée lorsque, pour tout i € I, les entiers o (i) et
o(i + 1) sont consécutifs. Dénombrer les permutations I-adaptées en fonction de |I| et ¢(I).
b) Soient ¢ € N* et p € [1,n]. Dénombrer les parties I de [1,n] telles que |I| = p et
cl)=c.

¢) Soient m, k € N*. Montrer que e N

261. Soient (ay)n>0 et (bn)n>0 deux suites d’entiers relatifs. On dit que les deux séries

400 +oo
entieres Z %z” et Z ;’;z” sont congrues modulo m si a,, = b,, mod m pour tout n > 0.
n=0 n=0
+oo +oo b
On note alors Z %z” = Z Fn‘z" mod m.
n=0 n=0

oo Zn(p_l)
a) Soit p un nombre premier. Montrer que (e* — 1)P~! = Z eI
n(p —1))!

n=0

mod p.

b) Soit m > 4 un entier non premier.
Montrer que m divise (m — 1)!, et que (¢* — 1)™ ! = 0 mod m.

262. [MPI] Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsque H # G et
aucun sous-groupe de G n’est compris strictement entre H et G. Soit n > 2.

a) Montrer que {0 € S,,, £(c) = 1} est un sous-groupe maximal de S,,.

b) Soit k € [1,n]. Montrer que {0 € S,,, o(k) = k} est un sous-groupe maximal de S,,.

G
¢) On suppose que G est fini, et on se donne un sous-groupe H de G tel que % soit un

nombre premier. Montrer que H est maximal.
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263. Soit ¢ un morphisme de groupes de Z" dans Z nul sur I'ensemble Z™ des suites
presque nulles. Montrer que ¢ est nul.

12 + 5¢

13
a) Montrer que o n’est pas une racine de 1’unité.

b) Le nombre « est-il racine d’un polyndme unitaire a coefficients dans Q ? dans Z ?
¢) Soit o € C tel que « soit racine d’un polyndme unitaire a coefficients entiers dont toutes
les racines complexes sont de module 1. Montrer que « est racine de 1’unité.

264. On pose o =

265. @) Soient P,Q € C[X] premiers entre eux, z € C une racine de A = P? 4 Q. Est-ce
que z est racine de B = P"? + Q"*? Que dire si z est racine multiple de A?

b) Montrer que, si P € R[X], P s’écrit U? + V? avec U et V dans R[X] si et seulement si
Ve € R, P(x) > 0.

¢) Montrer que tout P € C[X] s’écrit U? 4 V2 avec U et V dans C[X].

d) Est-ce que tout polyndme P € C[X] peut s’écrire U? 4 V3 avec U et V dans C[X]?
Ind. Montrera que le plus petit facteur premier p de P(a + k) est supérieur ou égal a a, puis
que P(a+k —p)=p.

266. On admet le résultat suivant. Soient ¢ € C, U un voisinage de cdans C, f : U — C
développable en série entiere au voisinage de c et telle que f(z) =, O((z — ¢)¥). Alors il
existe r > 0 et z1,..., 29, € U distincts tels que : Vi € [1,2k], f(z;) € Ret|c— z]| =1
a) Soient A, B € R[X]\ {0}. On suppose que les polyndmes non nuls de Vect(A, B) sont
scindés dans R[X]. Montrer qu’entre deux racines de A (au sens large) se trouve au moins
une racine de B.

b) Démontrer le résultat admis.

267. Soient F e R(X),A={z€Q, F(z) eQ}et A ={xe€Z, F(x) € Z}.
a) On suppose A infini. Montrer que F' € Q(X).
b) On suppose A’ infini. Que peut-on dire de F'?

n
268. ** Soit f = Z ¢ X ¥ un polynome de degré n a coefficients entiers et dont toutes les

k=0
racines complexes appartiennent 2 Q*. On pose H = max(|cg|, ..., |cn]).

2
a) Montrer que pour le complexe i on a | £(i)|? < H? (% +n+ 1>.

b) Montrer que | f(i)|* > 2".
¢) En déduire que sin > 10 alors n < 5logy(H).

269. Soient A, B € M,,(R) de rang 1 telles que Tr(A) = Tr(B). Montrer que A et B sont
semblables.

270. * Soient A et B appartenant 3 M,,(R), on note & = dim Ker(AB). Quelles sont les
valeurs possibles pour la dimension de Ker(BA)?

271. [MPI] Soient n € N* et C,, = {—1,1}". Onpose H = {f € L(R"), f(Cy,) =Cyp}.
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Montrer que H est un groupe pour la loi de composition et déterminer son cardinal.

272. Soient X, Y € M5(K) ou K est un sous-corps de C. Montrer que la matrice
A=XY +YX —tr(X)Y —tr(Y) X + (tr(X) tr(Y) — tr(XY)) I5 est nulle.

273. Soient n € N*, P et () dans C[X] tels que P soit scindé a racines simples, deg P = n
et deg @) < n. On admet qu’il existe une matrice B = (b; j)o<i,j<n—1 telle que, pour tout
(x,y) € C? avec = # y, on ait

P(z) Q(y) — Py) Q(z) T

r—1 -

N
bi jx'y’.
0<i,j<n—1

Montrer que dimKer B = [{z € C, P(z) = Q(z) = 0}/

274. ** Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u et v dans L(E), ¢ =
% 0V — v o u, on suppose rgc = 1.

a) Montrer qu’il existe une base de £ dans laquelle la matrice de c est égale a F,,_1 ,,.

b) Montrer que pour tout k € N, v*(Im ¢) C Ker c.

¢) Montrer que x,, n’est pas irréductible dans K[X].

d) Soit u € L(F), F un sous-espace vectoriel de F non trivial tel que u(F') C F. Montrer
que ., n’est pas irréductible dans K[ X]. Etudier la réciproque.

275. On fixe un entier n > 1 et, pour k& € [1,n], on note Ry, I’ensemble des matrices de
rang k de M,,(R).

a) Montrer que R; = {XY7T, (X,Y) € (R"\ {0})?}.

b) Montrer que R est I’ensemble des matrices de la forme X3 YlT + X2Y2T avec (X1, X3)
et (Y71,Y3) couples libres de vecteurs de R".

¢) Soit M € R,. Décrire I’ensemble des couples (X,Y) € (R")? tels que M = XY'T.

d) Soit ¢ € L(M,,(R)) conservant le rang.

Soient X1, X2, Y, dans R™ \ {0} et P, P>, @1, Q2 dans R™ tels que ¢ (X1Y) = P1QT et
O( XYy ) = P,QY, avec (Py, P,) libre. Montrer qu’il existe A € GL,,(R) et Qo € R™\ {0}
tels que VX € R", ¢ (XYJ) = AXQ{.

276. Soit n € N avec n > 2. Pour k € [0, n], on pose

N(k‘) = {N = (ni,j)lgi,jgn S Mn((C) s Vi, g € [[l,n]], 1>7—k = NZ‘J’ = 0} et
T(k)={l,+N; N e N(k)}.

a) Montrer que, pour tout k € [0, n], T'(k) est un sous groupe de GL,,(C).

b) Construire pour, k € [0,n — 1], un morphisme de groupes ¢y, : T'(k) — G(k) ou G(k)
est un groupe abélien bien choisi tel que Ker(p(k)) = T'(k + 1).

¢) Pour un groupe G, on note D(G) le sous-groupe engendré par {ghg 'h™' ; g,h € G}.
Montrer que 7°(0) est résoluble i.e. qu’il existe ¢ € N tel que DY(T°(0)) = {I,,}.

277. a) Soit D € M,,(C) une matrice diagonale a coefficients diagonaux distincts. Montrer
que I’ensemble des X € M,,(C) telles que X* = D est fini non vide, déterminer son
cardinal.

b) Soit N € M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe X € M,,(C) telle que X? = I,, + N.
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278. Pour A € M,,(C) onpose R(A) = {M € M, (C), M? = A}.

a) Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R(I,,) non semblables deux
a deux.

b) On suppose A diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déterminer le cardinal de
R(A).

¢) Est-il vrai que, si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont?

d) Toute matrice A de M,,(C) admet-elle une racine carrée ?

e) On pose U,, = {I,, + N, N nilpotente}. Montrer que toute matrice A de U,, admet une
unique racine carrée dans U,.

279. * Pour n € N*, on pose

IA=sup{r € N; 34;,..., A, € M, (C), Vi, A7 = I, etVi # j, A;A; = —A;A;}.
a) Sin est impair, montrer que ZA(n) = 1.

b) Soient s,t € N. Montrer que ZA(2°(2t + 1)) = 2s + 1.

280.a) Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur A pour qu’il existe = € R” tel que (x, Az, ..., A" ) soit une base de R".

bp 0 O
b) SOiCntbl,bQ,b;;GRetM:(l b 0).
0 1 by
i) A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?
ii) A quelle condition existe-t-il 2 € R> tel que (z, Mz, M>x) soit une base de R ?
iii) On suppose que bybobs = 1. Montrer qu’il existe un unique (a;,as) € R? tel que M

ay a9 1
soit semblable a la matrice M’ = 1 0 O
0O 1 0

281. ** Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et G' un sous-groupe de GL(V/).
a) On suppose que G = GL(V). Que vaut Vect(G) ? La réciproque est-elle vraie ?

On suppose maintenant que, pour tout g € G, g — id est nilpotent.

b) Quels sont les éléments diagonalisables de G ?

¢) On suppose que G est fini et que Vect(G) = L(V'). Quelle est la dimension de V' ?

d) Si G n’est plus fini mais que Vect(G) = L(V), quelle est la dimension de V' ?

282. * a) Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit M €
M ;(C) une matrice complexe dont les valeurs propres sont de module strictement inférieur
a R. Montrer que Z a,M™ converge.

b) Existe-t-il une série entiere Z a,z" de rayon de convergence R > 0 telle que, pour
toute matrice M a spectre inclus dans m et admettant une valeur propre de module R,
la série Z a, M™ diverge ?

¢) Existe-t-il une série entiere Z anz™ de rayon de convergence R > 0 telle que, pour toute

matrice M a spectre inclus dans D(0, R) admettant une valeur propre de module R, la série
Z an, M™ converge?
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“+ o0
d) Soit f: z — Z a,z" la somme d’une série entieére de rayon de convergence R > 0.

n=0

+oo
On pose f*) : 2 — Zn(n— 1)...(n—k+1)a,z".

n=~k
r

Soit M € M 4(C) de polyndme caractéristique x s = H(X — X)) ol les \; sont distincts
i=1
et de module < R et les o; dans N*.
i) Montrer I’existence de P € C[X] tel que
Vi e [1,7], Vk € [0, a; — 1], fB(\;) = PBI(N).
if) On suppose que M est diagonalisable. Montrer que f(M) = P(M).
iii) Est-ce toujours le cas si on ne suppose plus M diagonalisable ?

283. Soient £ = CY([~1,1],C), g une surjection continue croissante de [—1,1] sur lui-
méme. On consideére F' un sous-espace vectoriel de ' de dimension finie stable par f +— fog.
On note ¢ ’endomorphisme de F' défini par ¢: f +— fog.

a) Montrer que 1 est la seule valeur propre de ¢.

b) En déduire que ¢ = idp.

¢) Que peut-on dire des valeurs propres possibles de ¢ si g n’est plus supposée surjective ?

284. Soit p un nombre premier, A et B appartenant a M,,(Z).
Démontrer que tr((A + B)P) = tr(AP) + tr(BP) (mod p).

285. Soient n € N* et H un sous-espace vectoriel de M,,(C) stable par produit matriciel.
Onnote D = {0 € L(H) ; ¥(A,B) € H? §(AB) = §(A)B + A§(B)}.

a) Soit C € H.Montrer que & : A — C'A — AC est dans D, et exprimer simplement e°.

b) Soit § € D. Montrer que YA, B € H, e’(AB) = ¢°(A) ¢°(B).

¢) Retrouver le résultat de la question précédente en considérant 1’application

fiteR e (e(A) e (B)) eten calculant f'.

d) Soit 6 € D. Pour A € C, on note H) le sous-espace caractéristique de § associé a A
(éventuellement {0}). Soient A, u € C, A € Hy et B € H,,. Montrer que AB € Hy,,.

286. a) Soient k,m,n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit

(v1,...,vy) une famille de vecteurs unitaires de R™ tels que (v;, v;) < —1/k pour tous i, j
distincts. Montrer que n < k + 1.

b) Montrer qu’il existe une famille (vi,...,vp,1) de vecteurs unitaires de R tels que
(vi,v;) = —1/k pour tous i, j distincts.

287. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

a) Soit f € L(E). Montrer que Tr(f —id) = 0 et rg(f — id) = 1 si et seulement s’il existe
a€ Eetlc E*tel que {(a) =0et f =id +¢a. Ondit alors que f est une transvection.
Soit ¢ : E' x E' — R une forme bilinéaire telle que : Vo € E \ {0}, Jy € E, p(x,y) # Oet
V(z,y) € B2 o(y,2) = —p(z,y).

Soit G = {u € GL(E) ; Va,y € E, ¢ (u(z),u(y)) = ¢(z,y)}.

b) Montrer que G est un sous-groupe de GL(FE).
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¢) Montrer que G contient les applications de la forme id +A ¢(a, ) a avec A € Reta € E.
d) Montrer que G est engendré par les transvections de la forme indiquée en ¢).

288. [MPI] Soient n € Net O € O, (R). Calculer ap = |det(¢o)| ot o : A € Sp(R) —
0" A0.

289. Pour M € GL,(R) tel que —1 ¢ Sp(M), on pose T(M) = (I, — M)(I, + M)~ ",
On note A,,(R) I’ensemble des matrices antisymétriques et B,,(R) I’ensemble des matrices
M € O,(R) telles que —1 & Sp(M).

a) Montrer que T est bien définie sur A, (R) et B, (R).

b) Si A € A,(R), montrer que T'(A) € B,,(R).

¢) Si B € B,(R), montrer que T'(B) € A,(R).

d) Calculer ToT(A)si A € A,(R).

e) Soientz € Ret A :(_O ”g) Calculer T'(A).
/) Déduire des questions précédentes que toute matrice de Az, (R) est orthosemblable a une

matrice diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme <_OI "g)

290. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

a) Soit M € S *(R). Montrer que ’application (z,y) € (R™)?* — (M ™'z, y) définit un
produit scalaire sur R™.

b) Soient M € S;T(R) et N € A, (R). Montrer que M N est diagonalisable dans M., (C)
a spectre inclus dans ¢RR.

b) Soit A € M,,(R) diagonalisable dans M,,(C) a spectre inclus dans iR. Existe-t-il M €
STT(R)et N € A, (R) telles que A = M N ?

291. Soitn € N*. Onpose 7= "),

a) Soit M € My, (R) telle que M? = —I,,.

Montrer 1’équivalence : M J € Sy, (R) <& MTJM = J.

b) Onnote C = {M € Ma,(R), M? = —I,et MTJ € S F(R)} . Montrer que, pour
tout M € C, M + J € GLy,(R).

¢) Pour M € C,onnote Sy = (M + J)~ (M — .J). Montrer que Sy; € Sa,,(R). Montrer
que VX € R*"\ {0}, [|Sar X |2 < [ X]J2.

d) Montrer que, pour pour tout M € C, Sy J + JSy = 0.

292. Les espaces R? sont munis de leurs normes euclidiennes canoniques. Soient d et D des
entiers > 1. Etant donné POy -+ Pn € R?, on dit que (po, - - -, pn) se plonge isométriquement
dans QP s’il existe qq, . . ., ¢, € QP vérifiant ||p; —p;ll = |lgi — ¢;|| pour tous 4, j € [0, n].
a) On suppose que (po,...,Pn) se plonge isométriquement dans QP. Soit p une combi-
naison linéaire a coefficients rationnels de py, . . ., p,,. Montrer que (p, po, - . ., Pn) se plonge
isométriquement dans QP

b) Soient po, . ..,p, € R tels que ||p; — p;||*> € Q pour tous 7,7 € [0,n]. Montrer que
(po, - - -,Pn) se plonge isométriquement dans Q*?. On admettra que tout entier naturel est
somme de quatre carrés d’entiers.
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293.a) Soit A € S, (R). Montrer que A est définie positive si et seulement si, pour tout
k € [1,n], det((aij)1<ij<k) > 0.
b) Onpose Ay, = (t"7)1¢; j<x ot t € RT*. Calculer det Ay

1
¢) Onpose A = <ﬁ> . Démontrer que A est symétrique définie positive.
t—17

1<i,j<n
294. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
a) Soient A € M, (R) et F' un sous-espace vectoriel de R". Soit (f;)1<i<k une base or-

k
thonormée de F'. On pose : 7p(A) = Z (fi, Afi) . Montrer que 77(A) ne dépend pas de la
=1

1
base orthonormée choisie.

Dans la suite de I’exercice, on suppose A € S,,(R) et on note Ay > --- > A, les valeurs
propres de A, comptées avec multiplicité.

b) Déterminer le meilleur encadrement possible de 7(A) en fonction de F et de Sp(A).

¢) Onpose, pourt € R, A(t) = A+ tE;1.Pourt € R, onnote \;(t) > --- > A\, (t) les
valeurs propres de A(t). Montrer que : Vt > 0, A, (t) = A, et Ap > Aa(2).

d) Déterminer un équivalent simple de A1 () quand ¢ tend vers +oo.

Analyse

295. a) Soient N; et N, deux normes sur un R-espace vectoriel E. Montrer que si V7 et Ny
ont la méme sphere unité alors Ny = No.

b) On pose E = C°([0,1],R). Soit (f,g) € E2. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que (x,y) € R? — ||z f + v g||oo soit une norme sur R,

¢) Soit (E, (, )) un espace euclidien, dont on note || || la norme. Soit p une autre norme sur

E. On note S et S), les spheres unité respectives pour || || et p. Montrer que d : € S +—
sup |{x,y)| est a valeurs dans R™*, que k = sup |y|| est un réel strictement positif, et enfin
YyES, yESy

que d est k-lipschitzienne pour la norme || ||.
d) Onnote B={f € E, p(f) < 1}et,pourz € S, D, ={z € E; |(z,2)] < d(z)}.
Montrer que B = m D,.

z€eS

296. ** Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout convexe non
borné contient au moins une demi-droite. On pourra commencer par le cas d’un convexe
fermé.

297. ** Pour k € N*, soit Ry, la borne inférieure de I'ensemble Ej, des r € R tels qu’il
existe une boule fermée de R? euclidien de rayon 7 contenant au moins & points de Z2.

a) Calculer Ry, pour k = 2, 3, 4.

b) Si k € N*, montrer que Ry, est le minimum de F.

¢) Montrer que, pour k € N*, 4R;,? est entier.

d) Donner un équivalent de Ry, lorsque k tend vers +oo.
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298. ** Soit F I’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R. On munit E de la norme
| || o~ Déterminer les formes linéaires continues ¢ sur E telles que, pour tout (f, g) € E? tel

que ¢(fg) = 0, onait p(f) = 0 ou p(g) = 0.

299. ** Soit p : [0,1] — M,,(C) continue telle que, pour tout ¢, p(t)? = p(t).

a) Montrer que ¢ — rg p(t) est constante.

b) Montrer I’existence de u € C° ([0, 1], GL,,(C)) telle que Vt, p(t) = u(t)p(0)u™"(t).

¢) On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que I’on peut choisir u de sorte que 1’on ait
aussi u(0) = u(1).

300. Soit n > 2. On note B,, I’ensemble des matrices bistochastiques de M, (R) c’est-a-dire

les M = (m;j)i<ij<n € Mn(R) telles que : Vi € [1,n], Zm” = 1,Vj € [1,n],
j=1

Zmi’j =letV(ij) € [[1,n]]2, m;; = 0.Sio € Sy, onnote Py = (0;,5(j))1<i,j<n 12
rlnaltrice de permutation associée a o ; la matrice P, est dans I5,,.
a) Montrer que 5,, est une partie convexe de M,, (R).
Un élément M de B,, est dit extrémal lorsqu’il ne peut pas s’écrire M = (1 —t)A + tB avec
A, B éléments distincts dans B,, et t € ]0, 1].
b) Montrer que les P, sont des points extrémaux de 5,,.
¢) On fixe un élément M de B,,.
Pour une partie I de [1,n], onnote F(I) = {i € [1,n] ; 3j € I, m;; > 0}.
i) Montrer que |I| < |F(I)].
ii) Montrer qu’il existe une injection f : [1,n] — [1,n] telle que, pour tout i € [1,n],
™My f(i) > 0.
iti) En déduire I’ensemble des points extrémaux de ,,.
e) Montrer que B, est I’enveloppe convexe des P, pour o € S,,.

301. ** On munit F = C°([-1, 1], R) de la norme || ||oc.

a) Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7,, € R[X] de degré n tel que
VO € R, T),(cos 0) = cos(nb).

Soit (an)ns0 € (RT)N telle que Z a, converge.

+oo
b) Soit f : x — ZanTgn (z).
n=0
i) Montrer que f est bien définie et continue sur [—1, 1].
+oo
ii) Montrer que d (f,R3»[X]) = inf f—Plloo = ag.
aue (R X]) = inf 1= Pl = 3
Ind. On pourra considérer les points z = cos(m(1 + k3~"1)) pour k € [0, 3""].

302. Soient K une fonction continue de [0, 1]* dans R, E ’espace des fonctions continues de
[0, 1] dans R.
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a) Si f € E, soit Tk (f) la fonction de [0, 1] dans R telle que Va € [0,1], Tx(f)(z) =
1
/ K (z,y)f(y)dy. Montrer que T est un endomorphisme continu de I’espace normé (E, || ||oc)-
0

b) On suppose que K est a valeurs dans R, que A € R** et que I’espace propre E(Tk)
contient une fonction non identiquement nulle & valeurs dans R™. Montrer que E(Tx) est
de dimension 1.

303. Soit (uy,)n>0 une suite réelle telle que uy+1 — u2—n — 0. Montrer que u,, — 0.

304. * [MPI] Soient a < b réels et (u,)ncn une suite réelle telle que, pour tout ¢ € [a, b], il
existe une suite (k,)nen d’entiers tels que tu,, — k,, — 0 quand n — +o0.
Montrer que la suite (u,,) converge vers 0.

305. ** Soientov € RT* et 8 = 1/cv. Soit (2p,)n>0 la suite définie par zy = 1 et, pour tout
an + 1
a(n+1)
a) Donner un équivalent de z, et sa valeur exacte lorsque § € N*.

b) Soit (x,,),>0 une suite réelle.

neN, 2,41 = Zyyis

1 n
On pose, pour n € N, p,, = —— Z:Ek et y, = ax, + (1 — a)u,. On suppose que
n+1 P
Yn — = € R. Montrer que z,, — .
306. Pour n € N, on pose u,, = |[{(p,q) € N*, p* + ¢°> = n}|.

. o . 1
a) Déterminer la limite de la suite de terme général — E U
n
k=0

b) Etudier la nature de la suite (u,,).

¢) Montrer que (u,,) n’est pas bornée.

307. Soit (ay, )nen une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, a, 11 = an (1 — ay).
1

a) On suppose que ag = 1/2. Montrer que — — n ~ Inn quand n — +o0.
Qnp,

b) On suppose ag > 1. Déterminer la limite de (a,,) puis un équivalent de a,,.

¢) Donner un développement asymptotique a deux termes de a,,.

308. a) Pour n > 3, justifier I'existence de x,,y, € Ravec 0 < z, < y, solutions de
r—nlnz =0.
b) Donner un développement asymptotique a deux termes de x,, et ,,.

309. Construire une suite strictement croissante (p,),>2 d’entiers avec po = 2 telle qu’il
Pnt+1—1 1
existe C' > 0 vérifiant, pour tout n > 2, Z Wk > C, et telle que la série de terme
n
k=pn

général 2~ (Pr+17Pn) diverge.
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499999 (—1)*
310. On pose o = 4 Z

M1 Montrer qu’exactement une des 16 premieres décimales

de « differe de la dec:1male de 7 correspondante.

1 1
311. Soient p > Oetq > O telsque — + — = 1 et n € N*. Montrer que, pour tout
p q

(@10 be) € (B S iy < (Z) (Zb)
i=1 i=1 =1

312. Soit f : R™ — R™* de classe C* telle que f(z) — 0 quand * — 0T et quand
x — +00. On suppose que, pour tout n € N*, il existe un unique z,, € R™* tel que
F(a,) =0.
a) Montrer que la suite (x,,),>1 est croissante.
b) Soit n € N*. Montrer que 2" (™) (z) 2 0.

T—r

f(x)

Q=

¢) On pose g(x) = —— pour tout x > 0. Montrer que, pour tout n > 0, il existe
x
(n—=k) (
U0, -, 0n,n € Ztels que g™ (x Zan kf k+1( ) pour tout z > 0.

d) Montrer que, pour tout n > 0, (—1 )” (”)( ) > 0 pour tout z > 0.

313. Soit f € C?(R,R). On suppose que : f> < let ()% + (f”)? < 1. Le but est de
montrer par ’absurde que g = f2 + (f’)? < 1. On suppose donc qu’il existe ¢ € R tel que :
) + F(2)?

Onpose: E = {z € R; Vy € min(t, z), max(t,z)], f(y)* + f'(y)> > 1}.

a) Montrer que E est un intervalle ouvert.

b) Montrer que f ne s’annule pas sur E.

¢) Conclure.

314. Si (¢r)1<k<a est une famille de fonctions de |—1, 1] dans R, on dit que (¢r)1<k<a
vérifie (C) si ¢1 < o < ¢p3 < dgsur]0, 1] et po < Py < P1 < ¢3 sur ]—1,0].

a) Montrer qu’il n’existe pas de famille (¢ )1<r<4 de fonctions polynomiales vérifiant (C').
Ind. On pourra étudier la valuation de ¢; — ¢; pour i # j.

b) Existe-t-il une famille (¢ )1<k<4 de fonctions de classe C vérifiant (C') ?

315. Soit s : R — Retelle que () : Vo € R, s(z + 1) = s(z) + —— et s(x) — 0.

1+ T——00
a) Montrer que, pour tout z € R, s(x) > 0
b) A-t-on existence et unicité de s vérifiant (x) ? Déterminer les s solutions.

¢) Que se passe-t-il si on remplace la condition s(x) — 0 parla condition s(z) oy 0?
T—>— 00 T—>+00

316. @) Soit f € C°(R,R). Montrer que f est affine si et seulement si, pour tout réel x, on a
flath)+f@—h—2f@)
h? h—0+
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b) Montrer que le résultat de la question précédente peut tomber en défaut sans hypothese
de continuité.

317. Soit F : R — R, On suppose qu’il existe a, 7 > 0 tels que :
V(z,y) € R?, aF (z) F(y) < F(z +y) < nF(x) F(y).

/
a) On suppose que F est de classe C' et que yal est bornée. Montrer qu’il existe v € R
et H : R — R™* bornée tel que : Vx € R, F(z) = " H(x).
b) On revient au cas général. Montrer qu’il existe une unique fonction G : R — RT* telle

F
que ~ soit bornée et V(x, y) € R?, G(x +y) = G(z) G(y).
318. * Soient M,m € Ravec 0 < m < M, f € C°(R,[m, M]), ¢ € R\ {~1,0,1}. Soit
t
(%) ’équation fonctionnelle V¢ € R, g(t) =1+ %
a) On suppose m > 2 ou M < 1/2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée de ().
b) Montrer que les solutions bornées de (*) ne s’annulent pas.

319. Soit £ = R[X]. Soit ¢ € L(FE).
a) Montrer qu’il existe une unique suite (G,,),>0 € E" telle que :

+o0
VP e E. p(P)=> G,P".
n=0

€T
b) Expliciter (G,,) pour ¢ Vérifiant : VP € E,Vz € R, o(P)(z) = / P(t)dt.
¢) On suppose que, pour tout P € EFeta € R, si P admet un min(i)mum local en a alors
©(P)(a) = 0. Montrer qu’il existe Q) € F tel que, pour tout P € E, p(P) =Q P'.
d) On suppose que, pour tout P € E et a € R, si P admet un minimum local en a alors
©(P)(a) > 0. Montrer qu’il existe Q, R € E tels que, pour tout P € E, p(P) = Q P’ +
R P” avec R positif sur R.
e) Donner une preuve directe de 1’égalité trouvée en b) .

320. Soient f : R — Retg : R — R. On suppose qu’il existe quatre réels strictement positifs
o, B, A, B tels que V(z,y) € R, |f(z) = f(y)| < Az —y|* et |g(z) — g(y)| < Bla—y|’

+oo
1
eta+/>1.0npose(:s € |l,+oo] — E — On fixe deux réels a < b.
nS
n=1

n—1
a) Pour une subdivision o = (g, ..., x,) de [a,b], on pose J(o) = Z flzr)(g(zps1) —
k=0

g(xx)). Montrer que |J (o) — f(a)(g(b) — g(a))| < AB((a+ B) (2(b — a))**7.
b) Montrer qu’il existe un réel 1, ;(f, g) tel que, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que, pour
toute subdivision o = (zy, ..., x,) de [a, b],m]?X |Tpr1—xk| <= |J(0)—ITap(f,9)] <e.

321. On note S I’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit y : [0,1] — S une
fonction continue. Montrer qu’il existe une fonction continue ¢ : [0, 1] — R telle que ¥(t) =
2™ pour tout ¢ € [0,1].
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322. Soit f : [0,1] — R continue. On pose h : t € [0, 1] — ir[%)f ]f(s) etg=f — 2h.
s€[0,t

a) Montrer que g est continue, positive et que g(0) = 0.
b) Montrer que si f est affine par morceaux alors g I’est aussi.

¢) On suppose que f atteint son minimumen 1. Onpose g : t € [0, 1] — 1?f | g(s). Montrer
selt,1

que f =g — 2q.

323. ** Soit P I’ensemble des nombres premiers.

On pose ¥(z) = Z InpetT(z Z \If( )

peP,céeN* 1<n<e

pP¥<Sz

a) Montrer que T'(z) = Z In(n) = zln(zx) — x + O(Inx) quand x — +o0.
1<n<z

b) Montrer que T'(z )—QT( ) Z( Il 1\I/< >:x1n2+0(lnm).

n<x
324. [MPI] Soit f une bijection de classe C' de R sur R™, de réciproque notée g.

z f(@)
a) Montrer que, pour z > 0, / f()de + / g(t)dt =z f(z).
0 0

x

y
b) Déduire que Vz,y € RT, 2y < / f(t)dt—i—/ g(t)dt.
0 0

325. [MPI] Soit f : [0, 1] — R continue et strictement positive sur ]0, 1].

1/p
a) Calculer lim (/ f(z pdm) .
p——+o0

b) Calculer hm < / f(z pdx)

1
326. Soit f la fonction 1-périodique de R dans R telle que Vz € [0, 1[, f(x) = = — 3" Pour i

1
et j dans N*, calculer/ flix) f(jz) de.
0

327. [MPI] Pour a,b > 0, on définit J, = 2 / i d9 .
0o +/(acosf)?+ (bsin6)?
oo dz
V@@ )
b) Montrer que J, ; = JaTM‘\/—b.

a

a) Montrer que J, ; =

+oo
328. [MPI] Déterminer les réels « et 3 tels que / | sin ¢|* 7 dt < +o0.
0
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329. [MPI] a) Pour f € C°(R,R), on note Iy = {p >0, / |fIP < —|—OO}. Montrer que I
R

est un intervalle et exhiber f telle que I =]a, b, |0, b[ ou ]b, +-00[ pour 0 < a < b.
1 1/p
b) Déterminer lim ( / Viks >
p—400 0

1
330. [MPI] Soit f : R — R intégrable sur R. On pose g : € R* — f (x — —>. Montrer
x

0 —+o00 400
que g est intégrable sur R™* et sur R™*. Exprimer / g+ / g en fonction de / fa
—o0 0

— 00

331. [MPI] On rappelle que / e~ /2 dy = /2.
R

—x2/2
(_1)ner2/2(me—x/).

n

Pourn € N,onpose p, : z € R —

a) Montrer que p,, est polynomiale, préciser son degré et son coefficient dominant, et dé-
montrer que p,, est paire ou impaire.

b) Calculer / D () p () e~*"/2 dz pour (m,n) € N2,
R

¢) Soitn € N*. Calculer I’intégrale multiple
1 n
I:/R~~-/R H (.ZL']'—ZUi)Z exp<—52xi> dzy - - -dz,.
1<i<jsn k=1

Ind. On pourra s’intéresser au déterminant de la matrice (p;—1(z;))1<i,j<n-
332. [MPI] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de carré intégrable sur R telle que / fifi =
R

N-1
i jpourtous i,j € N.Pour N € N*etz,y € R, on pose Kn(x,y) = Z fe(@) fr(y).
k=0

Pourp € Netxy,...,2, € R, onpose p,(x1,...,2p) = det (Kn(zi, x;))1<i,j<p)-
Calculer/.../gop(xl,...,mp)dxl...da:p.
R R

1 1
In(1 4 ¢¢ In(1—1¢
333.a) Soita € R**. Calculer les intégrales / % dt et / y dt.
0 0

b) Soit (a,), € (N*)V telle que I € Ps(N) Zan soit injective, P¢(N) désignant
nel
+oo 1
I’ensemble des parties finies de N. Montrer que Z — < 2

a
n=0 "

¢) Soit (a,,), € (N*)N telle qu’il n’existe pas d’entier n ni de partie finie I de N\ {n} telle

+oo
1
que a, = E ar. Montrer que E — < 50.
Qn
kel n=0
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334. Soient (an)nen et (by)nen deux suites réelles.
On pose f, : ¢ € R — a,, cos(nx) + b, sin(nx). Montrer que si (f,,)nen converge simple-
ment sur R alors (a, )nen et (b, )nen convergent vers 0.
335. Pour n € N, soit f,, : © € R\ Z > 7 cotan(mx) i !

. , n 7r Tx) — :

=t k

a) Montrer que (f,,)n>0 converge simplement sur R \ Z vers une fonction f, et que I’on peut
prolonger f par continuité a R.

b) Montrer que la fonction prolongée par continuité est de classe C' sur R et vérifie :

1
Ve e R, 4 f(z) = f' (g) +f (x;r )
¢) En déduire que f est identiquement nulle sur R.

x . z . CEN . .
d) Onpose g : x — =1 Justifier que g est développable en série entiere au voisinage
e p—

. N X .
de 0 et que le développement en série entiere de x — g(x) — 1+ 5 ne contient que des termes

+oo
pairs. On note g(z) =1 — 5 + Zlan ",

e) Pour n € N*, donner une exprgssion de ¢(2n) en fonction de a,,. Ind. On pourra considé-
rer g(ix) pour z € R.

336. Soit f € CY([0, 1], R).

Sit > 0,onpose g :x €[0,1] — inf {f(y) + t|ly — z|, y € [0,1]}.

a) Sit > 0, montrer que g, est une fonction continue.

b) Soit z € [0, 1]. Montrer que la suite (g, (x))n>0 est croissante et qu’elle converge vers
().

¢) Montrer que (gy,)n>0 converge uniformément vers f sur [0, 1].

337. a) Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7,, € Z[X] tel que :
Vo € R, T,,(2 cos(x)) = 2 cos(nx).
+oo
1
b) Pour z,y € [—2,2[ avec x # y, on pose S(x,y) = Z —Tn(x) T (y).
n
n=1
i) Montrer que S, (z,y) est bien défini.
ii) Montrer que, pour z,y € [—2,2[avec  # y,ona S(z,y) = —2In |z — y|.

338. Soit a € R.

na

+
a) A quelle condition sur « la fonction f : z — Z est-elle définie sur R* ?

n=1
b) Lorsque f est définie sur R™, déterminer sa limite, puis un équivalent, en +oo.
¢) On fixe un polyndme P € R[X] de degré d > 0, sans racine dans [1, +oo[. Donner une

+o0 «

.. . . n PPN
condition nécessaire et suffisante sur («,d) pour que g : x Z Bt soit définie
n=1

(n+x)

n

sur R™. Dans ce cas, donner un équivalent de g en +oc.
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339. % a) On fixe un entier d > 0. Soit (¢ ) <4 une famille de nombres complexes indexée
par Z¢<y = {k € Z, k < d}. On suppose qu’il existe un réel R > 0 telle que (cx2"); soit
sommable pour tout z € C tel que |z| > R; pour un tel z, on pose g(z) = Z cxz®. On
kEng

suppose enfin que ¢y, . . ., ¢4 sont tous rationnels et que g(a) € Z pour une infinité d’entiers a.
Montrer que ¢y € Q et ¢ = 0 pour tout k < 0.

b) Soit s € N* et P € C[X]. On suppose que, pour tout entier n assez grand, P(n) est la
puissance s-ieme d’un entier. Soient 7y, ..., Ts dans Z. Montrer qu’il existe une fonction g
vérifiant les hypotheses de la question précédente (pour un certain d) et telle que, pour tout

S

complexe z de module assez grand, H P(z + 1) = g(2)°. En déduire qu’il existe un

k=1
polyndme Q € C[X]|tel que P = Q° et Vk € Z, Q(k) € Z.

340. Soient # > 1 et P € Z[X] unitaire de degré n € N* dont 6§ est racine de multiplicité
1 et dont les autres racines complexes sont de module < 1 et dont 1/6 n’est pas racine. Soit
Q=X"P(1/X).

P
a) Montrer que f : z — QEZ; est développable en série entiere au voisinage de 0 de rayon
z
—+o00
1/6.Onnote f(z) = Z b, z" ce développement.
n=0

b) Montrer que g : z — f(2)(1—0z) est développable en série entiere de rayon > 1. On note

00 27 400
1 .
g(z) = E cn 2" . Montrer que les ¢, sont dans Z et que / |g(e’t)|2 dt = E a2
0

n=0 2 n=0
+o0
¢) Démontrer que 1 + 6% = b3 + Z(b” — 0b,_1)>.
n=1

d) On suppose que P(0) > 0. Montrer que (b, ),cn est croissante.

n
341. [MPI]a) On pose ug =1 et u,t1 = Z Uk Uy —f pour tout n € N. Calculer u,,.

k=0
2

b) Pour n € N, on pose I,, = / 2?"\/4 — x2dx. Prouver I’existence d’une constante
-2
¢ > 0 telle que Vn € N, u,, = cI,, et la déterminer.

342. Soit m € N*.
Onpose ug = 4™, u; =4™ — let,pour k € [1,m], up = -1+

etvk:m/olw((1+:U)k—(1—:c)k)dx.

a) Montrer que, pour tout k € [1, m], vy, = ug.

2m — k .
U — Up_
om B o Ukl

1
1 m
b) Donner un équivalent de W,, = m/ d+z)" tf) (T+2)"™ = (1 —2)™)dz.
0
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+oo
343. Déterminer un équivalent de / (te™")*dt quand 2 tend vers +oc.
0

344. ** Soit E I’ensemble des fonctions y de classe C? de R™ dans R telles que, pour tout
t € R,y (t) + e'y(t) = 0. Soity € E\ {0}.

a) Montrer que les zéros de y sont isolés.

b) Montrer que les zéros de y peuvent étre rangés en une suite strictement croissante (t,,),>0
tendant vers +o0.

¢) Donner un équivalent de ¢,,.

345. Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

a) Soient p un projecteur de E et a € L(F) tels que ap 4+ pa = a. Montrer que tra = 0.

b) On note P(FE) ’ensemble des projecteurs orthogonaux de E. Pour p € P(E), décrire
I’espace tangent 2 P(E) en p. Quelle est sa dimension ?

Géomeétrie

346. Soit (u, v) une base de R?. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u, v) pour
qu’il existe un polygone régulier a n cotés dont les sommets sont tous dans Qu + Qu.

Probabilités

347. [MPI] Un tiroir contient 2n chaussettes, constituant n paires. On tire successivement et
aléatoirement les chaussettes du tiroir les unes apres les autres jusqu’a avoir tiré une paire.
Quelle est I’espérance du nombre total de chaussettes tirées ? Ind. Pour simplifier le résultat,

2n
on pourra utiliser un raisonnement probabiliste pour établir que Z ( ) 27k = 1.
n

k=n

348. On organise un tournoi avec une infinité (J,),cn de joueurs. Les modalités sont les
suivantes : Jy et .JJ; s’affrontent, le gagnant affronte .J» et ainsi de suite : le gagnant de chaque
partie affronte le joueur suivant lors de la partie suivante. On considere tous les matchs comme
indépendants et on note p,, = P(.J,, remporte son premier match). Le tournoi s’arréte lors-
qu’un joueur remporte deux matchs successifs. On note 7' la variable aléatoire donnant le

nombre de matchs joués jusqu’a I’arrét du tournoi. Pour les deux premiéres questions, on fixe

1
a €0, 1] et on suppose que : Vn > 2, p, =1 — —.

(e}
a) Montrer que 1" est presque siirement finie.
b) Montrer que T est d’espérance finie.
¢) Dans cette question, on fixe /N > 2 et la condition de victoire devient : un joueur remporte
le tournoi quand il a gagné N matchs consécutifs. Ainsi le cas précédent correspond au cas
N = 2. On suppose que, pour tout n € N*, p,, = p € ]0, 1].
On note a,, = P(T > n) avec, pour k < N, a;, = 1. Déterminer une relation de récurrence
entre les a,,.

349. [MPI] Soit n € N*. Pour 0 € S,,, on note |o| le nombre de cycles dans la décomposition
de o en cycles a supports disjoints (y compris les cycles de longueur 1).
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a) Pour k € [1,n], on pose Cy = [{o € Sy, |o| = k}|.

Calculer f,, ou f,, : x — Z Chat.
k=1
b) Soit 0,, une variable de loi uniforme sur S,,. Donner un équivalent de 1’espérance de |0, |.
0]
In(n)

350. [MPI] @) Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P ().
Calculer E(X(X —1)---(X — p+ 1)) pour tout p € N*, et calculer E(1/(X + 1)) et
E(1/(X +2)).

b) Soient A un ensemble fini de cardinal n et p € N*. Une p-partition de A est une partition
de X formée de p sous-ensembles (non vides) de X . Soit B un ensemble fini de cardinal m.
Dénombrer, pour une p-partition de F de A, les applications de A dans B dont F est I’en-
semble des fibres non vides (a savoir des ensembles non vides de la forme f~'{b} ot b € B).
¢) En utilisant les deux questions précédentes, exprimer le nombre de partitions de A comme
la somme d’une série numérique.

¢) Montrer que tend vers 1 en probabilités quand n — +o0.

351. Soientp € |0, 1[ett > 0. Soient (X, ), en une suite de variables aléatoires i.i.d. vérifiant
P(X, =1) =petP(X,, = —-1) =1 —pet N ~ P(t) indépendante des X,,. On pose :

Sn = in

1=
a) Pour n € 7Z, calculer P(Sy = n).
b) Montrer que :

n+2z
+>k zy+1/y
V(z,y) € (R g y" E Al =e ;
nez 1€N
n+1:>0

352. Soientp € |0, 1[, m > 2et{ = e2im/m,
a) Montrer que :

m—1
1 .
Va,b € C, g (Z) afon T = m Z b+ &a)".
ke[[(l),n]] J=0
m|k

b) Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de para-
metre p. Onpose : A, = (m | X; +--- + X,,) etu,, = P(A4,,). Montrer que la suite (u,,)
est convergente et déterminer sa limite.

1

m

¢) Montrer que : Vn € N*, |u, < e8pan/m* gy g=1-np.

353. [MPI] Soit X une variable aléatoire discrete positive ayant un moment d’ordre 2 et telle

2
que E(X?) > 0. Montrer que, pour t > 0, P(X — E(X) < —t) < exp (—m> .
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354. ** Soit (X»n)n>1 une suite de variables aléatoires 1.i.d. é Valeurs dans N*. On suppose

de plus que E(X?) < +0c0, et on pose S,, X;etT, = — pour n > 1.
plus que E(X7) p Z Zl g P
a) Montrer que, pour tout w, (T, (w))n>1 a une hmlte dans [0, +00].

b) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 et une suite strictement croissante (nj)k>1
C
d’entiers > 1 vérifiant ny1 > 2ng et P (S, > 2n; E(X;)) < " pour tout & > 1

¢) En déduire que (7},),,>1 tend presque stirement vers +oo.

. 1
d) Montrer que V(7)) < ZE (§> pour tout n > 1.
i=1 @

355. On pose (X)p = let,pourn € N*, (X), =X(X —-1)--- (X —n+1).
a) Montrer que ((X)n),, est une base de R[X].

b) Pour k € N, on décompose Xk Z ag,n(X)n. Déterminer ay, o et ag ,, pour n > k.
¢) En considérant une variable aleatmre Z suivant la loi de Poisson de paramétre 1, montrer
400 1 +o0 ik
queVk €N, " apn, = = > -

n=0 =0
d) Pour 0 < n < k, on note by, ,, le nombre de fagons de ranger k objets indifférenciés dans
n tiroirs non numérotés, aucun des tiroirs n’étant vide. Montrer que by, ,, = ay p.

e) Soit k € N. Déterminer le nombre de facons de partitionner un ensemble a k éléments.

356. [MPI] On cherche a prouver I’existence d’un réel C' > 0 tel que, pour toutes variables
aléatoires réelles X et Y indépendantes et de méme loi, on ait I’inégalité
PIX-Y|<2)<CP(X-Y|<1).

a) On suppose X et Y 2 valeurs dans Z. Montrer I’existence de C’ > 0 indépendant de X et
Yielque P(| X - Y| <2)<C'P(X =Y).

b) Montrer le résultat souhaité.

¢) Montrer que C’ > 3.

357. [MPI]a) Soientn € N*etp € ]0, 1]. Existe-t-il deux variables aléatoires indépendantes
Y7 et Y2 de méme loi telles que Y7 + Yo ~ B(n,p)?

b) Ondit qu’une variable aléatoire Z est infiniment divisible si, pour tout k& € N*, il existe des
variables aléatoires i.i.d. Y7,..., Yy tellesque Y7 + - - - + Y ~ Z, avec a priori (Y7,...,Y%)
défini sur un espace probabilisé différent de celui de Z.

Donner un exemple d’une telle variable aléatoire.

¢) Que dire d’une variable aléatoire Z infiniment divisible de support inclus dans [0, 1] ?

d) Soient (X;);cn une suite de variables aléatoires i.i.d. et N ~ P(\) indépendante des X;
(avec A > 0). Montrer que Z = X1+ - -4+ Xy est une variable aléatoire infiniment divisible.

358. Soienta € |0, 1[et ¢, : z+— 1 — (1 —x)“.

a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans N* telle que, pour tout
z € [0,1], pa(z) = E ().
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b) Soit (A, )n>1 une suite d’événements de I’espace probabilisé (€2, .A, P) telle que, pour
toutn € N*, P(4,,) = 2. 0On pose Y =inf{n € N*, 14 =1} Montrer que Y ~ X,.

n
On considere 1’équation fonctionnelle : Va € [0, 1], pq(2) = z ¢ (¢q(x)) d’inconnue ¢ :
[0,1] — R.
¢) Montrer que, pour a € [1/2,1] cette équation admet une unique solution continue, qui est
de plus la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N.
d) Montrer que ce n’est pas le cas pour a = 1/3.

359. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = 0) = 1——
1

et P(X,, =n) = —.Onpose, pourn € N*, S, = X; +--- + X,,.
n

a) Soit A € R™. Déterminer la limite de (E (e‘ASTn)) oy

b) Soit f € C°(R™* R) dérivable sur |1, +oo[ et telle que : Vo > 1, f(x — 1)+ 2f'(z) =0
etvVe € 10,1], f(z) = 1.

Montrer qu’il existe une unique fonction f qui respecte ces conditions, qu’elle est strictement
positive sur R™ et tend vers 0 en +o0.

+oo
¢) On définit p(\) = / e~ f(t)dt, avec f la fonction de la question précédente. Mon-
0

trer qu’il existe k& > 0 tel que, pour tout A € R, lirf E (e‘ASf) =eFp(N).
n——+0o0o
360. ** Soient X une variable aléatoire a support fini 4 valeurs dans Z? et telle que —X ~
X, (Xk)k>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de X.
Pour n € N*, on pose S, = X1 + -+ + X,,.
a) Montrer que, si n € N*, E(||S,||?) = n E(|| X||?) et P(Ss, = 0) = Z P(S, = z)°.
T€Z?
b) Montrer qu’il existe ¢ € R™* tel que Vn € N*, P(S,,, = 0) >
¢) Démontrer que P(In > 1, S, =0) = 1.

Slo



