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Mines - Ponts - MP

Algebre

458. Pour n > 2, on pose f(n) = H d. Résoudre 1’équation f(n) = n.

del,n—1]
d|n
459. Soit n € N* dont on note {dy, ..., dy} I'ensemble des diviseurs positifs. Montrer que :
k
1 n+1
<) di < :

460. Soient p, g deux entiers naturels premiers entre eux tels que p < q. Montrer qu’il existe

un entier n > 1 et une liste strictement croissante (ag, ..., a,) € (N*)" telle que
n k—1
—1
P_y U e < M
T = p

461. a) Soit p premier impair. Pour £ € [1,p — 1] montrer qu’il existe un unique kL e

-1
[1,p — 1] tel que k - k= = 1 [p]. Montrer que pz: E~t=0(p).
k§i1
b) Soit m un entier naturel impair. Montrer que Z ™ =0 [p].
¢) Ici, p > 5. Montrer que pour k € [1,p — 1], Izl:éxiste un unique k* € [1,p? — 1] tel que
~1

k- k* =1 [p®]. Montrer que pz: k* =0 [p?].

k=1

462. On note 7(n) (resp. o(n)) le nombre de diviseurs positifs de n (resp. la somme des
diviseurs positifs de n).

a) Montrer que si n A m = 1 alors o(nm) = o(n) o(m).

b) Montrer que si o(n) est premier alors 7(n) ’est aussi.

463. Pour n € N, on pose M,, = 2" — 1,u:2—|—\/§,v:2— \/getsn = u?" 0%,
a) Montrer que, si M, est premier, alors n I’est aussi.
b) Montrer que Vn € N, 5,41 = s> — 2. Qu’en déduire sur la suite (s,,)?
¢) Pour ¢ € N*, on pose B = (Z/qZ)? et, pour (x,y),(2',y’) € B, on pose (x,y) +
(2,y) = (z+2",y +y') et (x,y) x (2, y') = (x2" + 3yy’, 2y’ + y2').
i) Montrer que (B, +, X) est un anneau commutatif.
ii) Onpose A=Z+3Zetmw:a+V3be A (a,b) € B.
Montrer que 7 est bien défini et est un morphisme surjectif d’anneaux.
d) Soit n un nombre premier. Montrer que, si M, divise s,,_o, alors M,, est premier.
Ind. On pourra raisonner par I’absurde en considérant le plus petit diviseur premier g de M,
et ordre de (2, 1) dans B*.
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464. Soient A un anneau commutatif intégre et ag, ay, . .., a, dans A. Montrer que, si a,, #
0, I’équation ag + a1 + - - - + anx™ = 0 admet au plus n solutions dans A.

465. Soient m et n dans N*. Déterminer les morphismes de groupes de Z/mZ dans Z/nZ.

466. Soient p un nombre premier, et G un groupe fini d’ordre 2p. Montrer que G posseéde un
élément d’ordre p.

467. On note S,, le groupe des permutations de {1, ...,n} et M,, le maximum des ordres des
éléments de S,,.
a) Montrer que n < M,, < nl.

b) Sin > 4, montrer que M,, < max (kM,_y).
2<k<n—1

¢) Montrer que M,, = O(3"/3).

468. Soit G un groupe fini dont tous les éléments sauf le neutre sont d’ordre 2.

a) Montrer que G est abélien.

b) Soient H un sous-groupe de G ety € G\ H. Montrer que H U yH est un sous-groupe
de G, et que 1’union est disjointe.

¢) En déduire que |G| est une puissance de 2.

d) Calculer le produit de tous les éléments de G.

469. Soit GG un groupe abélien fini dont I’ensemble des automorphismes est de cardinal 3.

a) Montrer que ¢ : € G — =~ ! est un automorphisme de G, puis que Vz € G,z = e.
b) Montrer que GG admet un sous-groupe V' d’ordre 4 et déterminer les automorphismes de V.
¢) Montrer qu’il existe » € N tel que G soit isomorphe a V' x (Z/2Z)", et en déduire une
absurdité.

470. Soient GG un groupe abélien fini et G I’ensemble des morphismes de groupes de GG dans
(C*, x).
a) Montrer que G estun groupe fini.
b) Soit p € G non trivial. Montrer que Z ©(g) = 0.
geG
¢) Montrer que G est une partie libre de I’espace vectoriel (G, C).
d) En déduire que |§| < |G

471. Soient K un corps, A, B deux parties finies de K. On note m = card(A) et n =
card(B).Onpose C = {a+ b, (a,b) € A x B}.

a) Pour K = R, montrer que Card(C) > m +n — 1.

b) Montrer le méme résultat pour K = C. On pourra utiliser I’ordre lexicographique sur C.

Pour K = Z/pZ, ot p est premier, on veut montrer que card(C') > min(p, m +n — 1). On
suppose par 1’absurde que card(C) =m+mn —qgavecqg > 2etm+n —q < p.

¢) Montrer qu’il existe f : A — Z/pZetg: B — Z/pZ telles que :

() Vk € {0,...,m =2}, fla)a* =0, @)Y fla)a™ ' =1,

acA a€A
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(i) Vk € {0,...,n— 1]\ {n+1— g}, 3 g®) P =0, ()3 gB) b7 = 1.
beB beB
d) Conclure en calculant de deux manieres différentes la quantité :

Q=3 fag®) [Ja+b-o.

(a,b)eAxB ceC

472. Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A. On dit que [ est un idéal premier si [
est distinct de A et si, pour tout (x,y) € I?, la condition zy € I implique z € I ouy € I.
a) Déterminer les idéaux premiers de Z.

b) Soit P € K[X] irréductible. Montrer que PK[X] est un idéal premier de K[.X].

¢) Soient J et K deux idéaux et I un idéal premier. Montrer que : J N K = I implique
J=ITouK=1.

d) Soit A un anneau commutatif non trivial dont tous les idéaux distincts de A sont premiers.
Montrer que A est intégre puis que A est un corps.

473. Soit I un idéal d’un anneau commutatif A.

On appelle radical de I 'ensemble VT = {z € A; In € N,z" € I}.
a) Montrer que VT est un idéal de A contenant .

b) Déterminer les radicaux des idéaux de Z.

474. Soit P € R[X] non constant tel que, pour tout z € R, P(x) > 0.
a) Montrer que P est de la forme

P—)\xﬁ(X— 2a: f[(X ) (X — )\)nyL

avec A > 0, les a; dans R et les A; dans C \ R.
b) Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels que P = A* + B

475. Soit D désigne le disque unité ouvert de C. Soit P € C[X] de degré n € N*. On suppose
que P posseéde une racine zo € C vérifiant |z < 1. Montrer qu’il existe @ € C,,[X] tel que :
vz e U, [P(z)] = |Q(2)] P(2)] <[Q(z)l-

476. Soit P € Z[X] unitaire de degré n > 1. On note Ay, ..., \, ses racines complexes,

distinctes ou non. Montrer que, pour tout ¢ € N*, le polyndme H (X — A]) est encore a
k=1
coefficients entiers.

477. Soit P € R,,[X], unitaire de degré n > 2, dont toutes les racines sont réelles et néga-

n+1
tives. Montrer que P'(0) P(1) > P(0).

. . ~ N . . . s .
478. Montrer qu’il existe un polyndme a coefficients entiers dont sin 180 est racine.
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_ - 2n +1 e
479. Soit n € N*. On pose P, = Z(—l)k< )X" ,
~ 2k +1

a) Montrer que sin((2n + 1)0) = (sin 0)2" 1 B, (cos2(0) / sin®(8)) pour tout § € R \ 7Z.
" cos?(km/(2n + 1 n — 1
B) En déduire que 3 0 E/ @+ 1) _ nZn — 1)
= sin”(km/(2n + 1)) 3
+o0 7T2
Concl = =
¢) Conclure que ; 12 s

480. * On fixe un entier n € N*.

a) Montrer que I’équation (E,,) : tan(y) = 2n tan(y/2n) posseéde au moins n — 1 solutions
dans |0, nr.

A(tant)

b) Expliciter deux polyndmes A, B a coefficients réels tels que tan(2nt) = Bltant)
an

pour

tout réel ¢ tel que tan ¢ et tan(2nt) soient définis.

¢) Mettre en évidence un polyndme P tel que les solutions de (F,,) soient les solutions de
P(1/tan?(y/2n)) = 0.

d) Dénombrer les solutions de (E,,) dans |0, nr|.

1
481. @) Montrer que, pour n € N*, il existe P,, € Z[X] unitaire tel que P, (X + —) =

X
1
X"+ —.
+ X0
b) Déterminer les r € Q tels que cos(7r) € Q.
482. Pour une partie finie I = {x1,...,x,} (de cardinal n) d’un R-espace vectoriel E, on
note

Conv(I) = {Z)\kxk s (A, dn) € (RT)™ Z)‘k = 1},
k=1 k=1

Pour P € C[X], on note Z(P) I'’ensemble de ses racines complexes. Soit P € C[X] non

constant. ,

a) Ecrire la décomposition en éléments simples de B

b) Montrer que Conv(Z(P")) C Conv(Z(P)).
¢) Soit H un demi-plan fermé de C contenant au moins une racine de P’. Montrer que H
contient au moins une racine de P. Démontrer ensuite que P(H) = C.

483. Quelle est la dimension du Q-sous-espace vectoriel de R engendré par Us ?

484. Soit A € M,,(Z). Pour tout x € Z", on pose A(x) = pged(zy,...,z,). Montrer
I’équivalence des énoncés suivants : i) A(Ax) = A(z) pour tout x € R™; ii) det A = +1.

485. Soit A =

OO O =
OO = =
O = ==
e
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a) Calculer A™ pour n € Z.
b) Trouver B € My4(Q) telle que B* = A.

486. Soient A, B € M,,(K) et P € K[X] tel que P(0) # 0. On suppose que AB = P(A).
Montrer que A est inversible puis que A et B commutent.

487. a) Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R). Montrer qu’il existe une unique A € M, (R)
vérifiant VM € M, (R), p(M) = tr(AM).

b) Déterminer les formes linéaires ¢ de M., (R) vérifiant

VM, N € M, (R), $(MN) = ¢(NM).

488. Soit M € M,,(C) telle que rg M = 1.

a) Montrer qu’il existe a,b € C" tels que M = ab”.

b) Montrer que M? = (tr M)I,.

¢) Calculer x /. A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice M + I, est-elle inver-
sible ? Dans ce cas, expliciter son inverse.

489. Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que, pour toute matrice B € M, (R),
AB = 0 implique BA = 0.

490. Trouver les solutions dans M5 (R) de X2 + X :( 1 1 >

491. Soient z € C* et M = (27)1<; j<n € My (C).
a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M soit inversible.
b) Calculer rg M en fonction de z.

492. Soit (a1, ...,a,) € K". On pose an11 = ay. Soit M = (m; j)i<ij<n € Mn(K)
définie par : m; ; = az- + a§+1.

a) Calculer det M.

b) Etudier I’inversibilité de M.

493. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension n, u € L(E) nilpotent d’indice n — 1.
a) Calculer dim (Kerw’) pour 1 < j <n—1.
b) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est

0 1 o .- 0 0
0
1

0o ---. 0

494, Dans M,,(C) avec n > 2, soient N/ I’ensemble des matrices nilpotentes et H celui des
matrices de trace nulle.
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a) Montrer que Vect(N) # N.
b) Montrer que Vect(N) C H. A-t-on H = Vect(N)?

495. Soient A et B dans GL,,(R).
Montrer que I’ensemble des matrices de {tA + (1 —t)B, t € [0,1]} n’appartenant pas a
GL,,(R) est fini de cardinal au plus n.

496. a) Que peut-on dire du déterminant d’une matrice de GL,,(Z), le groupe des inversibles
de ’anneau M,,(Z) ?

b) Soient B,C € M, (R). On suppose que, pour tout k& € [0,2n], B + kC € GL,(Z).
Calculer | det B| et det C.

497. Soient M € M,,(R) et k € N*. On suppose que kM**! = (k + 1)M*. Montrer que
I,, — M est inversible et déterminer son inverse.

498. a) Définir la fonction indicatrice d’Euler puis exprimer ¢(n) en fonction de la décom-
position primaire de n € N*.
b) Montrer que, pour tout n € N*, n = Z o(d).
dln
¢) En déduire le déterminant de la matrice (i A j)o<i,j<n € Mn+1(R).

499. Montrer que : Vt > 0,YA € M,,(R),det(A? +tI,,) > 0.

500. a) Soient Py, ..., P,_; des polyndmes de C[X| avec Py de degré k et 2, . . ., z,—1 des
nombres complexes. Calculer det(P;_1(2j-1))1<i,j<n-

. Ti — T
b) Soient xg,x1,...,x, € Z. Montrer que H =2 eZ
o<i<j<n J !

501. Soienta; < ag < --- < ap etby < by < --- < b, desréelset M = (e‘“bﬂ')lgi,jgn.
a) Montrer que det M > 0 lorsque n = 2.

b) Calculer det M lorsque by, = k — 1 pour tout k.

¢) Montrer que M est inversible puis que det M > 0.

502. Soient A4, ..., A, € M, (R). On suppose que : Z(AiA]’ +A,;A;) = 0. Montrer que :
i#j

det (i(Ak +1,)* — (n— 2)In> > 0.

k=1

503. a) Soit A € M,,(Z) dont tous les coefficients diagonaux sont impairs et les autres pairs.
Montrer que A est inversible.

b) Est-ce encore le cas si on suppose les coefficients diagonaux pairs et les autres impairs ?
¢) On dispose de 2p + 1 masses telles que, des qu’on en enleve une, les 2p masses restantes
peuvent étre regroupées en deux ensembles de cardinal p de méme masse. Montrer que les
2p + 1 masses sont toutes égales.
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504. Soit E un K-espace vectoriel, ou K est un sous-corps de C. Soient f,g € L(F) tels que
(x) fog—gof=id

a) Vérifier que, pour tout P € K[X], f o P(g) — P(g) o f = P'(g) et montrer que (¢")nen
est libre.

b) Pour E = R[X], donner un exemple qui vérifie (*).

505. Soient A € GL,(C) et N € M,,(C) nilpotente telles que AN = N A. Montrer qu’il
existe B € M,,(C) telle que B> = A+ N.

506. Soient A, B dans M., (K) et k € N*. On suppose que A***B* = A et que A et B sont
équivalentes.

a) Montrer que dim Ker A = dim Ker A%

b) Montrer que K™ = Ker A @ Im A.

¢) Montrer que B¥T1 A% = B.

507. Soient K un sous-corps de C et A, B € M,,(K) deux matrices semblables. Montrer
que Com A et Com B sont semblables.

508. Soientn > 2 et K = R ou C.

a) Calculer Com(J,) ou J, :< I(; 8

b) Montrer que Com(AB) = Com(A) Com(B) pour tout couple (A4, B) € M,,(K)2.
¢) Exprimer rg (Com(A)) en fonction de rg A.
d) Etudier I'injectivité de v : A — Com(A). Quelle est son image ?

>avec()<r<n.

509. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Soient p1,...,p, € L(F) \ {0}. On
suppose que : V(i 7) € [1, n]2, p; © p; = 0 ;.

a) Montrer que : Vi € [1,n],rgp; = 1.

b) Montrer que la somme Im p; + - - - + Im p,, est directe.

510. Soit A € M, (R).

a) Montrer que : 1g A = rg A? <= R" = Im A ® Ker A.

b) Montrer que rg A = rg A? si et seulement si t(A+t1,,) " posséde une limite finie quand ¢
tend vers 0.

511. Si V est un sous-espace vectoriel de M, (K), on note V° I’ensemble des M de M,,(K)
telles que VA € V, tr(AM) = 0; ’ensemble V' est un sous-espace vectoriel de M, (K).

a) Exprimer la dimension de V° en fonction de celle de V.

b) Déterminer V° si V est le sous-espace des matrices triangulaires supérieures de M, (K).

512. Soit V un sous-espace vectoriel de M,,(Q) tel que V' \ {0} C GL,,(Q).
a) Montrer que dim V' < n.

lsii=j+1
b) On note S la matrice de M,,(Q) définie par s; ; =< 2sii=1letj=n
0 sinon.
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n—1
Soient Ag, ..., A\,_1 € Z tels que )\ soit impair. Montrer que Z \eS* € GL,(Q).

k=0
¢) En déduire que dans la question a) 1’égalité est possible.

513. Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie, A une sous-algébre de L£(E) telle
que les seuls sous-espaces stables par tous les éléments de A soient {0} et E.
a) Soitx € E.Donner ', = {f(x), f € A}.
b) i) Soient u € A tel que rg(u) = r > let f € A Montrer qu’il existe a € C tel que
rg(uo fou—au) <r.

i) En déduire qu’il existe u € A tel que rg(u) = 1.
¢) Montrer que A = L(E).

514. Soient F un K-espace vectoriel et u € £(E) vérifiant Im u* = Ker u*. Montrer que :
Imu = Ker u?.

515. Soit A € M,,(C). On note S(A) sa classe de similitude. On suppose S(A) bornée.

a) Montrer que A est diagonale a I’aide des matrices de dilatation I,, +(A—1)E; ;,ou A € C
eti € {1,...,n}. Montrer que toute matrice de S(A) est diagonale.

b) A I’aide des matrices de transvection I, n + F; joui # j, montrer que A € CI,.

516. Soit K un sous-corps de C.
a) Soient A, B € M,,(K) telles que A, B et A+ B sont nilpotentes. Montrer : tr(AB) = 0.
b) Soit (Aq,..., A,) une famille libre de M,,(K).
Soit & : B € M, (K) — ((tr(A1B),...,tr(A,.B)) € K". Montrer que ® est surjective.
¢) Soit G un sous-espace vectoriel de M, (K) constitué de matrices nilpotentes.
i) Exprimer la dimensionde G° = {B; VA € G, tr(AB) = 0} en fonction de celle de G.

-1
ii) Montrer que dim G < %

517. Soit n € N*. Soit D I’ensemble des matrices M € M,,(C) telles que m; ; = 0 pour
tous i, j € [1,n] tels que ¢ — j est impair.

a) Montrer que D est une sous-algébre de M., (C).

b) Soit M € GL,,(C). Montrer que M € D si et seulement si Com(M) € D.

¢) L’équivalence précédente reste-t-elle vraie si on ne suppose plus M inversible ?

518. * Déterminer les applications f de R" dans M., (R) telles que, pour tout X € R™ et
toute P € GL,,(R), on ait f(PX) = Pf(X)P".

519. Soientn > 2 et f € L(M,,(C)). On suppose que, pour toute matrice A € GL,,(C), la
matrice f(A) appartient & GL,,(C).
a) Soit A € M,,(C)\ GL,(C).
i) Montrer que A est équivalente 2 une matrice nilpotente.
ii) En déduire que f(A) ¢ GL,,(C).
b) Montrer que f est un automorphisme de M,,(C).
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520. Soit D,, le sous-groupe de GL,,(C) constitué des matrices diagonales inversibles. Dé-
terminer les P € GL,,(C) telles que VM € D,,, PMP~! € D,,.

521. Soit ¢ définie sur R[X] par ¢(P) = % (P(X)+P(—X))+ % (P(X) - P(—X)).

a) Montrer que Ker ¢ = {(1 — X)P, P € R[X] impair} et Im ¢ = { P € R[X] pair}.
b) Montrer que Im ¢ et Ker ¢ sont supplémentaires. Que dire de ¢ ?

522. Soit M € M,,(C). Déterminer la comatrice de la comatrice de M.

523. Rappeler la base canonique de M, (R). Donner une base de M., (R) formée de matrices
diagonalisables.

524. Soient n, d > 2 des entiers fixés. On note J la matrice de M,,(C) dont tous les coeffi-
cients sont égaux a 1. Soit M € S,,(R) vérifiant les conditions suivantes :
i) m;; = 0pourtoutl <i<n;
ii) sur chaque ligne, M a exactement d coefficients égaux a 1 et n — d coefficients nuls;
iii) pourtous 1 <i#j<n:
—sim; ; = 0 alors il existe un unique k£ € [1,n] tel que m; ;, = my ; = 1,
—sim,; ; = 1 alors il n’existe aucun k € [1,n] tel que m; = my, ; = L.
a) Déterminer le spectre de J.
b) Exprimer M J, JM et M? en fonction de M, J et I,,.
¢) Montrer que Ker(M —dI,,) = Im J. Que peut-on en déduire concernant le couple (n, d)?
d) Montrer que les autres valeurs propres de M sont racines d’un polynéme du second degré
a préciser.
n
525. Soit A € M,,(R) vérifiant : Vi € [1,n], Zai’j =1letV(i,j) € [1,n]? ai; € [0,1].
j=1
a) Montrer que 1 est valeur propre de A puis que si A € Spg(A), alors [\ < 1.
b) On suppose que Y(i,7) € [1,n]?, a;; > 0.
Montrer que 1 est la seule valeur propre complexe de A de module 1.
¢) On revient au cas général et I’on suppose que A est une valeur propre complexe de A de
module 1. Montrer que : \™ = 1.

526. Soient A, B, C dans M5 (C) telles que C = AB — BA et C' commute avec A et B.
Montrer que C' = 0.

527. Soient n > 2 et f un endomorphisme de C" de rang 2.
a) Exprimer x s en fonction de tr f et tr f 2,
b) Déterminer en fonction de tr f et tr f2 si f est diagonalisable.

528. Soient A € M, (R) et fa: M € M,(R) — ATMA € M, (R).

a) Soient (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y,) deux familles de R". Montrer que (X1,...,X,)
et (Y7,...,Y},) sont deux bases de R" si et seulement si (XinT)lgi,jgn est une base de
M, (R).

b) Montrer que A est inversible si et seulement si f4 est bijective.
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¢) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que f4 est diagonalisable.
d) Soient )\ une valeur propre non nulle de A” et Y un vecteur propre associé. Montrer que
F ={XY7T, X € R"} est un sous-espace stable par f4.

529. Soit M € M,,(C) telle que M? + M™T = I,.

a) Montrer que M est inversible si et seulement si 1 ¢ sp(M).

b) Montrer que M est diagonalisable.

¢) Déterminer les M dans S,,(R), puis dans M,, (R), telles que M?2+MT =1,

530. Soient J € M,,(C) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et A € M,,(C)
telle que A® = .J. Montrer que tr(A)> = tr(J).

531. Soit M € M,,(C). Déterminer I’ensemble I = { P € C[X], P(M) nilpotente}.

532. Soient n > 2, A, B € R[X] avec B scindé a racines simples de degré n + 1, et f
I’application qui & P associe le reste de la division euclidienne de AP par B. Montrer que f
est un endomorphisme de R,,[X]. Quelles sont ses valeurs propres ? f est-il diagonalisable ?

533. Soit (A, B) € M,,(C)?. Montrer qu’il y a équivalence entre :
i) A et B ont une valeur propre commune ;
ii) il existe C € M,,(C) non nulle telle que AC = CB.

534. Soit A € M,,(C) tel que Tr(A™) # 0O et, pour tout k € [1,n—1], Tr(A¥) = 0. Montrer
que A est diagonalisable.

1
535. Soit £ = C°([0,1],R). Si f € E, soit T(f) : = € [0,1] / min(z, t) f(¢)dt.
0

Montrer que 7' € L(FE). Déterminer les éléments propres de 7.

536. On identifie éléments de R[X] et fonctions polynomiales de R dans R.

+oo
a) Montrer que v : P — {x — / P(x+t)e™" dt} constitue un endomorphisme de E.
0

+o0
b) Montrer que u(P) = Z P® pour tout P € R[X].

k=0
¢) Déterminer les éléments propres de u.

d) Caractériser les endomorphismes de R[X| qui commutent avec u.

537. On pose SLo(Z) = {M € My(Z),det(M) = 1}.

a) Vérifier que c’est un groupe.

b) Quels sont les ordres finis possibles d’une matrice de SLo(Z)?
¢) Existe-t-il une matrice de SLo(7Z) d’ordre infini ?

538. On identifie ici les polyndmes a coefficients dans C avec leur fonction polynomiale

+oo
P
associée. Soit u qui a P € C[X] associe u(P) : z — e~ * E @ "
n!
n=0
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a) Montrer que u est bien définie et que u(P) € C[X].
b) Montrer que u est un automorphisme de C[X|. Déterminer ses éléments propres.

539. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(E). Montrer qu’il existe
un vecteur propre commun a u et v dans les cas suivants : uov = 0, uov = au et
uov = au+ fvavec o, § € C. Montrer que u et v sont alors cotrigonalisables.

540. Soient A, B € M,,(C) telles que AB + BA = A. Montrer que si n est impair alors A
et B ont un vecteur propre commun. Que dire si n est pair ?

541. Soient A, B € M,,(R). On suppose que AB est diagonalisable.
a) La matrice B A est-elle diagonalisable ?
b) La matrice (BA)? est-elle diagonalisable ?

542. Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On pose :

-C(A) ={B e M,(R), AB = BA},

-C'(A) ={B e M,(R); VC € C(4), CB = BC}.

a) Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M., (R) et en déterminer la dimension.
A quelle condition a-t-on C(A) = R[A]?

b) Montrer que C'(A) est un sous-espace vectoriel de M, (R) et en déterminer la dimension.
Montrer que C'(A) = R[A].

543. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n > letu € L(E).

On écrit x,, = H (X — X)),

k=1
a) Montrer que E = @Ker (u— Apidg)**.
k=1

b) On suppose u nilpotent d’indice n.
0 1 0 0

i) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matj(u) =| : )
: -1
0 -« v o0

ii) Montrer que les sous-espaces vectoriels de F stables par w sont en nombre fini.
¢) On suppose que u est nilpotent et qu’il n’existe qu’un nombre fini de sous-espaces vecto-
riels de E stables par u. Montrer que u est nilpotent d’indice n.

544. Soit M = (mi7j)1<i7j<n € Mn(R> telle que my; = Mp; = Min—itl = 1 pour 1<
i < m, les autres coefficients étant nuls. Calculer x »z2. Est-ce que M? est diagonalisable ?

545. Soit A € M,,(R) telle que xa(X?) = xa(X)xa(X — 1). Montrer que n est pair.
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546. Soient A € M,,(C) diagonalisable et B :< 161 gﬁ ) Montrer que B est diagonali-
sable et déterminer ses éléments propres.

547. Soit A € M,,(R), soit: B = (61 f)
a) Etudier la diagonalisabilité de B.

b) Etudier le rang de B — Io,.

548. Soitn > 2. Onpose : By = {B € M,(R); (I, B,...,B" ") libre} et
By, = {B € M,(R); 3X € R", (X, BX,..., B" "' X) libre} .
a) Montrer que Fy C Ej.
b) Soient A € M, (R)et X € R". Onpose Ix = {Q € R[X]; Q(A)X = 0}.
Montrer qu’il existe P4 x € R[X] unitaire tel que Ix = P4 xR[X].
¢) Montrer que : R" = U Ker Py x(A).

X€Rn
d) Montrer qu’il existe U C R" finie telle que R" = U Ker Py x(A).

XeU

P
e) Soientp € N* et ¢1,..., ¢, des formes linéaires sur R" telles que : R" = U Ker ¢;.
i=1

Montrer qu’il existe ¢ € [1, p] tel que ¢; = 0.
f) Montrer que £ C FEs.

549. Soit H un sous-groupe fini de GL,,(IR) dont tous les éléments ont un spectre inclus dans
{-1,1}.

a) Montrer que H est commutatif.

b) Déterminer les valeurs possibles du cardinal de H.

550. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). Pour z € E, on note :
I, ={P e C[X], P(u)(x) =0} et E, = {P(u)(z), P € C[X]}.

a) Montrer que I, est un idéal non nul de C[X]. On note i, le polyndme unitaire qui I’en-
gendre.

b) Soient x,y € E tels que i, A py = 1. Montrer que fiy4y = [izfly, PUis que Ky, =
E, ® E,.

¢) Soit 7, le polyndme minimal de u. Montrer qu’il existe x € E tel que p, = my,.

551. Soit F un R-espace vectoriel de dimension n. Soitu € L(E) tel que 7, = X>+aX +b.
On suppose 7, non scindé sur R.

a) Soient x € E \ {0}. Montrer que P,, = Vect(z, u(z)) est un plan stable par u.

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par uet x € E\ F'. Montrer que P,NF' = {0}.
¢) Démontrer I’existence d’une base de F dans laquelle la matrice de w est diagonale par
blocs, les blocs diagonaux étant tous identiques, de taille 2 x 2, et de polyndme minimal 7,.

552. Soit A € M3(C).On pose G4 = {c € C*, cA est semblable a A}.
a) Montrer que G 4 est un sous-groupe de C*.
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b) Montrer que G 4 est infini si et seulement si A est nilpotente, et qu’alors G 4 = C*.

553. a) Déterminer les A € R pour lesquels il existe A, B € GL,,(C) telles que AB = ABA.
b) Déterminer, parmi les \ trouvés en a), ceux pour lesquels toutes les matrices A, B véri-
fiant cette condition sont diagonalisables.

554. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. On s’intéresse aux endomorphismes
u de F dont les seuls sous-espaces stables sont {0} et E.

a) Déterminer ces endomorphismes dans le cas K = C puis dans le cas K = R.

b) Dans le cas général caractériser ces endomorphismes a 1’aide de leur polynome caracté-
ristique.

555. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.

a) On suppose que f a un plan vectoriel stable F'. Montrer qu’il existe un polyndme P &€
Ka[X] tel que F' C Ker P(f).

b) On suppose qu’il existe un polyndme P € Ky[X] tel que dim Ker P(f) > 2. Montrer
que Ker P(f) contient un plan vectoriel stable par f.

556. * * Soient K un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel de dimension n etu € L(E).
a) On suppose que u est nilpotent d’indice p.

i) Montrer que p = n si et seulement si dim Ker u = 1.

ii) Montrer que p = n si et seulement si u posséde un nombre fini de sous-espaces stables.
b) On revient au cas général. Montrer que v possede un nombre fini de sous-espaces stables
si et seulement si deg m,, = n.

557. Soit P € R[X]. On suppose que la fonction polynomiale associée est injective sur R.
Soient A, B € M, (R) diagonalisables vérifiant P(A) = P(B). Montrer que A = B.

558. a) Montrer que deux matrices diagonalisables qui commutent sont simultanément dia-
gonalisables.

b) Méme question, avec un nombre quelconque de matrices.

¢) Soit G un sous-groupe de GL,,(C) tel que VA € G, A? = I,,. Montrer que G est fini et
donner une majoration de son cardinal.

d) Soit n # m. Montrer que GL,,(C) et GL,,(C) ne sont pas isomorphes.

e) On considére G comme dans la question ¢). Montrer que card GG est une puissance de 2.

J) Trouver tous les groupes multiplicatifs de M,,(C) qui ne sont pas des sous-groupes
de GL,,(C). On précise qu’un groupe multiplicatif de M,,(C) est un sous-ensemble stable
par produit matriciel et formant un groupe pour la loi induite par le produit matriciel.

559. Soient A € M,,(C), B € M,,(C) et 4 g I’endomorphisme de M,, ,,(C) défini par
VM € My n(C), P4 (M) =AM — MB.

a) Montrer que, si A et B n’ont pas de valeur propre commune, ® 4 g est un automorphisme
de M, »(C).

b) Supposons que A soit une valeur propre commune a A et B. Montrer que le noyau de
® 4, B contient une matrice de rang 1.
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560. Soit £ = {A € M, (R),A®> = A}. Montrer que E est réunion d’un nombre fini de
classes de similitude de M,,(R) que 1’on précisera.

561. Soient u € L(C") et a > 0. Montrer qu’il existe une base e telle que la matrice M de u
dans la base e vérifie V(i, ) € [1,n]?,i # j = |mi;| < a.

562. Soient n > 2 et G un sous-groupe de GL,,(C) tel qu’il existe N € N* tel que AN = I,
pour tout A € G.
a) Montrer que tous les éléments de GG sont diagonalisables.
b) Soit (M;)1<i<m une base de Vect(G) constituée d’éléments de G. Soit f : A € G
(tr(AMy), ..., tr(AM,,)).
Soient A, B € G telles que f(A) = f(B).Onpose C = AB™'.
i) Montrer que Vk € N, tr(C*) = n.
ii) En déduire que C' — I, est nilpotente.
¢) Montrer que G est fini.

563. Soient A et B dans M,,(C).
Montrer que x4 = X 5 si et seulement si Vi € N*, tr(A¥) = tr(B").

564. Soit A € M,,(R) telle que 34% = A? + A+ I3. Montrer que la suite (A¥);~ converge
vers une matrice que 1’on précisera.

565. Soit A € GL,(R). Exprimer le polynéme minimal de A~ en fonction du polynéme
minimal de A.

566. ** Soit A € M,,(C).
+o00 k
+ % it -1 A
a) Montrer que, pour € R™* assez grand, (re''I, — A)"" = g

b) Montrer que, pour tout P € C[X] et tout 7 > 0 assez grand,
1 4 . . .

P = 5= [ et PretretT, ) e
T

—Tr

¢) En déduire le théoreme de Cayley-Hamilton.

rhtlei(k+1)t"

567. Soient U I’ensemble des matrices diagonalisables de M., (R) et U™ 1’ensemble des
matrices diagonalisables de M., (R) a spectre inclus dans R™*. Soit A € C'(R,UT™T) telle
que t — A(t)? est constante.

a) Montrer que A est constante.

b) Le résultat subsiste-t-il si A € C}(R,U)?

¢) Le résultat subsiste-t-il si A n’est pas de classe C!?

d) Le résultat subsiste-t-il si A est valeurs dans I’ensemble des matrices trigonalisables a
spectre inclus dans R™* ?

568. Soient (E, (, )) un espace euclidien, X une partie de E. Montrer que X est finie si et
seulement si {(z,y), (z,y) € X?} est fini.

569. Soit (E, (, )) un espace euclidien non réduit a {0}. Soit u € L(E) tel que tr(u) = 0.
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a) Montrer qu’il existe x € E'\ {0} tel que (u(x),x) = 0.
b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de w est de
diagonale nulle.

570. Soit (E, (, )) un espace euclidien de dimension 3. Soient f,g € SO(E).

a) On suppose qu’il existe x € E\ {0} tel que f(x) = g(z) = x. Montrer que f et g
commutent.

b) On suppose que f et g commutent. Montrer que 1’une des deux propositions suivantes est
vraie :

—ilexiste z € E\ {0} tel que f(z) = g(z) = =,

— f et g sont des symétries orthogonales par rapport a deux droites orthogonales entre elles.

571. Soient (E, (, )) un espace euclidien et p € L(F) un projecteur. Montrer 1’équivalence
entre : i) p estun projecteur orthogonal, i) Vx € E, ||p(z)|| < ||z||, iii) p est symétrique.

572. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient A € M,, ,(R) avec n > p
etb € R™. On suppose que rg(A) = p.

a) Montrer que la fonction f : z € RP || Az — b||2 admet un minimum sur R? atteint en
un unique o € RP.

b) Montrer que x est I'unique solution de A7 Az = ATb.

573. Montrer I’existence et calculer i " — P(i))2.
pein ;(@ (1))

574. On munit M,,(R) de sa structure euclidienne usuelle.

a) En utilisant Iinégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer que ||AB|| < ||A]| || B]| quels que
soient A et B dans M,,(R).

b) Soient A € M, (R) ainsi qu’une suite (M,)yen a termes dans M, (R) et telle que
| I, — AMy|| < letVp e N, M, = 2M, — M, AM,. Montrer que A est inversible et que
(M,)pen converge vers AL

¢) Soit A € M,,(R). Montrer que M € M,,(R) — ||I,, — AM|| admet un minimum, et le
calculer en fonction de A.

1
P)Q(t
575. a) Montrer que (P, Q) = / Mdt définit un produit scalaire sur R[X].
—1 V1—1¢2

a) i) Montrer qu’il existe une unique suite (73,) de polyndmes réels telle que Vn € N, Vx €
R, T}, (cos(z)) = cos(nx).

ii) Déterminer degré et coefficient dominant de 7}, pour n € N.
¢) On note U,,[X| I’ensemble des polyndmes unitaires de degré n € N de R[X].

1 2
P=(t)
Calculer min dt.
PcU, [X] /—1 V1—1t2
d) Que dire de la factorisation de 7}, dans R[X|?

576. Soit M € O,,(R). Montrer que Z m; | <n < Z Imi ;| < n3/2

1<6,5<n 1<i,j<n
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577. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N*.

On dispose de deux produits scalaires ¢ et v sur F, et on suppose qu’ils sont tels que
O((E,y)) C O((E,9)), ou O désigne ’ensemble des isométries vectorielles de 1’espace
euclidien considéré. Montrer que O((E,v)) = O((E, ¢)).

578. Soit E un espace euclidien. Montrer que deux produits scalaires sur £ qui ont le méme
groupe orthogonal sont proportionnels.

579. On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique. Soit V,, = Vect SO,,(R).

a) Expliciter V5.

b) On suppose désormais 7 > 3. Montrer que : exp A, (R) C SO, (R) et V5 € A,(R)*.
¢) Montrer que V,, = M, (R).

580. a) On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M,,(R). Soit F' un
sous-espace vectoriel de R" stable par A. Montrer que F'~ est stable par A .
b) Soit A € M3(R) telle que AAT = AT A. Montrer que A est diagonalisable ou semblable

A0 O
aune matricede laforme: | 0 «a -—7n |.
0 n «

581. Soit A € A, (R). Montrer que det(I,, + A) > 1.

582.a) Soit A € M, (R) telle que A + AT = A?. Trouver un polynéme annulateur de A.
b) Caractériser les matrices A de M,,(R) telles que A + AT = A2,

583. Soit A € M,,(R) telle que A% = 0. Montrer que Im(A + A7) =Tm A + Im AT,

584. Soit M € M, (R).

a) Montrer que v : S — MSM? définit un endomorphisme de S, (R).

b) Montrer que 2 tru = tr(M?) 4 (tr(M))>2.

¢) Montrer que u est un automorphisme si et seulement si M est inversible.

585. Soient M, N € M,,(R) non nulles, la matrice N étant nilpotente d’indice n.
a) Montrer que rg N =n — 1.

1L
b) On suppose que MNT = NTM = NMT. Montrer que R” = Im M & Im N.
¢) Etudier la réciproque de b) .

586. a) Soit A € S,,(R). Montrer 1’équivalence des énoncés suivants :

i) 7 Az > O pourtout z € R", ii) SpA C R*.

b) Montrer que, pour tout A € M,,(R), AT A € S;F(R).

¢) Montrer que, pour tout S € S;"(R), il existe A € M,,(R) telle que S = AT A, puis
déterminer {4 € M,,(R), ATA = S}.

587.a) Soit A € M, (R). Montrer que A € A,(R) si et seulement si les coefficients
diagonaux de P~ AP sont nuls pour toute matrice P € O,,(R).
b) Soit A € A,,(R). Montrer que le rang de A est pair.
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588. On pose 0(A) = Z Zaij pour A = (a; j)1<ij<n € Mn(R).
i=1j=1
a) Calculer () pour Q € O, (R).
b) Montrer que o(Q7 AQ) = o(A) pour tout A € M,,(R) et tout Q € O, (R).
¢) Calculer o(A) lorsque A représente une projection orthogonale dans une base orthonor-

mée.
d) Déterminer les matrices P € GL,,(R) telles que YA € M, (R), o(P 'AP) = o(A).

589. Soient n,m € N*, § € §,,(R). On pose A = (Tr(Si+j—2))1<ij<n
rg(A) = min(n, deg(ms)), ot I’on a noté mg le polyndme minimal de S.

. Montrer que

590. Soit (E, (, )) un espace euclidien.

a) Soitu € S(F). Montrer que £ = Ker(u) & Im(u).

b) Soitu € ST(E). Montrer qu’il existe h € ST (E) tel que u = h?.

¢) Soient f,g € ST(E). Montrer que Ker(f+g) = Ker(f)NKer(g). Que dire de Im(f+g) ?

591. Soit C' : A € Ap(R) — (I, — A)" (I, + A) € SO, (R).

a) Montrer que C' est bien définie.

b) Etudier I'inversibilité de I,, + C (A). Montrer que C' est injective. L’application C' est-elle
surjective ? Dans le cas contraire, donner son image.

592. Soit G un sous-groupe borné de GL,,(R). Montrer que G N S;F T (R) = {I,,}.

593. On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soit A € St (R). Une fonction
f @ M,(R) — R est strictement convexe si V(A4,B) € M,(R)?, A # B = (Vt €
10,1, f(1 —t)A+tB) < (1 —t)f(A) +tf(B)). Montrer que la fonction = — (Az,z)
est convexe sur R"™. Etudier sa stricte convexité.

594. * Déterminer les applications f de R™ dans M,,(R) telles que, pour tout X € R" et
toute P € O, (R), on ait f(PX) = Pf(X)P .

595. Soit A € S,,(R). Déterminer le nombre de matrices B € M, (R) telles que A = B.
596. Montrer que si M € S, (R) alors Com(M) € S;F (R).
597. Soit A = (ai ;)1<ij<n € Sn(R) telle que Sp(A) C RT™*.

a) Montrer que a; ; > 0 pour 1 < ¢ < n, puis que aij < ajzaj;pourl < 4,7 < n.

b) Montrer que max |a; ;| = max a.
1<ii<n 1<k<n

' ' Qi i G ] o
¢) Que dire de la matrice A; ; = (a” a”) pourl <i<j<n?
g 4.

598. Soient A, B € S,,(R). Montrer que si un intervalle I de R contient toutes les valeurs
propres de A et B, alors I contient également les valeurs propres de (1 — ¢)A + ¢ B pour tout
t €[0,1].
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599. Soit A € S,,(R). Pour i € [1,n], on note A; la matrice extraite des i premiéres lignes
et colonnes de A. Montrer que A € S;1(R) <= Vi € [1,n], det(4;) > 0.

1

— ) est inclus dans RT*.
t+ 77 1<ij<n

600. Montrer que le spectre de A = (

601. Soientaa € R, n € N*et S = (ali—jl)

a) Calculer det(.S,,).
b) A quelle condition a-t-on S € S;' T (R) ?

1<i,5<n”

602. ** g) Soient U,V € S;"(R). Montrer qu’il existe R € S,/ (R) tel que U = R* eten
déduire tr(UV) > 0.

b) Soit I un intervalle ouvert de R, f : I — M,,(R) dérivable et P € R[X|. Montrer que :
a:t— tr P(f(t)) est dérivable et calculer o’

¢) Soient A, B € S, (R) telles que B — A € S, (R). Montrer que : tr (e?) < tr (7).

603. Soit M € GL,(R).
a) Montrer qu’il existe un unique couple (O, S) € O, (R) x S;71(R) tel que M = OS.
b) Calculer sup{tr(AM),A e O,(R)}.

604. Soient E un espace euclidien de dimension n > Oetu € S(E).Onnote A; < --- < A,
les valeurs propres de u et, pour k € [0, n], on note G, I’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E de dimension k. On note enfin .S la sphere unité de F.

a) Pour un sous-espace vectoriel non nul V' de E, montrer que z € VNS — (z,u(zx))
posseéde un maximum et un minimum.

b) Montrer, pour tout k € [1,n], les identités

A = mi = i .
PSR O = e s )
Analyse

605. Donner un exemple de forme linéaire discontinue sur un espace normé.

606. Soit E = {f € C*([0,1],R), f(0) = (0) = 0}.

Pour f € E,onpose N(f) = |f+2f + " |lco-

a) Montrer que N est une norme sur le R-espace vectoriel E.

b) Soit f € E.Onpose g = f + 2f" + f”. Exprimer f en fonction de g.
¢) Montrer qu’il existe a > O telle que Vf € E, || f|looc < aN(f).

d) Lesnormes N et || || sont-elles équivalentes ?

607. Pour a € Ret P € R[X], on pose N,(P) = |P(a)| + max{|P'(z)|,z € [-1,1]}.
a) Justifier que IV, est une norme.
b) Poura,b € R, N, et N, sont-elles équivalentes ?

1
608. Pour P € R[X], on pose || P|lsc = sup |P(¢)|, |P|1 = / |P(t)| dt et
t€[0,1] 0

RMS. Volume 136 - n® 1 (2025-2026)



110 Epreuves orales: Mines - Ponts — MP

1
N(P) = sup / t"P(t)dt
neN |Jo

a) Montrer que NN est une norme sur R[X].
b) Comparer les normes N et || ||co-
¢) Comparer les normes N et || ||;.

609. Soit @ € R[X] \ {0}. Pour P € R[X]onpose |P|lg = sup |P(t)Q(t).

te[—1,1]

a) Montrer que || || est une norme sur R[.X].
b) On pose Q1 = 1. Donner une condition suffisante sur () pour que || || et || ||, soient
équivalentes.
¢) On suppose que () admet un zéro « dans [—1, 1].

i) Montrer qu’il existe P € R[X] de degré 2 tel que P(a) = 1, P'(a) = O et Vt €
[—1,1]\{a}, 0 < P(t) < 1.

ii) Montrer que (¢ — P(t)"Q(t))nen converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction
nulle.

iii) Conclure que || || et | ||, ne sont pas équivalentes.

610. a) Existe-t-il une norme sur M,, (R) vérifiant :
VA € Mp(R),VP € GLn(R), [P~ AP|| = ||A||?
b) Méme question en remplagant GL,,(R) par O, (R).

611. L’ensemble des polyndmes scindés a racines simples et de degré n est-il un ouvert de
R, [X]? Un fermé de R,,[ X | ? L’ensemble des polyndmes scindés, a racines simples est-il un
ouvert de R,,[X]? Un fermé de R,,[X]?

612. Soient p € N* et S un segment de R. On note E = C°(S, R), que I’on munit de la norme
infinie. On note Z, I’ensemble des éléments de £ qui s’annulent en au moins p points.

a) Montrer que Z; est fermé dans FE.

b) Déterminer I’adhérence de Z,, pour n’importe quel p dans N*.

613. Soit f : R* — R continue. Montrer que la restriction de f & un cercle de rayon stricte-
ment positif n’est pas injective.

614. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et u € L(E) tel que Vo € E, ||u(z)|| < ||z
1 n

Pour tout n € N, on pose : v, = —— ¥ uF.

n+1 =

a) Simplifier v, o (u — id).

b) Montrer que Ker(u — id) et Im(u — id) sont en somme directe.

¢) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Ker(u —id) @ Im(u —id) = E;

ii) (v,) converge simplement sur F et Im(u — id) est fermé dans F.

615. Soit K un convexe compact non vide d’un espace normé E.
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a) Soit v un endomorphisme continu de E tel que u(K) C K. Montrer que C' = (id —u)(K)

n—1
est convexe et compact. En utilisant la suite z,, = Z(id —u)(u®(z)) montrer que u admet
k=0
un point fixe.
b) Soit (uy),>1 une suite d’endomorphismes continus de E qui stabilisent tous K et qui
commutent. On note F;, I’ensemble des points de K fixes par uq, ..., u,. Montrer que F;, est
non vide pour tout n. En déduire qu’il existe un point fixe commun a tous les endomorphismes
Upy.

616. Soient N1, Ny et N3 des normes sur respectivement R,,, [X], R, [X] et R, ., [ X].
a) Justifier que Ny : (P, Q) — N1(P) + N2(Q) est une norme sur R,,[X] x R, [X].
Ny(P

| MPN@Q)

b) Montrer que
PeRm [X]\ {0
QERR[X]\{0
617. Soit 5 ’espace des suites réelles bornées muni de la norme infinie.
a) Pour X € P(N) onpose ux = (1x(n))n>0. Montrer que ¢ : X — ux est une bijection
de P(N) sur {0, 1}".
b) On suppose I’existence d’une partiec dénombrable A = {ay, k € N} de B dense dans 5.
Soient b > 0 et X € P(N).
Justifier I’existence de kx = min{k € N, ||lux — ar||oo < b}. Aboutir & une contradiction.

618. Soient n et p deux entiers naturels. Soit f € L(R™, R”). Montrer que f est surjective si
et seulement si I’image directe par f de tout ouvert de R™ est un ouvert de R?.

619.a) On munit £ = C°([0, 1], R) de la norme || || so-
1
Les parties A = {f €E, / f= 1} et B={feE, f([0,1]) C [0,1]} sont-elles com-
0

pactes ?

Si (E, || ||) un espace vectoriel normé et & un compact non vide de £, onditque f: K — K
est une isométrie si V(z,y) € K2, ||f(z) — f()| = [l — y]|-

b) Dans R, quelles sont les isométries de [0, 1] ?

¢) Soit f une isométrie du compact K. Montrer que f est surjective.

d) Soient K un compactet f: K — K telle que : V(x,y) € K2, || f(x) — f(W)| = ||z —y||.
Montrer que f est une isométrie.

620. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et f : E — E vérifiant :
V(z,y) € E?, || f(z) — f(y)|| < [lz — y||*. Montrer que f est constante.

621. Soient K un compact non vide et f : K — K une fonction continue telle que :

V(z,y) € K2, || f(2) = fF)] = llz -yl
a) Montrer que f est bijective.
b) Montrer que £~ est continue.
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622. Soient (E, || ||) un espace normé de dimension finie et f : £ — FE telle que, pour tous

1 .
v,y € B, [|f(z) = f)ll < 7 (1f(z) — 2l + [1£(y) — y][) . Montrer que f admet un unique
point fixe.

623. On pose E = C°(R™,R) N L? que 1’on munit de la norme || ||o. Si f € F, on pose

1 x
- siz>0

&(f) :x e RT = S /0 fsiz . Montrer que ¢ est un endomorphisme continu
£(0) sinon.

de E.

624. Soit C' un fermé non vide de R" tel que : V(z,y) € C% = # y = |z,y[N C # 0.
Montrer que C' est convexe.

625. a) Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et f une forme linéaire continue non nulle

sur E. On fixe xg € F tel que f(xg) # 0.

@)l

d(zg,Ker f)’

ii) Montrer que les deux énoncés suivants sont équivalents :

—ilexiste a € Etel que ||a|| = 1et || f|lop = |f(a),

—il existe y € Ker(f) tel que d(xo, Ker f) = ||zo — y||-

b) On munit I’espace E = C°([—1,1],R) de la norme || ||~, et on définit I"application
1 0

i) Montrer que || f|[,, =

b:ue Ew— / u(t)dt — / u(t)dt. Montrer que ® est une forme linéaire continue, et
—1

calculer || || op.

626. Pour tout A € M,,(R), on pose S(A) = {P"'AP, P € GL,(R)}. Pour tout k € N*,
on pose @y = Diag(k"™, k"1, ... k).
a) Soit T € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure. Calculer i hrf Q,;lTQk.

— 400

b) Soit A € M,,(R). Montrer que A est trigonalisable si et seulement si S(A) contient une
matrice diagonale.

¢) Montrer I’équivalence des énoncés suivants : i) A est nilpotente, i) S (A) contient
une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle, i) 0 € S(A).

627. On considere ’ensemble des matrices de M, (C) dont le polyndme caractéristique est
scindé a racines simples. Cet ensemble est-il ouvert ? fermé ?

628. Soir € [0,n]. Déterminer I’intérieur, I’adhérence et les composantes connexes par
arcs de I’ensemble des matrices de rang r de M., (C).

629. On munit C™ de la norme || ||o. Pour » € R et G un sous-groupe de GL,,(C), on dit
que G vérifie P(r) si ||AX — X||2 < r|| X2 pour tout A € G et tout X € C".

a) Pour quels r le groupe SO2(R) vérifie-t-il P(r)?

b) Soient G sous-groupe de GL,,(C) qui vérifie P(r), A € G et A € sp(A). Montrer que
|A| = 1 puis que Ker(A — \I,,)?> = Ker(A — \,,). En déduire que les éléments de G sont
diagonalisables.
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¢) Montrer que si r < v/2 alors le seul groupe qui vérifie P(r) est {I,, }.

Kl
k=0 . . . . .
a) Montrer que P, n’a pas de racine réelle si n est pair, et a une unique racine réelle sinon.
b) On note z,, la racine réelle de Ps,,41. Montrer que (x,,),>0 est strictement décroissante

et tend vers —oo.

630. Pour n € N, on pose P, =

631. Soient a,b € N avec b > a > 1. Déterminer la limite de la suite de terme général
bn

k
k=an+1

632. Déterminer la limite de la suite de terme général Z
k=0

n+k
2+sin(n+k)+ (n+ k)2’

633. Pour n € N*, soit u,, = (cos ( )) . Déterminer la limite de

us .
3n+1> erlm<6n+1

1
n+2

634. On considere une suite réelle v vérifiant ug > 0etVn € N, up11 = Jun +

a) Montrer qu’il existe n € N tel que u,, > 1.
b) Montrer que u est décroissante a partir d’un certain rang, puis qu’elle est convergente, et
déterminer sa limite.

635. Soit « € |1, 400].

n
a) Montrer que, pour tout n € N*, I’équation H (kz 4+ n?) = an®" posséde une unique
k=1
solution strictement positive, que 1’on notera x,.
b) Montrer que Vn € N*, z,, < 2a.
¢) Montrer que (x,,) converge et déterminer sa limite.

n
1
636. On note, pour 7 € N*, k; = mi € N*, — =75,
rscs e £
a) Montrer que k; est bien défini.
b) Etudier la monotonie et la limite éventuelle de (k;) jen-.
k.
¢) Montrer que -2 — .
j  J—too

637. Soit (a,,) une suite strictement monotone telle que a,, — +00 et (a,+1—ay,) est bornée.
Soit f € C*(R™* R) telle que f'(x) -0
Tr—r+00

Montrer que, si f(a,) — ¢ € R, alors f(z) - L.
T—>—+00
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1
638. Pour a € {0, 1}, onpose v1,, =2 € Retv,41,4 = (2 + —) Up,q — a pour n € N*.,
n

a) Expliciter t,, # 0 tel que v,, o = xt,, pour tout n € N*,

. Un+1 v .
b) Exprimer —nthe . Tme en fonction de tnti.

n+1 tn
¢) En déduire la limite des suites (vy,q)nen en fonction de .

639. Soit (a,,) définie par ag = 0,a; = 1, et, pour n > 1, a1 = 4a,, — ap_1.
a) Montrer que, pour tout n, afl — Gp—10p+1 = 1.

n
. N 1 ) .
b) Soit, pour n € N*, 5, = E arctan <@) - Exprimer S,, en fonction de a,, et a,1.
k=1 k
T

¢) Montrer que S, —+> T
n——+0oo

x

640. Soit (x,,) définie par z9p > Oet, pour n € N, 41 = x, + € ». En étudiant les
2

x
. s 7 ern z . .
suites de termes généraux u, = et v, = Upy1 — Up, trouver un équivalent puis un
Tn
développement asymptotique de x,,.

641. Soit o = IH—Q
In(10)

a) Montrer que o € R\ Q.

b) Siz € R,onpose {z} =z — [z].

Montrer que A = {{na}, n € N} est dense dans [0, 1].

¢) Montrer qu’il existe k& € N tel que 1’écriture décimale de 2% commence par 2025.

642. a) Soita € ]1/2,1].

. o . (. _ n
Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = 27" Z < k> :
n72na <k< n+2na

b) Soit (I,,)nen une suite d’ensembles telle que Vn € N, I,, C [0,n]. Y a-t-il équivalence

entre : i) |[,| =o(n), ii) lasuite de terme général 27" Z (Z) tend vers 0 ?
kel,

=1
643. a) Donner un équivalent de H,, = Z —.
k=1 K
b) Donner un équivalent de u,, cardinal de {(z,y, 2) € [1,n]? a2y = z}.
¢) Donner un équivalent de v,,, cardinal de {(.T, y,2) € [1,n]?,xy = z2}.

644. Soient \ € R et (uy,),>0 une suite d’éléments de R™*.

A 1
On suppose que UZH = 1—-—+0 <§> Déterminer la nature de la série Z Upy.

,, sin(arctan(n®)) 2

645. Soit a € R. Nature de » "(—1)

n
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—+o0
. . 1
646. Soit o un réel > 1. Pour tout n > 1, on pose u,, = Z =
k=n
a) Vérifier la bonne définition de u,,, et en donner un équivalent quand n — +oc0.

Uy 2 2 . , -
b) On pose v, = —— pour tout n > 1. Etudier la convergence des séries Zvn et
u

> (=), '

647. Pour n € N*, on pose u,, =

Vnl
(14+vI) (1+v2)---(1+ V)

. Etudier la convergence

“+oo
et calculer Z Up,.
n=1
00 2
1 T 3
648. On admet que Z =i Démontrer la convergence et calculer la somme :
n=1
too n ( 1 k—1
Z Z T
n=1 k n+1

649. a) Montrer que : Z HWVE = O(v/n).

k=0
_1)LVE] N
b) Soit z € U. Montrer que Z 0 est une série convergente.
. 1NN 1 S
650. Soit (uy)n>0 € (R™)". On pose, pour n € N, v,, = T e Montrer que si la série
n%u,

E v, converge alors la série g u,, diverge.

ok+1(L1)2 TR gk+1 (12
651. a) Montrer que la série (2]{;—4(_1))' converge. On pose 0 = 2 (2k:——|(—1))'
b) Soient a > 0 et (u,) € C" telle que hI_‘I_l u, = ¢ e C.
n——+oo
Montrer que 1 En "Vabu, — ¢
1 (1+a)" o k " nostoo

¢) En déduire que si la série de terme général u,, converge, alors la série de terme général

it )n —— Z < )a uy converge. Lorsqu’il y a convergence, montrer que
a

(£l S

“+oo
_ (_1)n 2n+41

d) Montrer que arctan(z) = E a1’
n

n=0

pour tout z € [—1,1].
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e) En déduire la valeur de o.

nle”

n"/n

a) Montrer que Z (In(ap+1) — In(ay)) converge.
+o0

652. On pose a,, =

1
b) Donner un équivalent de E w2 quand n tend vers +o0.
k=n
( _ 1 1
¢) Démontrer que n! ~ v2rnn"e " (1 +—+4o0 (—))
12n n

1
653. a) Soit a > 0. Discuter de la nature de Z (')—a/n en fonction de a.
n!

b) Soit (vy,)n>0 € RY telle que Z(n!)z/ "2 converge. Montrer que Z vy, converge.

. sin(lnn n+lgin(Int
654. Montrer que les séries E ¥ et E M dt sont de méme nature.
n
n>1 n>17"

Quelle est cette nature ?

655. Soit (u,,) € RY de limite nulle. Nature de Z Uy, avec les conditions suivantes :

D) n(tpyr —up) = 1, 0) n2(upy1 — un) — 1, i) nP(Upgp1 — un) — 1 avecp > 2.
656. Soit (u,) strictement positive telle que Z Uy converge.

1 n
Mont - kug — 0.
a) Montrer que n Z U

k=1
n

1

b) Montrer que la série de terme général —— kuy converge.
) q g Y ; K g

1/n
, AU | - .
¢) Montrer que la série de terme général 1 (n! | | uk> converge, puis montrer que
n

“+oo 1 n 1/n +oo =
nzln—‘f'l (n‘kl;[luk> <k§1uk.

657. Soit g an une série convergente a termes positifs ou nuls.

1/n 1 n
CLk) < W kZ:lkak

1/n n
e
< — kag.
ak) n(n+1)k§:1 @k

=

a) Montrer que : Vn € N*| (

b
Il

1

o

b) Montrer que : Vn € N*, (

k=1
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n

+o00 1/n +o00
¢) Montrer que : Z (H ) <e Z Q-
n=1

658. Soit f strictement croissante de R dans R. Montrer que I’ensemble des points de dis-
continuité de f est au plus dénombrable.

659. Soient a et b deux réels. Caractériser 1’existence d’une fonction continue décroissante
f:R — Rtelleque Vz € R, f(f(z)) =ax+b.

660. Soit f : R — R telle que, pour tout z € R, il existe € > 0 pour lequel fj[;_¢ 1 €st
convexe.

a) Montrer que f est dérivable a droite en tout point.

b) Montrer que f est convexe et continue sur R.

661. Soit f € C'(R,R). Montrer que f est convexe si et seulement si :

V(I,y)€R27x<y:>f<x+y _x/f

662. Soient v > let fo : x € ]—1 — a, +o0[ = aln (1 + L)
e
a) Montrer que f, admet un unique point fixe z,, et que z, € |—2, —

1
1?‘& > 5 Montrer que

(1 220) 2o 2 (22) <
n - Py X
14+« l1+4a 2 \1+4+a«

663. On note E' I’ensemble des applications réelles continues sur R de carré intégrable. Pour

1/2
tout f € E, on pose || f|| = (/ f2) .
R

a) Montrer que (E, || ||) et un espace vectoriel normé.
b) Soit f € F de classe C? telle que f” € E. Montrer que ' € Eet || f'||*> < |If]l - Il

b) On suppose que « est tel que

8 |xoz|3

664. Soit [ un intervalle ouvert ile R. On note S I’ensemble des fonctions continues sur
telles que, pour tout = € I, %irrb 7 (flx+h)+ flx—h)—2f(x)) =

_>
a) On suppose [ dérivable sur /. Montrer que f € S.

b) On suppose que f € S et que f admet un maximum en xzo € I. Montrer que f est
dérivable en xg.

665. On pose f(x) = eV’ pour x € R*, et f(0) =0.

a) Montrer que f est de classe C* et qu’il existe une suite (P,)n>0 € R[X]Y telle que
Vz € R*, Vn e N, f™(z) = P,(1/z)e /"

b) Montrer que f n’est solution sur R d’aucune équation différentielle de la forme 3’ =
a(x)y avec a : R — R continue.
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¢) Montrer que P, est scindé sur R quel que soit n € N.

666. Etude et graphe de f : x M
In(|z —2])

667. * Soit f € D3(R), telle que f ) = 0.

a) Montrer que si f’ est strictement monotone sur un intervalle I, f prend au plus deux fois
chaque valeur sur .

b) SoitT' = {z € R, f”(x) = 0}. Montrer que si I # (), alors I n’est ni majoré, ni minoré.
¢) Montrer que I est un intervalle de R. Caractériser f.

668.a) Soient A > Oet fy : v € RT™ — 2~ e'/®. Montrer Iexistence d’un unique

g(A) > 0tel que fi (9(\) = 1.
b) Trouver un développement asymptotique de g(\) lorsque A — +oo0 et lorsque A — 0.

669. Soit E = C°(R,R). Soit F un sous-espace vectoriel de F de dimension finie. On sup-
pose que F' est stable par produit. Montrer que F' ne contient que des fonctions constantes.

670. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soient 7 € RT et v € R? tel

que ||lv|| < 7. Montrer qu’il existe f € C>(R, R?) vérifiant :
27

vz € R, | ()] :r,% fovetVz €R, f(z +27) = f(z).
0

671. Soient A, B € M,,(C). Montrer I’équivalence entre
i) AB = BA, ii)VteR,eATE) = tAtB,

x cos(x) sin(x)

dz.
cos(z) + sin* () v

/2
672. Calculer /
0

673. Soient a, b € R avec a < b. On se place sur E = C%([a, b], R). On introduit, pour f € E

b 1/p
apevsisly= ([ r)

a) Montrer que || ||, est une norme sur E.
b) Quevaut lim |/f]|,?
p—r—+o0

b 1/p
¢) Sif>0etg>0surla,b],quevaut lim (/ gfp> ?
p—r—+o0 a

674. Soit f € C*([0, 1], R) telle que f (%) =f (%) =0.
1 1 2
M "(z)*dz > 320 dz| .
ontrerque/O f(x)*dx > [/0 f(x) ac]

675. On pose E = C°(R™, R). Soit p € N.
a) Soit f € E. Montrer qu’il existe un unique élément u(f) € E vérifiant :
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1 xr
- P
Ve > 0, u(f)(e) = /0 17 F(2) dt.
b) Montrer que u est linéaire et injective.
¢) Déterminer les valeurs propres de u.

676. Soita € R. On pose E, = { f € C*([0,1],R) ; f(0) = f(1) =0et f/(0) = a}.Mon-

1
trer que / f"(t)*dt > 3a? pour tout f € E,,.
0
677. Déterminer les f de C°([0, «r], R) vérifiant Vn € N*,/ f(t) cos(nt)dt = 0.
0

1

678. Déterminer la borne inférieure de / |f'—f|lorsque f : [0, 1] — R parcourt I’ensemble
0

des fonctions de classe C! telles que f(0) = O et f(1) = 1.

679. Soient f € C°([a, b],K) avec K = R, ou C et § > 0. Montrer qu’il existe P € K[X] tel
b b
que |[f — Plloc <9 et/ f= / P. On pourra commencer par le cas réel.

sin? z cos? x
680. Expliciter la fonction F' : x — / arcsin (ﬁ) dt + / arccos (\/E) dt.
0 0

681. Déterminer A = {M . fec®(0,1,RT)\ {0}}.

Jo f(t)at

1 xX
682. Soient f : R — R continue et g : & +— — / cos(x — y) f(y) dy.
T Jo

a) Calculer la limite de g en 0.
b) On suppose que f admet une limite finie en +oc0. Déterminer la limite de g en +oo.

sin(u) duT
U 2

+oo
683. On admet que /
0

u) — usin(u) du

“+oo
2-2
Convergence et calcul de / cos( 1
0 u

™ cos(nt) — cos(nx) gt

684. Soit z € R. Pour tout n € N, on pose : I, = /
0 COSt — cosx

a) Donner un sens a ’intégrale I,,.
b) Expliciter I,,.

dt T

1+ asin’t - 2vVa 1

w/2
685. a) Montrer que, pour tout réel a > —1, /
0

Ind. Poser x = tant.
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, T dt
b) Soit o un réel > 0. Etudier la convergence de Z Up, OU Uy = / —s—
0o 1+ (nm)*sin”t

dt

+oo
¢) Etudier la convergence de I’intégrale / —_——
0 14 t¥sin“t

1
686. Calculer/ (-1 /=l dg,
0

687. Soient f une fonction continue périodique de R dans R et o« € RT*.

f()

L’intégrale / o dt est-elle convergente ? absolument convergente ?
1

cos(at)
t

dt.

+oo
688. @) Soit a > 0. Etudier la convergence de I’intégrale /
1

b) Soientay,...,a, >0etA,...,\, €R.
cos(a;t)

+oo M
Discuter la convergence de I’intégrale / Z A dt et en cas de convergence, la
0

i=1
calculer.

+o0
689. @) Soit f € CO(R™,R"*) décroissante et intégrable. Soit S : r € RT* — Z f(kr).
k=1

+00&
t

Montrer que S(r) existe et donner un équivalent de S(r) lorsque r — 0.

b) Soient f € C°(R",C) et a,b € Ravec b > a > 0. On suppose que/ dt
1

T flat) — f(b)

converge. Prouver la convergence et calculer / ; dt.
too o—t _ o2t 0
¢) Calculer 1 :/ — dt.
0

f'(@)
f(z)

2
690. Soit f : R — R™* une fonction de classe C' telle que ~ — quand  — +o0.
T

1 x
Montrer que — / f(t)dt ~ @ quand x — +o0.
T Jo

x

691. Soient f € C(R™,R) et £ € R*. On suppose que : f(z) | f = ¢. Déterminer
0 Tr—r+00
un équivalent simple de f(z) quand z tend vers +oc.

o0 et

692. Pour tout x > 0, on pose f(z) = / — dt.
a) Montrer que f est bien définie. ’

b) Etudier I'intégrabilité de f sur ]0, +oo|.
—+ o0
¢) Le cas échéant, calculer / f(x)dx.
0
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NE
El e

693. a) Montrer qu’il existe un réel ~y tel que =Inn+ v+ o(1) quand n — +oc.

>
I

400 e 0T _ e—bx !
b) Montrer que / ———— da = In(b) — In(a) pour tous réels a > 0 etb > 0.
0 x

1
1 1
¢) Montrer ’existence de I = / (— — —) dt puis I’égalité
o \t In(1+1)

Foo 1 1
I:/ e v (—— >du.
0 u l—e ¢

+oo +oo —nu _ ,—(n+1)u
d) Montrer que [ = Z/ <e ¢ — e_”“> du.
1/0

u
e) En déduire que [ :_—'y.

694. Soit f : [0,1] — R de classe C" telle que £(0) = f(1) = 0.
a) Montrer que / F()f'(t) cotan(mt) dt converge.
b) En déduire que 7 / f)?2dt < / ()2 dt
0 0
695. Soit f € C'(R*,R). On suppose que f est intégrable sur R*, que f(x) = 0 et que
Tr—r+00

o0 ) o0
f est croissante. Montrer que, pour tout x > 0, / f? < gf(x) / fa
€T €T

696. On note E' I’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R dans R. Soit

f € E.Onpose g(0) = f(0) et g(x / f pour tout x > 0.
a) Montrer que g est continue et / ¢* = —zg(x 242 / fg.
b) Montrer que, pour tout z > 0 / fe. 2

4/0

697. On pose, pour n € N, f,,(z) = 2" In(z) si z € ]0,1], et f,,(0) = 0. Montrer que (f,)
converge uniformément sur [0, 1] vers 0.

e}

N

+oo
En déduire que g € F et / 92
0

698. Soient a,b € R avec a < b. Quelles sont les fonctions de [a, b] dans R qui sont limite
uniforme sur [a, b] d’une suite (p,),>0 de polyndmes tels que, pour tout n € N et tout
z € [a,b], pp/ (x) > 0?

699. Soit f une fonction de R dans C. Montrer I’équivalence entre :

i) pour tout ¢ > 0, il existe n € Net (ag, ..., a,) € R"™ tels que, pour tout z € R,
n
'f(:z;) - Zake_km <e;
k=0
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ii) f est continue sur R et admet une limite finie en +o0.

700. Soit ( f,,) une suite de fonctions convexe sur [a, b] a valeurs dans R. On suppose que ( f,)
converge simplement sur [a, b] vers une fonction f.
a) Montrer que f est convexe.
b) Soient o, n tels que : a < a < n < b. Montrer qu’il existe K > 0 tel que :
Vn € N,¥(z,y) € [, 0], [ fn(2) — fo(y)] < K|z —yl.
¢) i) Montrer que la suite ( f,,) converge uniformément vers f sur tout segment de |a, b[ mais
pas nécessairement sur [a, b].
if) Montrer que si f est continue, alors ( f,,) converge uniformément vers f sur [a, b].

—nm

In(n)
a) Déterminer les domalnes de définition, de continuité, puis de dérivabilité de f.
b) Déterminer la limite de f en +oo, puis en donner un équivalent simple.

701. On pose f : z +— Z

1
702. Soit f : x — Z (Lﬁ> Montrer que f est bien définie sur R™*.
n+x

Déterminer la limite et un équivalent de f en +o0.

703. a) Soit x € [0, 1]. Justifier I’existence de f(x) = H
n=0

14 zntl
-1
b) Montrer que, pour tout x € |0, 1[, In (f(x)) =In2 + Z 2" In(1+ 2™)
x
n=1
¢) En déduire que, pour tout z € ]0,1[, In (f(z)) =In2+ Jio (=)™ o
’ T = om l+ad.fam

d) Montrer que f possede une limite finie en 1 et la déterminer.
2
™
On admett — =,
n adme raquengln2 5
+oo
704. a) Dét le d de définition d — —_
a) Déterminer le domaine de définitionde f : x Z 1+n x)
b) Déterminer la limite de f en +oo.

¢) Déterminer un équivalent de f en 0.

cos(nx)
n3/2

705. a) Montrer que f : z +— Z est définie et continue sur R.

b) Pour n € Netz € R, donner une expression simplifiée de Z sin(kx).
k=0
¢) Montrer que f est de classe C* sur tout segment inclus dans R \ 277Z.
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+o0 n

x
706. On pose f(x) = Z 11 z2n

a) Domaine de deﬁmtlon de f?
b) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition. Est-elle de classe C* ?
¢) Déterminer des équivalentsde fen0, 17, 17 et +oo.

707. Soient a > O et f : R — R dérivable telle que : Vx € R, f'(z) = f(ax).
a) Montrer que f est de classe C™.
b) Calculer f™ et expliciter (™ (0) en fonction de f(0).

¢) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére : E — g1/ 2y
n

On suppose a € |0, 1[etI’'onnote : g : x +— Z an(n=D/2ym,

n= 0
d) Montrer que g est bien définie sur R, de classe C°° et:Vr € R, ¢ (z) = g(ax).

e) On suppose f(0) = 0. Montrer que f = 0.
) Résoudre I’équation fonctionnelle : y'(z) = y(ax).

708. Soit f : R — R bornée et dérivable vérifiant : Vo € R, f/'(z) = f(x +1).

a) Montrer que : Vo € R, f(z Z f(n

+oo
b) Montrer que: Vk € N, f(k) = — Z f(n) 1
n=k+2 (TL B k)

¢) Montrer que f = 0.

1
709. Soit f : 2 € R\ Z — +7§2m.
a) Montrer que f est bien définie, 1-périodique et continue.

b) Montrer que f est prolongeable par continuité sur R et que

sm2 (mx)

1
vxeR,sz(m):f(g)H(z;r )
+oo 1 7T2
Mont — Oetendéduire: S = .
¢) Montrer que f et en déduire ;nQ s

f'(x)

fo) 2o

710. Soit f € C*(R™,R™*) une fonction croissante telle que

123

a
~ —aveca > 0.

a) Rappeler les théoremes d’intégration des équivalents et donner un équivalent de In (f(x))

quand x — +o00.

b) Onpose v : x — Z f(n) e "*. Déterminer le domaine de définition de u et donner les

n=0
limites de u aux bornes de ce domaine.
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—+o00
711. Soit p € |0, 1[. Soit f définie par : f(z) = Y n"p".
n=0

a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Tracer une allure du graphe de f.
¢) Etudier I’intégrabilité de f en —oo.

)\n
a) Déterminer ’ensemble A des s € R pour lesquels F)(s) est bien défini.

b) Trouver la limite de F\ quand s — sup(A)).
¢) Donner un équivalent de F\(s) quand s tend vers inf(Ay).

+oo
712. Soient A € Cet F) : s —
7;) s(s+1)

1
d) Calculer / y"(1 — y)* ! dy. En déduire une expression intégrale de F} (s).
0

713. On admet que 7 est irrationnel. Soit o > 1.
n

cos(n o

On pose, pour n € N* : a,, = (L + —) .
e n

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série enticre E anx™.

b) Etudier la convergence de la série en R.

+oo
714. Soient g € |—1,1[et f : z — Z sin(¢"x).

n=
a) Montrer que f est de classe C*™ sur R.
b) Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

+oo
715. Soit f : x> / e~'sh (2v1) dt.
0

a) Donner le domaine de définition de f.
b) Développer f en série entiére puis exprimer f a I’aide des fonctions usuelles.

/4
716. Pour tout n € N, on pose : a,, = / tan” t d¢. Déterminer le rayon de convergence
0

de la série entiére E a,x”, faire 1I’étude aux bords et calculer la somme.

717. Notons D,, le nombre de permutations de {1,...,n} qui n’admettent aucun point fixe.
On pose par convention Dy = 1.

" [k
a) Montrer que Z < >Dk =nl.
n

k=0
—+o00

b) Soit S : x +— Z —7'1 x™. Montrer que S a un rayon de convergence > 1.
n!

n=0
¢) Calculer € S(z) et en déduire une expression de D,,.

RMS. Volume 136 - n® 1 (2025-2026)



Epreuves orales: Mines - Ponts — MP 125

718. On définit f(z) = % pour z complexe lorsque cela a un sens, et f(0) = 1. On
e —

n—1

définit une suite réelle (b, )nen parbg = 1 et Vn € N\ {0, 1}, Z <Z> br, = 0.
k=0

a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) Montrer que |b,,| < n! pour tout n € N.
+oo

¢) Montrer que f est développable en série entiere autour de 0 et que f(z) = Z —T;z” pour
n!
n=0
z voisin de 0. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere en question appartient
al[l,2n].
o z . .
d) En considérant z — f(z) + 3 calculer b,, pour tout n € N impair.

e) Montrer que tan est développable en série entiere autour de 0 et expliciter le développe-
ment en série entiére associé en fonction des b,,. Ind. Considérer f(z) + f(—z).

719. Soit p € R. L’application f : x € R — (:c +v1+ a:2)p est-elle développable en série
entiere au voisinage de 07

n
x
720. Pour n € N, on pose u, : * € R — H (1 — 2—k)
k=0
a) Montrer que la suite (u,,) converge simplement sur R vers une fonction u que 1’on ne
cherchera pas a expliciter.
b) Montrer que u est continue sur R.

¢) Montrer que u est développable en série entiere au voisinage de 0.

—+o00
)
721. On considere : f : x — Z e e T,
n=0
a) Montrer que f est bien définie et de classe C*° sur R.
b) Montrer que f n’est pas développable en série entiere au voisinage de 0.

722. Soit (u,,) une suite définie par ug € )0, 7/2[ et uy41 = sin(u,) pour n € N.

U dt
Pour n € N, on pose a,, = _—
o 1l-+sint
a) Déterminer la limite de la suite (u,,) et étudier le comportement de la suite (a,, ).

b) Montrer la divergence de Z u? et la convergence de Z ud.

¢) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere E anx".
Préciser le comportement de sa somme en 1 eten —1.

+oo

723. Soit (ay,)n>0 une suite complexe telle que Z nla,| converge. Soit f : z — Z anz".
n=0

a) Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.
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—+o0
b) On suppose que a1 # 0 et que Z n|an| < |a1|. Montrer que f est injective sur le disque

n=2
unité ouvert.

724. Pour n € N, on note p(n) le cardinal de ’ensemble {(:c, y,2) EN3: x4+ 2y+32= n} .
+oo

Soit G : t — Zp(n) t".
n=0

1
a) Montrer que le rayon de G est > letque V¢t € |—1,1[,G(t) =

(1—t)(1—2)(1—83)

b) Expliciter p(n) et en déterminer un équivalent.

725. Soient I un intervalle ouvert de R et f € C*°(I, R) telle que, pour tout n € N, f(™) > 0.
Montrer que, pour tout = € I, il existe r > 0 et (a5 )n>0 € R tels que Jo — r,z +r[ C T et

+oo
Vte|-rrl, f(x+1t) = Z ant™.
n=0

726. a) Déterminer les endomorphismes continus du groupe (R, +).

Si (an)n>0 € RY, on dit que (an)n>o vérifie la propriété P si le rayon de convergence de
—+o0

Z anx™ est supérieur ou égal a 1 et si z — Z an,x" admet une limite finieen 17

n=0
b) Montrer que, si Z ay, converge absolument, (a, ), >0 Vérifie P. Etudier la réciproque.
¢) Déterminer les fonctions f de R dans R telles que, pour toute suite (ay, ), >0 Vvérifiant P,
la suite (f(an)),>, vérifie P.

727.a) Soient (p,q) € (N*)* et f € C°([0,p/q],R). Pour n € N*, on pose : P, =
Xn(p _ qX)n
n!

b) Montrer que 7 est irrationnel.

p/q
- Montrer que : / P,(t)f(t)dt —— 0.
0

n—-+oo

+oo —nt
. L. e cost
728. Déterminer un équivalent de / #

0 Vit

dt lorsque n — +o0.

+o0
729. Déterminer un équivalent de [,, = / (1 + nz*) "da.
0

730. Soit f € C°([0,1],R) strictement croissante vérifiant f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer

1
: )" dt 0.
que /0 fOdt =

1
731. On pose : Vz € ]0,1[, f(z) etvVneN, [, = / 2" f(z)dx.
0

X
~ In(1 - 2)
a) Etudier la bonne définition, la convergence et la limite de la suite (I,,).
b) Déterminer un équivalent simple de I,,.
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732. Soit f € CO(RT,R™) bornée.

1/n
L[ [t n
Déterminer la limite de la suite de terme général — < / (ln (1 + enf (@) )) e ” dx) .
n \Jo

cos(nt)
1 —2acost+ a?
a) Montrer que a(I,, + I,,42) = (a® + 1)I,41 pour tout n.
b) Calculer I,,.

dt.

s
733. Soita € R*\ {—1,1}. On pose I,, = /
0

/4
734. Pour n € N, on pose I,, = / (tan(x))"™ de.
0

a) Trouver une relation de récurrence vérifiée par (I,,) et en déduire un équivalent de I,,.
b) Donner le rayon de convergence de Z L,z".

+o0o (_ 1)k

Mont I, = (-1)" —

¢) Montrer que I2, = (—1) Z ST

=n

. Exprimer de méme o, 1.

?2'5
735. Soit z € R. Pourn € N, on pose I, = / cos"(t)dtet J, = / cos" (t) cos(2xt) dt.
0 0
a) Donner une relation entre [, et I, 1o.

b) Montrer que la suite ((n + 1)1, 1,,41) est constante et en déduire [,, ~ 4/ .
n——4o0 2n

¢) i) Montrer I’existence de o > 0 tel que V¢ € [0,7/2], cos(t) < 1 — at? et déduire que

l
/ Vntcos™(t)dt — 0.
0

n—-+oo

n—-+oo

i) Soit f € C'([0,7/2],R). Montrer que Ii /E f(t)cos™(t)dt — f(0).
n Jo

422\ Tn—1
R

iii) Montrer que, si x # :tg, alors J,, = (1 - —
n

. . = 2 .

iv) Conclure que, si x € |—m, [, alors 7z kl:Il (1 — ?> e sin(mzx).

dx sous forme de somme d’une série.

+o0 l 2
736. Exprimer / I; (z)
0 xre + 1

737. On appelle suite de fonctions de Bertrand une suite (f,,) de fonctions continues sur R™
+o0
a valeurs positives, uniformément majorées et vérifiant : Vn € N, / fn=1.
0

Soit B une suite de fonctions de Bertrand et Zan une série numérique réelle. On dit
que Z a,, est B-convergente si

- E an fr, converge simplement sur R, vers une fonction continue ;
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+o0 £00
/ Z an f, est une intégrale convergente.

a) Montrer que toute série absolument convergente est 3-convergente.
n,—t

b) Onpose:Vn € N,Vt € RT, f,(t) = e
de Bertrand. Expliciter une série divergente qui est B-convergente.
Osit<n
t—nsin<t<n+1
n+2—tsint+l<t<n+2
Osit>n+2.

- Montrer que ( f,,) est une suite de fonctions

¢) Pour n € N, on définit f,, : t € RT —

Montrer que (f,,) est une suite de Bertrand et montrer qu’une série E a, converge si et

seulement si elle est 3-convergente.
+o0 +00 F00

En cas de convergence, montrer que g Ay = / E Gn fr-
n=0 =

/2

738. Montrer I’existence et calculer : lim cos(Asint) dt.
A——+oo 0

739. Soit f : ,1 —> R une fonction continue. On pose F'(0) = 0 et, pour z € ]0,1],
V=),

+oo
740.SoitF:a€R+»—>/
0 1+

dt. Etudier la continuité de F.

dx
2)(1+a9)

- Montrer que F' est constante, en déduire

sa valeur.

+oo -1
741. Pour tout = € R, existence et calcul de / e~ tdt.
0

—xt

742. Soit F' : © +— / ——=dt.
1+12
a) Domaine de définition D de F'.
+oo s
t —
b) Montrer que F'(z) = / sin(t — ) x)dt pour tout x € D.

t
+oo
t
¢) En déduire que / ﬂd g
0 t 2

743. a) Déterminer les z € C tels que / o t*~1e~tdt soit absolument convergente. On
note G(z) cette intégrale. "

b)i) Onpose I,, : z — tZ 1 1 — i) ! dt. Justifier que I,, est bien définie.

if) Montrer que hm I, ( ) = G(2). !
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¢) Montrer que G ne s’annule pas sur son domaine de définition.

+oo
t t
744. OnposeF:xH/ M
0 t(1 4 t?)
a) Déterminer le domaine de définition D de F'.
b) Montrer que F est de classe C*, puis calculer F.

+o0 2
tant
¢) En déduire la valeur de / (arc%) dt.
0

+oo
745. a) Montrer que / sin(z?) dz est une intégrale convergente.
0

2

t, 1 it?(z241)
b) Montrer que : G : t — </ e’ dx> + Z/ ——— dx est de classe C! sur R et
0 0 2+ 1

calculer .

1 git?(z?41)
¢) On admet que : /

+oo
dz — 0 quand t — +o0. Calculer / sin(z?) da.
0

0 1'2 + 1
+oo efzt

746. Soit F' : x +— / dt
A

a) Domaine de définition D de F'. Montrer que F est positive et décroissante.

+oo
b) Montrer que F'(x) < / e~ "'dt pour tout z € D et en déduire la limite de F en +oo.
0

1
¢) Montrer que F est de classe C* sur D et que F(x) — F'(z) = — pour tout x € D. En
x

déduire que F’ est de classe C° sur D.
+oo —t
d) Montrer que F'(z) = €* / %—dt pour tout z € D et en déduire la limite de F en 0.

e) Montrer que F'(z) ~ —Inuz.
z—0t
+oo
747. Pour z > 0,on pose I' : = — t* e tdt.

a) Trouver une relation entre I'(x) e(; I'(z + 1) pour z > 0.
b) On pose, pour n € N*, u,, = In(I'(n)).
In{n) 27 o)
5 5 o(1).
748. Soient E = { f € C*([0,1],C), f(0) = f(1) = 0} et F = C°([0,1],C).
a) Montrer que A : f — f” est un isomorphisme de E dans F.

Montrer que u,, = nln(n) —n —

1
b) Pourg € F,onpose G : z € [0,1] — / |z — t| g(t) dt. Montrer que G est de classe C?
0

et calculer G”.
¢) En déduire une fonction de deux variables % : [0, 1]* — R telle que

Vg € F,Vz €[0,1], A~ (g)(z) = /0 E(zx,t) g(t) dt.
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dt
V(L +2)(1 + at?)

. Donner un équivalent de F' en +o0.

+oo
749. Soit F' : a — /
0

oo * sin(u)
750. Onpose f : x — / e %t / ———du | dt. Montrer que f est définie sur R™* et
0 0 u

exprimer f aI’aide des fonctions usuelles.

tﬂ?

et —

+oo
751. a) Déterminer le domaine de définitionde f : z +— / T dt et montrer que f
0

est de classe C* sur ce domaine.
b) Donner un équivalent de f en chacune des bornes du domaine.

752. Soient f, g continues sur R.
a) On suppose f intégrable sur R et g bornée.

+o0
Montrer que (f % g) :  — / f(t) g(x — t) dt est continue et bornée sur R.
— 00

b) On suppose f et g de carré intégrable sur R. Montrer que f * g est définie et bornée sur R.

753. Soit f € C°([0,1],R™™). Soient Nj : z € R™* </ f)” dt) .
0

a) Montrer que Ny est de classe C°° sur RT*,
b) Déterminer la limite de Ny en +oo0.
¢) Déterminer la limite de Ny en (I

754. On pose E = C°([0,1],R) et on se donne K : [0, 1]> — R continue.
x
a) Montrerque 7' : f € E +— [:U — / f(t) K(x,t) dt} est un endomorphisme de F.
0
b) Soit ¢ : [0,1]* — R continue et telle que dy¢ soit définie et continue sur [0, 1]%.

i) Montrer que (u, s) € [0,1]? — / ©(x, 5) dz est de classe C' (dans un sens a préciser).
0
S
ii) En déduire que g : s € [0,1] — / ¢(x, s) dz est de classe C*, et expliciter sa dérivée.
0

1
c) Onpose T : f € E {JZ — / f(t) K(x,t) dt} .Onnote ( , ) le produit scalaire sur £

défini par (a,b) = / a(t) b(t) dt. Montrer que Y(f, g) € E?, (T(f),g) = (f,T*(g)) et

0
que T est I'unique endomorphisme de F ayant cette propriété.

755. Soit f € C°(R,R) intégrable sur R. Montrer que I’équation différentielle y' —y+ f = 0
possede une unique solution bornée.

756. On considere 1’équation différentielle (E) : 6(1 + %)y — 2y = t.

a) Déterminer une solution polynomiale non nulle ¢ de (1 + t2)y" — 2y = 0.
b) Résoudre (E) grace au changement de fonction inconnue y = pz.
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757. Soient k € N* et f € C°(R,R) 27-périodique.
L équation différentielle 3y’ + k?y = f admet-elle une solution 27-périodique ?

758. Soient ¢ € C° (R,R) et K € R**. Montrer que toute solution non nulle de I’équation
différentielle v’ + o(x)y’ — Ky = 0 s’annule au plus une fois sur R.

759. Soit f € C*(R,R) telle que Vz € R, f(x) + f(z) > 0.
Montrer que Vo € R, f(z) + f(x 4+ m) > 0.

760. Soit () I’équation différentielle 2z y"” + ' — y = 0.

a) Trouver une solution f de (x) développable en série entiere au voisinage de 0 et telle que
£(0) = 1.

b) Exprimer f al’aide de fonctions usuelles.

¢) Déterminer toutes les solutions de ().

761. On pose E = C (R, R) et ¢ I’endomorphisme de E défini par :
Vf € E,VEE R 6(f)(t) = f'(t) + LF (D)

a) Déterminer les éléments propres de ¢.

b) Déterminer les éléments propres de ¢2.

¢) Résoudre I’équation différentielle : y/"" + 2ty + (t* + 3)y = 0.

762. Soit (E) I'équation différentielle sur R : ty" +ty —y = 0.

a) Déterminer les réels a tels que h, : ¢ — t* soit solution de (E)).
ot t
b) Soientg:t € R™ s 7 etG:teRT™ — / g(s) ds. Dresser le tableau de variation
1

de G. Etudier la limite de G en 0" et montrer que G' admet une limite finie en +oo.
¢) Soient f € C*(R™ R)eth : ¢+ tf(t). Montrer que h est solution de ( F) si et seulement

2
si f’ estsolutionde : (E') : 2" + (1 - ;)z =0.
d) Résoudre I’équation (E) et étudier le comportement des solutions en 0.
763. On note (S) le probleme de Cauchy (—2y” + zy’ +y =0, y(0) = /7, y'(0) = 0).

a) Montrer que (S) posseéde une unique solution développable en série entiere sur R et
Iexpliciter.

+oo
b) Onpose: f:x— / e~ d¢. Montrer que f est de classe C? et expliciter f(z).

. 1 . . .
764. Montrer que la fonction x +— exp (——2> n’est pas solution sur R™* d’une équation
x

différentielle linéaire homogene a coefficients constants.
765. Déterminer les f € C' (R R) telles que Vo € RY*, f'(1/2) = —f(z/2).
766. Soit ¢ : RT™ — R continue. On suppose que (E) : y” + q(x)y = 0 admet une solution

/
strictement positive y et on pose f = v,
Y
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a) Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f est solution.
b) Montrer que f est décroissante et strictement positive.

+oo
1
¢) Montrer que ¢ est intégrable sur R™ et que / g(t)ydt = O (—) :

z —+o00 xT

767. L’espace R" est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M,,(R). Montrer
I’équivalence des énoncés suivants : i) A € A, (R),
ii) toute solution x : R — R™ de I’équation différentielle ' = Az est de norme constante.

768. @) Soient f,g € CO(RT,RT™).
x
On suppose qu’il existe A > 0 telle que Vz > 0, f(z) < A+ / f(t)g(t)dt.
0

Montrer que Va > 0, f(x) < Aexp </ g(t) dt) .
0

b) Soient a,b € C°(R™, R) telles que b est intégrable sur R™ et u > wa(u) est intégrable

sur R™. Soit = une solution sur R de I’équation différentielle " + ax = b. Montrer que,
t

pour tout ¢ > 0, z(t) = (1) + (t — 1)2’(1) —/1 (t—u)a(u) z(u) du—|—/1 (t —u) b(u) du.

769. Résoudre les systemes différentiels

/ f— _ —_
' =Tr+ 3y + te' roo= 2r—y—2z
I_gp g4t ) Y T TTRYTE
y 2= w4 2y+22
!

{ 2" =9z + 10y { () = (t+ 3)x(t) + 2y(¢)
y"=-bzr—6y ’ y'(t) = —da(t) + (t = 3)y(t) -

770. Soit A € My, (R) telle que A? + I, = 0. Déterminer les solutions de : X' = AX.

771. Déterminer les matrices A de M,,(R) telles que, pour tout ¢ € R*, la matrice et

soit stochastique, c’est-a-dire que tous ses coefficients sont positifs, et que la somme des
coefficients sur n’importe quelle ligne vaut 1.

772. Soitn € N*. On pose A = {M € M, (R) ; Vi, j € [1,n], (=) m; ;> 0} :

a) Montrer que A est stable par + et X.

b) Soient A € Aet M € C'(RT, M, (R)) vérifiant : V¢t € RT M'(t) = AM(t) et
M(0) € A. Montrer que : Vt € RT, M(t) € A.

773. Soit A : [0,1] — M,,(R) une fonction de classe C* telle que

vt € [0,1], A%(t) — 5A(t) + 61, = 0.

a) Montrer qu’il existe une fonction P : [0,1] — GL,(R) telle que, pour tout ¢ € [0, 1],
A(t) = P(t)A(0)P(t) L.

b) Soientt € [0,1], A € Ret X € M,, 1(R) tels que A(t)X = AX.

Montrer que A(t)A' ()X = (5 — N\ A'(t) X.

¢) Montrer qu’il existe une fonction P : [0, 1] — GL,(R) de classe C* telle que Vt € [0, 1],
A(t) = P(t)A(0)P(t) ™ .
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2 .
774. On considere la fonction f : R? — R, (z,y) — { gﬁvsi :g Z)/ _Slo(x’ v) #(0,0)

a) Etudier la continuité de f.

b) Montrer que f est de classe C* sur R? \ {(0,0)}. Admet-elle des dérivées partielles en
(0,0)?

¢) Etudier les variations de la fonction z +— f(z,0).

d) Etudier les extrema de f.

775. Soit f : (z,y) € R2 5 /1 + 22 + /1 + 32 — %

Déterminer les extrema de f et préciser leur nature.

776. Soit D = {(z,y) € [0,7]* ; z +y < 7).

Déterminer les extrema de ¢ : (z,y) € D + sin(z) sin(y) sin(z + y).

777. Soit f définie sur R? par : V(x,y) € R?, f(x,y) = 2 — zy°.

a) Déterminer les points critiques de f.

b) Soit D une droite passant par (0,0). Montrer que la restriction de f a D admet un mini-
mum local en (0, 0).

¢) La fonction f posséde-t-elle un extremum local en (0, 0) ?

778. Soit E un espace vectoriel normé non nul. Soit /N une norme quelconque sur £. Montrer
que N n’est pas différentiable en 0.

tx

779. a) Soient f € C*(R",R) et x € R™. Montrer : f(z )+ sz/ 5
xz

b) Soit D le sous-espace des formes linéaires ¢ sur £ = C*°(R", R) verlﬁant

V(f,9) € E%, 6(fg) = f(0) ¢(g) + g(0) ¢(f)-

Montrer que D est de dimension finie puis que dim D = n.

780. a) Soient (E, || ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie, f € L(E,R)\ {0}.

2 . . .
Onposeg:x € E— f(x) e~ 1= Montrer que g admet un minimum et un maximum.
b) Onprend F = R"™ muni de sa structure euclidienne canonique. Soient a € R™ \ {0} et

2 . . . . . .
g:z € Ew (a,x) e~ I17I” Déterminer le minimum et le maximum de g et indiquer les
points en lesquels ils sont atteints.

781. Déterminer les extrema de f : (z,y) € R? — ze¥ + ye”.

782. On considere la fonction f : (a,b) € R? — / t2 + at + b|dt.

a) Déterminer le minimum de la fonction b — f(0,b).
b) On fixe b € R. Déterminer le minimum de la fonction a — f(a,b).
¢) Déterminer le minimum de f.
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783. Soient (E. || [|g), (F,|| ||F), (G, || ||c) trois espaces vectoriels normés. On pose, pour
(z,y) € Ex F,||(z,y)]lexr = max(||z| g, [|y||r). Soit B : E x F — G bilinéaire et
continue.

a) Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout (z,y) € E x F vérifiant la condition
1(,9) [ < s onait [ Bla,y)lle < 1.

g z|E|Y|lF
En déduire que || B(z,y)||a < W pour tout (z,y) € E x F.

a) Montrer que B est différentiable et que dB(z,y) - (h, k) = B(z, k) + B(h,y).
b) Montrer que (u,v) € L(E)? + u o v est différentiable et exprimer sa différentielle.

784. a) Calculer la différentielle de la fonction det : M,,(R) — Ren I,,.

b) Montrer de deux facons différentes que det n’atteint pas d’extremum local en I,,.

¢) Que peut-on dire d’un éventuel extremum local de la fonction det ?

d) Onfixer € [1,n—1]. Expliciter une matrice « simple» de rang r de M,,(R). La fonction
det y atteint-elle un extremum local ?

785. Soient U un ouvert de R", o € U et trois applications f,g1,92 : U — R telles que
91 < f < ga2etgi(zo) = g2(xo). On suppose de plus que g7 et g2 sont différentiables sur U.
Montrer que f est différentiable en x.

786. Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie (non nulle).
Soit f : Br(0,1) — R continue, constante sur la sphére unité et différentiable sur la boule
ouverte B, (0, 1). Montrer que f admet un point critique sur B, (0, 1).

787. On munit £ = M,,(R) d’une norme sous-multiplicative.

a) Montrer qu’il existe C € R tel que VX € E, |tr X| < C|| X|.

b) Montrer que g : X — X? est différentiable sur E et calculer sa différentielle.

¢) Montrer que f : X ~— tr X? est différentiable sur E et calculer sa différentielle.
d) Montrer que : V(A, B) € E?,|tr A% — tr B?| < 2C max (|| A|, || B||) |A — B

788. Soient f : R™ — R une fonction différentiable, et k£ un entier > 1. Montrer I’équiva-

lence des énoncés suivants :
i) Vt € RY Vo € R", f(tx) = t*f(x), i) Vo € R™, df (z)(z) = kf(z).

789. Soit ¢ définie sur R™ par : V¢ > 0, ¢(t) = —tInt et ¢(0) = 0. Soit N > 2.
N
Onpose: Xy = {p e (RHV; Zpi = 1} .

i=1
N

Soit h définie sur Xy par: Vp € Xy, h(p) = Z o(pi).

a) Montrer que Xy est un compact convexe. =

b) Montrer que ¢ est continue et strictement concave sur R™, ¢’est-a-dire que

YA €]0,1[, Y(z,y) € (RT)?, 2 # y = ¢((1 — Na + Ay) < (1 - X)o(z) + Ad(y).
¢) Soienta,b € R tels que a < b. Soitt € ]0, (b — a) /2.

Montrer que ¢(a +t) + ¢(b —t) > ¢(a) + ¢(b).

d) Montrer que h admet un maximum, atteint en un unique point p.
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e) Enraisonnant sur ¢ = (p; + &,p2 — €,p3, ..., PN ), MoNtrer que p; = - -- = py.

790. Soit f € S(R™) dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.
a) Rappeler pourquoi f posséde une base orthonormée de vecteurs propres.
b) Rappeler pourquoi Yz € R" \ {0}, (z, f(z)) > 0.
1
¢) Soitv € R™. Montrer que g : © € R" — 5(3:, f(z)) — (v, ) est de classe C.
d) Déterminer le gradient de g en tout point.

e) Montrer que g admet un unique point critique, en un point noté c, et préciser sa valeur.
) Montrer que g a un extremum global en c. La fonction g posseéde-t-elle d’autres extrema ?

791. Soit f : (z1,...,z,) € R" — exp (n— 1-— Zxk> + Ze‘”’“.
k=1 k=1
a) Déterminer les points critiques de f.

b) Préciser la hessienne aux points critiques. Qu’en déduire sur f?
¢) Déterminer les extrema de f.

792. Soit n. € N. On munit R™ ™! de sa structure euclidienne canonique.
Pour z = (z0,...,2,) € R" ety = (yo,...,yn) € R""L, on pose

flay)={ > wy; € R¥H,

iti=k 0<k<2n
a) Montrer que, si x et y sont non nuls, alors f(x,y) est non nul.

b) Onposeu:z € R"™ o f(z,z)etv:a e R"\ {0} %

Etudier la différentiabilité de u et v et calculer leurs différentielles quand c’est possible.
¢) Déterminer le rang de dv(x) pour 2 € R™ ! non nul.

793. Soit n > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient ¢ > O et f :
R™ — R™ de classe C" telle que V(z,y) € (R™)%, ||f(z) — f(y)|| = ¢z — y].

a) Soit a € R™. Montrer que ||df(a)(h)| = c||h| pour tout h € R™. En déduire que df(a)
est bijective.

b) Soientb € R™ et gy :  + | f(z) — b||*. Montrer que g, admet un minimum sur R™.

¢) En déduire que f est bijective.

794. On considere I’application f : P € M, (R) — PTP € S, (R).

a) Montrer que, si M € GL,(R), la différentielle de f en M est surjective.

b) Onpose g = fis, ). Si M € GL,(R) N S,(R), la différentielle de g en M est-elle
surjective ?

795. Soient p € N*, Dy,..., D, des droites affines de R? non paralleles deux a deux,

fi,..., fp des formes linéaires non nulles telles que chaque f; soit constante (égale a a;)
P
sur D;. On pose T' = ]RQ\ U D;, et on considere une composante connexe par arcs C' de 7.
i=1

a) Soiti € [1,p]. Montrer que g; = f; — a; ne change pas de signe sur C.
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P
b) Soit®: (z,y) € C Z b;In |g;(x,y)| ou les b; sont des constantes > 0.
i=1

i) Montrer que ® est de classe C2.

i) Soient z1 et zo dans C, et ¥ : t € [0,1] — P(tz1 + (1 — t)z2). Montrer que ¥ est
concave et que ¥” ne s’annule pas.

iii) Si C' est bornée, montrer que ¢ n’admet qu’un seul point critique sur C'. La fonction
® admet-elle un extremum en ce point ?

796. Soit f une fonction de classe C? de R? dans R. Déterminer la limite lorsque 7 tend vers

0de ’ (rcos(t), rsin(t)) dt.

22

797. Soient r > 0 et a € R™. Soit f € C° (By(a,r),R), de classe C* sur B,(a,r).
n
o0 f

O CAf = —5-

npose : Af kZ::l 922
a) On suppose : Vr € B,(a,r), A(f)(z) > 0. Montrer que f admet un maximum
sur By (a,r) et que ce dernier ne peut pas étre atteint sur B, (a, 7).
b) On suppose : Vo € B,(a,r), A(f)(xz) > 0. Montrer que f atteint un maximum sur

By (a, ) et que ce dernier est atteint en un point de la sphere de centre a et de rayon 7.
Ind. Pour £ > 0, poser f. : x +— f(z) +¢ |z — al/*.

798. Soit n > 2. Soit f : R™ — R de classe C? telle que, pour tout z € R™, les valeurs
propres de la hessienne de f en x soient supérieures ou égales a 1.
[Eds
2

Montrer que, pour tout z € R”, f(x) > f(0) + (Vf(0),x) +
admet un minimum.

et en déduire que f

799. Soit f : R™ — R de classe C'. On suppose qu’il existe un réel a > 0 tel que
Y(z,y) € (R™)?, (Vf(z) — Vf(y),z —y) > allz — y||>. Montrer que f — +oc.
oo

800. ** Soit f : R” — R".

a) On suppose f de classe C2. Montrer que sa jacobienne .J #(z) est antisymétrique pour tout
x € R" si et seulement s’il existe A € A, (R) etb € R" tels que f(z) = Az + b pour tout
x € R"™.

b) On suppose f de classe C'. Montrer que sa jacobienne .J #(z) est symétrique pour tout
x € R" si et seulement s’il existe ¢ : R™ — R de classe C telle que f = Vg.

801. Soit G : R™ — R de classe C'. On suppose qu’il existe o > 0 tel que, pour tous
" o
7,y €R", Gly) = G(z) > (VG(2),y — 2) + 5 Iy — =[”

a) Montrer que, si f : R — R est continue et si | ||lim f(x) = 400, alors f admet un
x||—+oo

minimum.

b) Montrer que G atteint son minimum en un unique point.

¢) Soit z € R" tel que VG(x) # 0. Montrer que la fonction ¢t — G (z + tVG(x)) atteint
son minimum en un unique point. Que se passe-t-il si VG(z) = 0?
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d) Soit la suite (uy) définie par ug € R" et, pour tout k € N, up1 = ug + tx VG (ug), ot
tr € Resttel que la fonction ¢t — G (ug + tVG(uy)) atteint son minimum en ¢ = ¢. Quelle
est la relation entre VG (ugy1) et VG (ug)?

e) Montrer que (ug) converge.

802. a) Soit U un ouvert convexe de R” et f : U — R une fonction de classe C2. Montrer
que f est convexe si et seulement si H;(z) € S, (R) pour tout z € U (ob H(z) désigne la
matrice hessienne de f en x).

b) On fixe p € R**. Soit

n 1/p
fia,..an) € (RY)" — <fo) ‘

A quelle condition la fonction f est-elle convexe ?

803. Soit f : R™ — R une fonction de classe C2. On note H () la matrice hessienne de f
au point .

a) Montrer que si Hy(xz) = 0 pour tout x € R", alors il existe a € R" et b € R tels que
f(z) = (a,z) + b pour tout z € R".

b) Montrer que si la fonction z — H¢(x) est constante sur R", alors il existe u € S(R"),

1
acR"ethe Rtels que f(z) = §<u(a:),x> + (a,z) + b pour tout x € R".

804. Soit £ un espace euclidien non nul dont on note S la sphere unité. Soit v € S(E). On
pose: f:x > (u(x),z) etg:x s ||z||* -1,

a) Montrer que f et g sont différentiables sur E et calculer les différentielles.

b) Montrer que la restriction de f & S admet un maximum, en un vecteur e.

¢) Montrer que e est un vecteur propre de u.

805. Montrer que ’ensemble des vecteurs tangents a SL,,(R) au point I,, est I’hyperplan des
matrices de trace nulle de M, (R).

806. Soit f € C'(R™,R"™) telle que I'image de tout fermé de R™ par f est fermée. On suppose
de plus que, pour tout a € R", df(a) est bijective. On pose X = f(R").

a) Soit x € X. Montrer que I’espace tangent 7T, X est égal a R".

b) Montrer que X = R". Ind. On pourra raisonner par 1’absurde.

Probabilités

807. Soient n > 2 et X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme
sur P([1,n]).

a) Déterminer E(card(X)).

b) Déterminer E(card(X NY)).

808. Soient 1, p € N avec 1 < p < n. On considere une urne contenant p boules blanches et

n — p boules noires. On effectue des tirages sans remise des boules de I’urne. Donner la loi
et I’espérance de la variable donnant le rang de la derniere boule blanche tirée.
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809. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On dit que X est sans mémoire si :
Y(m,n) E N> P(X >n)>0etP(X >m+n|X >n)=P(X >m).
a) Soit p € |0, 1[. On suppose que X ~ G(p). Montrer que X est sans mémoire.
b) On suppose que X est sans mémoire.
i) Montrer que P(X > 0) = 1, puisque : 3p € |0, 1[,Vn € NP(X >n) = (1 —p)".
ii) Montrer que X ~ G(p).

810. On consideére une urne contenant deux fois plus de boules noires que de blanches. On
y effectue des tirages avec remise, et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de
tirages nécessaires pour obtenir pour la premiere fois deux boules noires consécutives. Pour
tout n > 0, on pose u,, = P(X > n).

1 2

a) Montrer que Up492 = —Unp+1 + §un pour tout . > 0.

b) En déduire la loi de X.
¢) Montrer que X admet des moments de tout ordre, et calculer son espérance.

811. Soit p € |0, 1. On dispose d’une urne contenant des boules blanches et noires, avec
une proportion p de boules blanches. On effectue des tirages successifs avec remise. Pour
tout n € N*, on note X,, le nombre de tirages a effectuer pour obtenir n boules blanches.

a) Déterminer la loi de X et sa fonction génératrice.

b) Calculer la fonction génératrice de X, et en déduire sa loi et son espérance.

812. Alice et Bob posseédent chacun un sac avec n jetons numérotés de 1 a n. Alice tire un
jeton au hasard. Bob tire ensuite des jetons, sans remise, jusqu’a ce que le numéro tiré soit
supérieur ou égal au numéro tiré par Alice. On note Y le nombre de jetons tirés par Bob.
Déterminer la loide Y.

. k—1
813. On pose, pour k € N* : P(X = k) = TR
a) Montrer que cette relation définit une loi de probabilité.
b) Calculer la fonction génératrice de X.
¢) Calculer I’espérance de X.

814. Soient a € R * et p € ]0,1[\ {1/2}. On considére des variables aléatoires X et Y a

1— n—k
valeurs dans N telles que V(k,n) € N>, P(X =k, Y =n) =a %
a) Calculer a, puis les loisde X et Y.

b) Calculer, si elles existent, I’espérance et la variance de X et Y.
¢) Calculer la covariance de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes ?

]-kgn-

815. Soient @ € ]0,1[, b > 0 et (X,Y) un couple de variables aléatoires 2 valeurs dans N?

e Pbial (1 — a)~7
tel que: V(i,j) e N2, P(X =4,Y =j) = B S
que : (4, j) ( ) G =)

127"
a) Déterminer les loisde X et Y.

b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
¢) Déterminerlaloide Z = X — Y.
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d) Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

816. Soient X, Y des variables aléatoires telles que X ~ B(n,p)etY = X1t
Calculer E(Y).

817. Soit X ~ P(A).

a) Calculer la probabilité que X soit paire.

b) Onpose Y = (—1)*. Espérance et loi de Y.

818. Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres ayant un moment d’ordre 2.

1 2 1
Montrer que E <X—+1) <1- 3 E(X) + 5 E(X?) et caractériser I"égalité.
819. Soit X une variable aléatJ(r)ire a valeurs dans N.
= 1 - Gx(t)
Mont :Vt € 0,1 P(X >k)th= ———=.

a) Montrer que € [0, [,I;) (X > k) T—;
b) On suppose que X2 est d’espérance finie.

~= 3t t—1
Montrer que : V¢ € [0, 1], ZP(X > k)t > —5— E(X)+ —5 E(X?).

k=0

820. On considére deux compartiments séparés par une valve. A I’instant ¢ = 0, le comparti-
ment A contient 2N particules et le second est vide. On ouvre la valve. A chaque instant, de
maniere équiprobable, une des 2N particules passe d’un compartiment a I’autre. On note X,
la variable aléatoire donnant le nombre de particules dans le compartiment A a I’instant n.
a) Soit k € [0,2N]. Trouver une relation entre P(X,, > k), P(X,,—1 > k+1),P(X,,—1 =
E+1)etP(X,,_1 =k).

1
b) En déduire que, pour n > 1, E(X,,) =1+ (1 — N) E(X,-1).
¢) Déterminer E(X,,) pourn € N, puis lim E(X,,).

n—+oo

821. Une urne contient  boules rouges et b boules blanches. A chaque tirage, on pioche une

boule dans I'urne et on remet la boule tirée dans I’urne si et seulement si elle est rouge. On

note £, j, I’espérance du nombre de boules blanches tirées a I’issue de n tirages (on considere

r comme fixé définitivement).

a) Montrer que F : (u,v) € |—1,1[% — Z E,, yu™v® est convenablement définie.
(n,b)e(N*)?

b) Montrer la relation (b+7)E, , =b+bE,_1p—1 +7rEp_1 (sib > 0etn > 0).

¢) Montrer que 02 F est bien définie sur |—1, 1] et que

V(u,v) € ]-1,1[%, v 82 F (u,v) + 1 F(u,v) = b

(1-u)?(1—v)?

822. @) Montrer que le polynéme P = X3 — X2 — X — 1 admet une unique racine réelle et
deux racines complexes non réelles de module strictement inférieur a 1.
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b) On lance une piece équilibrée. Pour n > 3, A, est I’événement « obtenir trois pile
consécutifs pour la premicre fois a I’instant 7 ».

Déterminer une relation de récurrence d’ordre 3 vérifiée par la suite (P(A,,)),>3 et en dé-
duire sa limite.

823. On lance simultanément n € N* fois deux pieces équilibrées. Soit E,, I’événement « les
deux pieces donnent le méme nombre de pile ».

- b b
a) i) Poura,b,n € Ntelsquea + b < n, montrerquez <Z>< ) _ <G+ )

— n—=k n
ii) Calculer P(E,,).
b) On note N le nombre de fois ol les pieces ont donné le méme nombre de pile au cours
des n lancers. Calculer E(N).

824. On donne la formule du crible de Poincaré : si Ay, ..., A, sont des ensembles finis alors

(27

p
card(A; U---UA,) = Z(_1)’f—1 Z card A;, N+ N A;

k=1 1< < <ip<p

a) On munit S,, de la probabilité uniforme. On note X la variable aléatoire qui donne le
nombre de points fixes d’une permutation de .S,,.

b) Calculer P(X = 0).

¢) Déterminer la loi de X.

d) Démontrer la formule de Poincaré.

825. Une piece tombe sur pile avec probabilité p € ]0, 1[. On la lance jusqu’a obtenir pile, et
on note NV le nombre de lancers effectués. On relance alors N fois la piece, et on note X le
nombre de pile obtenus. Déterminer la loi de N, celle de X et calculer E(X).

826. On dispose de n chapeaux et n tiroirs. On range aléatoirement chaque chapeau dans
un des tiroirs (chaque tiroir pouvant contenir jusqu’a n chapeaux). On note X, la variable
aléatoire donnant le numéro du tiroir dans lequel est rangé le chapeau numéro k. On note Z,
la variable aléatoire donnant le nombre de tiroirs vides a I’issue du rangement.

a) Calculer I’espérance et la variance de Z,,.

b) Déterminer un équivalent de E(Z,,) et de V(Z,,) lorsque n tend vers +oo.

827. a) Donner la loi d’une somme de n variables aléatoires indépendantes suivant chacune
la loi géométrique de parametre p € |0, 1[.

b) On lance un dé qui a une probabilité p € ]0, 1[ de tomber sur 6. On note X le nombre de
lancers nécessaires pour avoir n fois 6. Déterminer la loi et I’espérance de X.

828. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de para-

metre p € ]0, 1[.
(X +1)2 Y n(u)
X

du.
1—uu

a) Calculer I’espérance et la variance de

(X +1)?
Y

, notamment en fonction de /
P

b) Calculer ’espérance de etde (X + 1)2Y.
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¢) Les variables aléatoires et (X + 1)%Y sont-elles indépendantes ?

(X +1)2
Y

829. Soit X une variable aléatoire telle que X + 1 ~ G(p).
—gnhm 1—2a"
i R
b) Les événements « m divise X » et «n divise X » sont-ils indépendants ? On pourra
commencer par le casn A m = 1.

a) Soient m,n € N* etz € |0, 1[. Montrer que

830. Soient a, b > 0 et X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que, pour tout n € N,
P(X=n+1)=aP(X =n)+bd"".

a) Montrer que a, b sont strictement inférieurs a 1 et expliciter la loi de X.

b) Calculer E(X).

831. Soit (E})) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}.
Montrer I’existence d’un réel £ tel que :
> a> =0.

1< k
—g cos<—+Ek>—€
n—+00 n n
k=1
832. a) Donner une condition sur le couple (r,s) € R? pour qu’il existe une variable aléa-

Ya >0, lim P(

2
toire X a valeurs dans N telle que P(X =n) = r n> s™ pour tout n € N. On suppose
n

dans la suite cette condition vérifiée et on se donne une telle variable X.

b) Montrer que Gx est solution sur [0, 1] de I’équation différentielle (1—4st)y’(t) = 2sy(t).
¢) En déduire I’espérance et la variance de X.

833. a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o € R pour qu’il existe une

variable aléatoire X a valeurs dans N vérifiant V¢ € [0, 1], Gx(t) =

T 2-t)
nlel
b) Calculer I’espérance et la variance de X et montrer que P(X =n) = O T
834. Soient X7,..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique de para-

metre p. On introduit Y = max(X1,...,X,). Calculer P(Y > k) et P(Y = k) pour k € N.
Montrer que Y est d’espérance finie.
835. Pour n > 2, soit X, une variable aléatoire a valeurs dans [[17 n]] telle que, pour tout

In(k
kel,n],P(X,=k)= lrrll((n')) . Déterminer un équivalent de E(X,,) et E(X?) lorsque n

tend vers +o00.

836. Soient a et b dans R avec a < b. Quelle est la variance maximale d’une variable aléatoire
a valeurs dans [a, b] ?

837. Soient f : R — R™ bornée et X une variable aléatoire réelle.
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Montrer que : (E(f(X)"))l/n T S {f(z); z€eR, P(X =xz) > 0}.

n—-+oo
838. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques de
parametres respectifs p et q.

) soit diagonalisable.

a) Calculer la probabilité que la matrice A = <)(§ }1,

b) Calculer la probabilité que (é) (resp. (O) G)) soit vecteur propre de A.

1

839. Une matrice est dite a spectre simple lorsque toutes ses valeurs propres sont de multi-
plicité 1.

A
a) Soit M = <bT l;) € Sp+1(R), ot A € §,,(R). On suppose que M n’est pas a spectre

simple. Montrer que M possede un vecteur propre dont le dernier coefficient est nul.

b) En déduire que A possede un vecteur propre orthogonal a b.

¢) Soient X,..., X5 des variables i.i.d. de Bernoulli de parametre p. Montrer que la pro-
2 0 0 X3
0 1 X5 Xo
0 X5 -1 Xj

X1 X9 X3 Xy

babilité que la matrice aléatoire N = soit a spectre simple est

supérieure ou égale a 3p> — 2p?.

840. Soit n € N*. On définit la matrice J = (J; ;)1<ij<n € Mn(C) par Jiy1; = 1,
Jin = letJ;; = 0 sinon.
a) Calculer le polyndme caractéristique de J ainsi que son polyndme minimal.

Soient Xy, ..., X,,_1 des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}.
Xo Xpq o0 o Xy
X1 XO s X2
Onpose M = | x, X, X, - : € M, (C).
. ' Xn—l
Xn1 0 Xo X1 Xo

b) Exprimer M en fonction de J.

¢) On suppose dans cette question que n = 2. Calculer P(M € GL2(C)).

d) Déterminer le spectre de M.

e) On suppose que 1 est premier et on admet qu’alors le polynéme 1+ X + X2+ ..+ X"~ !
est irréductible sur Q. Déterminer P(M € GL,(C)).

841. Soient X1, ..., X, i.id. deloi B(p), U = (X1 --- X,) et M =UTU.
a) Déterminer la loi de rg(M ) et de tr(M).
b) Calculer la probabilité de I’événement « M est un projecteur ».

c) Icin:2,V:<1

1) et S = VMVT. Déterminer I’espérance et la variance de S.
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842. Soient n > 2 entier, et V un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k. On note py
la projection orthogonale sur V', M sa matrice dans la base canonique. On écrit M = D+ A
ol D est diagonale et A a tous ses coefficients diagonaux nuls. Soit X = (X1,...,X,,)" un
vecteur aléatoire dont les composantes X; suivent la loi de Rademacher et sont indépendantes.
Soitenfin R = d(X,V).

a) Montrer que 0 < R < v/n.

b) Montrer que Vz € R, d(z,V)? = ||z||? — (z, pv()).

¢) Montrer que R?> =n — k — X7 AX et calculer I’espérance de R
2

k
d) Montrer que tr(D?) > —-

n
e) Calculer ’espérance de (X TAx )2,

843. Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique de para-
metre p € |0, 1[. Pour n > 1, on pose M,, = max{X1,...,X,}.

a) Donner une expression de E(M,, ).

b) Pour tout n > 1, on définit la fonction f,, : t € RT +— 1 — (1 — ¢*)". Montrer que

+oo
Iintégrale / fn(t) dt est convergente, et en donner un équivalent quand 1 — +o0.

0
¢) Donner un équivalent de E(M,,) quand n — +o0.

844. Soit f : Rt — R une fonction continue et bornée. Soit & > 0. On définit la suite de
up(z +h) — up(z)
Y ;

fonctions (u!"),en parufy = fet, pourtousn € Netz > 0,ul', | (z) =

a) Exprimer uZ al’aide de f.

too hok

b) On pose a = u”(0) et S(z,h) = Z a';; ,ou z > 0. Montrer que S(z, h) est bien
k=0

définie. "

¢) Exprimer S(z, h) al’aide de la variable aléatoire X}, o X, ~ P (E)

En déduire lim S(z,h).
h—0+

845. Soient (p,)n>1 une suite d’éléments de ]0, 1] et (X,,),,>1 une suite de variables aléa-

toires indépendantes telle que, pour tout n, X,, ~ G(p,, ). Montrer que A = {w , X, (w) -
n——+0oo

+oo} est un événement, et calculer sa probabilité en fonction de (p,, ).

846. Soit (X})x>1 une suite de variables de Rademacher idépendantes. Pour n € N*, soit
Sp=X1+-+X,.
a) Calculer E(e'®")sin € N*ett € R.

b) Montrer que, pour n € N*eta € R, P(

2
Sp| = na) < 2exp (—%).

¢) Montrer que le résultat de la question précédente subsiste si on suppose que (Xj)r>1 est
une suite i.i.d. de variables aléatoires centrées et bornées par 1.
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847. Soient a, b € R avec a < b, X une variable aléatoire a valeurs dans [a, b], (X Jn>1 une
suite de variables i.i.d. suivant la loi de X. Pour n € N*, on pose S,, = X7 + -+ + X,,.
Sn
Soit f € C°([a, b], R). Montrer que E (f (—)) = f(E(X)).
n—-+oo

n

848. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs réelles et admettant un

moment d’ordre 4.
Onnote m = E(X}), Vo = E((X; —m)?) et Vi = E((X; —m)4).
> 5} .

n

. 1
Pour € > 0 et n € N*, on définit I'événement A} = {|— ZXk -m
n

a) Majorer P(A;) en fonction de ¢, V5 et V.
b) Montrer que la série Z P(A:) converge.

+o00 oo
c¢) Montrer que P <ﬂ U Ai) =0.
n=1k=n

849. Soient p,a € ]0,1[. Onpose ¢ = 1 —pet § = 1 — a. Soit (22,4, P) un espace
probabilisé. Soit (X,,)en une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi G(p). On pose :

+oo +oo
A= {weﬂ conver e} et Ag =
R e VAL
+oo +o0
a) Soit k € N*. Montrer que : P (U (X, > nﬁ)> < Z q"ﬁ_
n=~k n==k

b) Montrer que P(Ag) = 0.
¢) Calculer P(A).

850. Soit (A\,)n>1 € (R‘F)N*. On suppose que Z A, converge. Soit (X,,),>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes telle que X,, ~ P(\,,) pour tout n > 1.
a) Montrer que Z P(X,, # 0) converge.

b) Montrer que m U (X # 0) est un événement négligeable.

neN*k>n
—+o0
¢) Montrer que Z X, converge presque sirement. On note S = Z X,, et on admettra
n=1

dans la suite qu’il s’agit d’une variable aléatoire (a valeurs dans N U {+o0}).
d) Soient Y et Z deux variables aléatoires a valeurs dans N.
Montrer que V¢ € [0,1], |Gy (t) — Gz(t)| < 2P(Y # Z).

+oo

e) Montrer que S ~ P(6) pour 6 = Z An-



