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Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI
Algebre

1. [L] Soit n € N*. Un chemin auto-évitant de longueur n de Z? est une suite injective de
points ay, . . ., a, de Z? telle que ag = (0, 0) et, pour tout 4, ||a;;1 — a;|| = 1 pour la norme
euclidienne canonique de R2. On note A,, le nombre de chemins auto-évitants de longueur n.
a) Montrer que, pour tous m,n € N*, A1, < A Ay,

b) Montrer qu’il existe £ > 0 tel que, pour n assez grand, (2 +¢)" < A4, < (3 —¢&)".

2. ** [SR] Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour z, y, s, ¢ € S, la condi-
tion z + y = s + t implique que {z,y} = {s,t}.

a) Les ensembles {1,3,6} et {1,3,6,10,15} sont-ils directs ?

b) Trouvez un ensemble infini direct.
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14 Epreuves orales: Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI

¢) Montrer I’existence de deux constantes A, B > 0 telles que, pour tout n € N* :
— pour tout ensemble direct .S inclus dans [0, n], on ait |S| < B nt/?,

— il existe un ensemble direct S inclus dans [0, 7] tel que An'/® < |S)].

d) Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S + S = N?

e) Existe-t-il un ensemble .S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S + S ?
J) Existe-t-il un ensemble .S direct inclus dans Z tel que S + .5 = Z?

3. ** [L] Soit (up,) définie par ug = 4, u1 = ug = 0, uz = 3etVn € N, U414 = Up+Upi1.
Montrer que, pour tout nombre premier p, p divise u,,.

4. [SR] On considere la suite (F},),>0 définie par Fy = 0, [} = let Fj,1 9 = Fy1 + F,
pour tout . 2> 0.

a) Exprimer F}, en fonction de n.

b) Montrer que Fy,1, = F,Fyy1 + F,_1F, pour tout (p,q) € N* x N.

¢) Calculer F;, A\ F), pour tous m,n > 0.

5. * [L] On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d,, = O(n®) pour tout
e > 0.

6. [PLSR] @) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3 [4].
P—1
b) Soient p un nombre premier et n > 2. Soit k = gnm—l
np —
i) Montrer que k = 1 [p].
i) Soit d € N*. Montrer que si d divise & alors d = 1 [p].
¢) Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus

a 1 modulo p.

7. [SR] a) Quels sont les éléments inversibles de Z/nZ?

b) Soit n > 3. On considere sa décomposition en facteurs premiers : n = p;** ...p"" ol
les p; sont premiers distincts et supérieurs a 3, les «; dans N*. On admet que, pour tout 4,
(Z/p{Z)* est cyclique. Montrer que la proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)*
est supérieure ou égale a 1 — o

¢) Déterminer le nombre de solutions de 2* = 1 dans Z/nZ.

d) Caractériser les éléments = € (Z/nZ)* d’ordre r = 2/ pair tel que ¢ # —1.

8. [PLSR] Soient p un nombre premier impair, « € N*, ¢ = p®et f : (Z/qZ)*> — 7./qZ une
fonction. Une partie D de Z/qZ est dite f-génératrice si :

Yy € Z/qZ,3In > 2,3dy,...,d, € D,y = f(... f(f(d1,d2),d3),... dy).

a) On considere le cas ot f : (x,y) — x — y. Déterminer les parties f-génératrices de
cardinal minimal et calculer leur nombre.

Dans la suite de I’exercice, on considere le cas ot f : (x,y) — zy.

b) Montrer qu’il n’existe pas de partie f-génératrice de cardinal 1.

¢) On admet que le groupe (Z/qZ)* est cyclique. Montrer qu’il existe une partie f-génératrice
de cardinal 2.

d) Caractériser les parties f-génératrices de cardinal 2.
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9. [L] Dénombrer les morphismes de (Z/4Z,4+) dans le groupe des automorphismes de
(ZJ13Z,+).

10. * [P] Soit A un anneau tel que tout élément de & € A est nilpotent ou idempotent,
c’est-a-dire tel que a® = a.

a) Montrer que tout élément de A est idempotent.

b) Montrer que A est commutatif.

¢) On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n € N* tel que A soit isomorphe a

(Z/22)".

11. [PLSR] On note Z[iv/2] = {a +ibV2; (a,b) € ZZ}.

a) Rappeler la démonstration du fait que les idéaux de Z sont principaux.

b) Montrer que Z[zx/ﬁ] est un sous-anneau de C dont les idéaux sont principaux.
¢) Déterminer les inversibles de Z[iv/2).

d) Trouver les (z,y) € Z? tels que 2% + 2 = ¢,

12. * [PLSR] Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque n.x # 0
pour tout n € N* ettout x € A\ {0}. Un ordre de groupe sur (A, +) est une relation d’ordre
totale < sur I’ensemble A telle que V(z,y,2) € A3, e <y=>z+2<y+2

a) Montrer que si (A, +) posséde un ordre de groupe alors il est sans torsion.

b) Montrer que (Z", +) posséde un ordre de groupe pour tout n € N*.

¢) Soitn € N*. Montrer que tout sous-groupe de Z" est isomorphe a Z™ pour un m € [0, n].

13. [PLSR] Soitr € N*, r > 2
a) Montrer que pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle (ay (n))r>0 telle

quen—Zakr r¥ avec, Vk € N, ak,r(n) € 0,7 —1].

b) Montrer que (ay r(n))n>1 est périodique et trouver sa période.
¢) Montrer que (ax (n")),>1 est périodique a partir d’un certain rang.

14. [PLSR] On pose S = {(z,y,2) e N**; 2 <y < z, 22 + y? + 22 = 3ayz}.
a) Déterminer les éléments de .S vérifiant z = you y = z.

b) Montrer qu’une infinité d’éléments de S vérifient z = 1.

¢) Onpose f: (x,y,2) = (y,2,3yz —x)etg: (x,y,2) — (x,2,3xz — y).
Montrer S est I’ensemble des images de (1, 1, 1) par toutes les composées de f et g.

15. [PLSR] @) Soit A un anneau commutatif. Rappeler la définition d’un idéal de A.
Un idéal I de A dit maximal si A est le seul idéal J de A tel que I C J C A.
Montrer qu’un idéal maximal de A ne contient pas d’élément inversible.

b) Onpose U = F({0,1},R). Donner les idéaux maximaux de U.

¢) Onpose V = C°([0, 1], R). Donner les idéaux maximaux de V.

16. * [PLSR] Soit A un anneau commutatif.

Pour n € N*, onnote £,,(4) = {c¢i + -+ +¢c2, (c1,...,cn) € A™}.
a) Montrer que Y.5(A) est stable par multiplication.
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16 Epreuves orales: Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI

b) Est-ce que Y3(A) est stable par multiplication quel que soit I’anneau A envisagé ?
¢) On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est une puissance

de 2. Soient ¢y, ...,c, dans Aet s = Z cz. Montrer qu’il existe une matrice M € M,,(A)
k=1

dont la premiere ligne est (c1 e cn) et qui vérifie MMT = MTM = sI,,.

d) En déduire que Yo (A) est stable par multiplication.

17. [SR] Soit (A, +, x) un anneau intégre (donc commutatif). On suppose que A est eu-
clidien, c’est-a-dire qu’il existe une fonction ¢ : A\ {0} — N vérifiant les deux conditions
suivantes :

(i) V(a,b) € A x (A\{0}), 3(q,r) € A%, a=bg+ret(r=0o0ut(r) <t(h)).

(ii) ¥(a,b) € (A\ {0})?, t(ab) > t(a).

a) Montrer que Z et R[X] sont euclidiens, tout comme n’importe quel corps K.

b) Montrer que tout idéal de A est principal.

¢) Onsuppose que t(14) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sontles u € A\ {0}
tels que t(u) = 0.

On suppose dans toute la suite de 1’exercice que dans 1’hypothese (i) il y a en plus unicité du
couple (g, r) solution.

d) Montrer que t(a + b) < max(t(a),t(b)) quels que soienta € A\ {0} etb € A\ {0} tels
que a + b # 0.

d) Montrer que A™ U {0} est un sous-corps de A.

e) Montrer que A est un corps ou est isomorphe a K[X] pour un corps K.

18. [PLSR] Soit p un nombre premier. On note Z, 1’ensemble des suites (), >1 telles que,
pour tout n € N*, x,, appartienne a I’anneau Z/p"Z et que x,, soit I'image de x,,4+1 par
1’unique morphisme d’anneaux de Z/p"*'Z dans Z/p"Z.

a) Montrer que I’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée font de Z, un
anneau contenant un sous-anneau isomorphe a Z.

b) Montrer que Z, est integre.

¢) Déterminer les inversibles de Z,,.

d) Soit P € Z[X]. On suppose qu’il existe = € Z tel que p divise P(z) et que p ne divise
pas P’(z). Montrer que P admet une racine y dans Z,, telle que y; = = dans Z/pZ.

19. [P] On considere P = X" — a1 X" ' + ao X" 2 + - - - 4 (—1)"a,, € R[X], scindé sur
R et de racines réelles x1, . .., T,.

-1

Montrer que, pour tout 1 < k < n, ‘:ck _ o < n-2 aj —

n n n—1

20. * Soient f, g € Q[X] tels que f(Q) = ¢g(Q). Montrer que deg f = deg g.
21. Soient n,m € N* avec m < n. Soit P, ,, ’ensemble des polyndmes complexes de

degré n dont 0 est racine d’ordre m et dont les autres racines sont de module > 1.
Déterminer inf {|z| ; 2 € C*, 3P € P, n, P'(z) = 0}.
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22. * [SR] Soit [ = {P € C[X]; Vn € Z, P(n) € Z}. On pose Hy = 1 et, pour n € N*,
XX-1)--- (X — 1

m, = X ) '( "D pour P e C[X], on pose A(P) = P(X +1) — P(X) et
n!

Dy (P) = A™(P)(0).

a) Montrer que (H,,),>0 est une base de C[X].

b) Montrer que, pour tout n, H,, € I.

¢) Montrer que, pour tout n € N*, A(H,,) = H,,_1.

d) Montrer que I C Q[X].

e) Montrer que I = ZaiHi ;neN, (ag,...,an) € Z"}.
i=0

J) Soient Py, P; € I tels que, pour tout n € Z, Py (n) soit premier avec Py(n). Montrer qu’il

existe Uy, Us € T telsque U1 Py + Us Py = 1.

2 1
1 1
a) Montrer que C'y est un sous-groupe infini de GLo(Z).

b) Montrer que Cyy = Z[H] N GLy(Z), ou Z[H] = {xI + yH, (x,y) € Z*}.

¢) Montrer que C'yy est isomorphe a (Z/27) x Z et en donner un systeéme de générateurs.

23. ** [PLSR] Soit H = ( ) Onnote Cyy = {M € GLy(Z), MH = HM}.

24, * [L] Soient A et B dans M, (R) telles que AB = BA. Soit k € N*. Déterminer le
signe de det (Ak + Bk).

25. [SR] Soient f € C*°(R,R™™) et zg, ..., x,_1 des réels > 0. On souhaite montrer que :
dJ . n(n—
det (* (f(x)“>) = fl@)Zosen G0 @) T [ (- ).
da 0<i,j<n Iy
2 0<i<y<n

a) i) Soit (p;)ogj<n une famille de polyndmes de R[X] telle que, pour tout j, p; est de
degré j et de coefficient dominant d;.
Montrer que det (p; (2i))gg; jp = do X -+ X dp—1 H(a:] — ;).
i<j
ii) Montrer que, pour tout z € R et tout j € N, il existe p; € R[X] de degré j et de

. J .
coefficient dominant f'(x)’ tel que : Vz € R, LS (f(@)%) = f(x)*7p;(2).

dxJ
iti) Démontrer le résultat annoncé. Que dire dans des cas particuliers ?
—+o0
b) Soit f : x — E anx™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence non nul.
n=0

Pour tous i, 7 € N*, on note ¢; ; le coefficient en 27 de f*. Calculer det ((¢; j)1<i,j<n)-

26. [L] Soit A € GL3(R). Montrer que A est semblable a A~! si et seulement s’il existe
B,C € M3(R) telles que A = BC, B? = C? = .

27. ** [P] Soit n > 2. On note R,, ’ensemble des matrices M de GL,, (C) telles que M M
appartient & C*I,,. On définit une relation d’équivalence ~ sur M,,(C) en posant A ~ B s’il
existe M € GL,,(C) et A € C* tels que A = A\ M BM ~". Justifier que ~ induit une relation
d’équivalence sur R,,. Déterminer les classes d’équivalence sur R,,.
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18 Epreuves orales: Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI

28. ** [P] On note G,, ’ensemble des sous-espaces vectoriels de R"™. Soit & : G,, —

R une application telle que YV, W € G,,, (VN W)+ &V + W) < &(V) + &(W)

et ®({0}) > 0. Montrer qu’il existe un unique V; € G,, de dimension maximale tel que
(V) (V)

veG,\{(0)} dimV  dimVj

29. [PLSR] Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et H un groupe fini.
a) Montrer que I’ensemble £ des morphismes de groupes de G vers H est fini.
b) Soit ¢ un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que Ker(¢)) C ﬂ Ker(p).
pEeE
¢) Onpose G = {M € My(Z), det(M) = 1}.
i) Montrer que G est un groupe multiplicatif.
.. , (1 1 (10 (0 1
ii) Montrer que G est engendré par S = (0 1), T = (1 1) etU = (_1 0) 2
iti) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.

30. [PLSR] Soit A € My(Z) telle que det(A) = 1lettr(A) =~ > 2.
k
Pourk € ZetU € My 1(Z), onpose (k,U) = (% [1])
a) Montrer que I’ensemble G4 = {(k,U) ; k € Z, U € M 1(Z)} est un groupe pour la
loi de multiplication matricielle. Est-il abélien ?
b) Montrer I’existence d’un morphisme injectif de groupes de G 4 dans le groupe

et 0
S = 0 et
0

, (t,2,y) € R
0

¢) Soit D4 le sous-groupe de G4 engendré par les éléments ghg 'h~! ol (¢9,h) € G3.
Montrer que D4 = {(0, (Io — A)U), U € M21(Z)}.

31.[L] @) Soientr € N*et (Fi,...,F,) € C(X)". Onpose M, = (F\' V)<< €
M, (C(X)). Montrer que la famille (F1,..., F;) est liée si et seulement si la matrice M,
n’est pas inversible.

b) Soientn € N*et A = (A¢7j)1<i7jgn S Mn((C(X))

Pour p € N, on note AP) = (AEZ-)) la matrice des dérivées p™* des coefficients de A.
Montrer que les matrices AP pour p € N commutent deux a deux si et seulement s’il existe
r e N, (Fy,...,F) € (C(X))" et des matrices C1,...,C, € M, (C) commutant deux a
deux telles que A = F1Cy + -+ - + F.C...

(0) 1
32. [SR] Soit § = € M, (R).

1 (0)
a) Justifier la diagonalisabilité de .S et donner ses valeurs propres.
b) Donner une base orthonormale de vecteurs propres de S.
¢) Caractériser les sous-espaces de R" stables par .S.
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wik
vn
de A. En déduire que A est diagonalisable.

e) On suppose n impair. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités.

d) Soient w = exp(2in/n)et A = ( > € M., (C). Calculer les puissances
1<5,k<n

33. [SR] a) Soit M € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N €
M., (C) est suffisamment proche de M, alors N admet n valeurs propres distinctes.

. 0 1
b) Soient A = (0 0
deux valeurs propres distinctes pour tout € > 0 assez petit ?
¢) Méme question en demandant que A + € B soit diagonalisable pour tout € > ( assez petit.

) et B € My(C). A quelle condition la matrice A + ¢B admet-elle

34. [L] Soient K un corps et A € M5 (K). On suppose que x 4 est irréductible et qu’il existe
B € GLy(K) telle que B~'AB commute avec A, mais que B ne commute pas avec A.
Montrer que B? est scalaire.

35. [L] Soient A, B dans M,,(C) telles que rg(AB — BA) = 1. Montrer que A et B sont
cotrigonalisables.

36. [PLSR] Soient A, B € M2 (R) telles que rg(A) =rg(B) =1letlm A = Im B.

a) Montrer qu’il existe P, Q € GL2(R) telles que A = P (é 8) QetB=P (g g) Q.
b) Pour P,Q € GLy(R), onpose Up g : M +— PMQ.Onpose 7: M s M”.

Soit U € L (M3(R)) qui conserve le rang. Montrer qu’il existe P, Q € GL2(R) telles que
\I’:\PPVQOU\I]:\IIP,QOT.

37. [PLSR] Soient n,k € N*, M = (A C) avec A € M, (C), B € My(C),C €

0 B
M., (C). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables
etil existe X € M,, 1(C) telleque C = AX — XB.

38. [PLSR] Soit K un sous-corps de C. On dit qu'une matrice M = (m; ;)i<i,j<n de

M, (K) est de Bourdaud si x s = H(X — M ;).

i=1
a) Montrer qu’une matrice de M, (KK) est semblable sur K a une matrice de Bourdaud si et
seulement si elle est trigonalisable sur K.
b) Montrer qu’une matrice de S,,(R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.
¢) Est-il vrai que toute matrice de Bourdaud de M,,(C) est diagonalisable ?
d) On dit que A est normale si AT A = AAT . Déterminer les matrices réelles normales et de
Bourdaud.

39. [SR] Soient n, k € N*, M = (61 g) avec A € M,,(R), B € My(R),C € M, (R).
M (M ‘PA,B(C)>
On pose e™ = ( Moy M, .

RMS. Volume 136 - n® 1 (2025-2026)



20 Epreuves orales: Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI

a) Déterminer My, Mo, M.
b) Montrer que ¢ 4 p est linéaire.
c¢) Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors ¢ 4 g I’est aussi, et préciser son spectre.

d) Soit f : R? — R telle que f(z,y) = )

est de classe C™°.
e) On suppose que ¢ 4 g est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont distinctes.
Montrer que A et B sont diagonalisables.

siz # vy, et f(z,x) = e”. Montrer que f

40. [SR] Si A, B € M,,(C), on pose [A, B]| = AB — BA.
Soit A = {M € M5(C), tr(M) = 0}.
a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de Mo (C) stable par [, |.

b) Calculer les [A, B] pour les A,B € {X,Y,H} ou X = <0 1) , Y = (0 0) et

0 0 1 0
1 0
H‘(o —1)'

¢) Soit p : A — M, (C) linéaire telle que, pour tous A, B € A, p([A, B]) = [p(4), p(B)].
Montrer que p(H ) admet une valeur propre «.

Montrer que p(X)(Eo(p(H))) C Ker (p(H) — (e +2)1,,).

Montrer que p(Y') (E4(p(H))) C Ker (p(H) — (a — 2)1,,).

d) On suppose que, si V' est un sous-espace de C" stable par tous les p(A), pour A € A,
alors V' = C" ou V = {0}. Déterminer les p possibles.

41. [U] Soient k un corps de caractéristique nulle, £ un k-espace vectoriel de dimension finie

T

etu € L(E). On écrit m,, = H P;™, 1e polyndme minimal de u, ol les P; sont irréductibles

i=1
distincts et les n; dans N*. On pose f = Py X - - - X P,.. On définit une suite en posant ug = u
et,pour n € N, w1 = up — f(un) f/(u,) ™ .
a) Montrer que (u,,) est bien définie.
b) Montrer que (uy,) est stationnaire de valeur ultime d € L(E) ot d est un polyndme en u,
u — d est nilpotent et d est annulé par f.

42. ** [L] Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GL(C) tel que
Vect(G) = M3(C). Si G et G4 conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?

43. * [L] On dit que la propriété M T (n, K) est vraie si, pour tout couple (A, B) de matrices
de M,,(K) telles que, pour tout A € K, A + AB soit diagonalisable, A et B commutent.

a) Montrer que, si A et B sont dans M,,(K), diagonalisables et commutent, alors, pour tout
A € K, A+ AB est diagonalisable.

b) On suppose que n > 2. La propriété MT'(n,R) est-elle vraie ?

¢) Montrer que MT(2,C) est vraie.

d) On suppose que n > 2. La propriété MT'(n,Fs) est-elle vraie ?

e) Soit p > 3 un nombre premier. La propriété MT'(2,F,) est-elle vraie ?
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+oo
_1)n
44. [L] Quelle est I’image de I’application f : M € M5(C) — Z ¥M2”+1 ?
= (2n+1)!

45. [SR] a) Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA. Justifier que eATE = 468,
b) Soient A € M,,(C) et P € GL,(C). Montrer que e"47 " = pe? p~1.

o0 k—1
—1
¢) Pour A € M,,(C) convenable, on pose log A = Z 7( )

k
k=1
matrices log A est-il défini? Montrer les égalités exp(log A) = A et log(exp A) = A. Pour
chaque égalité, déterminer les matrices A qui la satisfont.
k
d) Montrer que, si A, B € M,,(C), (e'{;cl e‘g') — B,

k—+oco

(A — I,)*. Pour quelles

“+oo
46. * * [PLSR] Soient (@n)n>0 € CN et fizm Z a, 2" de rayon de convergence égal a

n=0

—+00.
+oo

a) Pour M € M, (C), justifier la définition de f*(M) = apM".
k=0

b) Montrer que f™ est continue.

¢) On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de 1’ensemble des
matrices diagonalisables sur lui-méme.

d) On suppose que, pour tout A € C, il existe 2z € C tel que f(z) = Aet f'(z) # 0. Montrer
que f* est une surjection de M,,(C) sur lui-méme.

47. [L] Soit d € N*. On munit R? de sa structure euclidienne canonique.
Déterminer les n € N* pour lesquels il existe un ensemble F,, ¢ R? de cardinal n tel que,
pour toute partie G de F),, il existe w € R¥\{0}etb € Rtelsque G = {x € F,, (w,z) + b > 0}.

48. [P] Pour w € R, on pose R(w) = (g —Ow)' Soit ¢ : R — O, (R) un morphisme de
groupes continu. Montrer qu’il existe wy, ...,w, € Ret P € O, (R) tel que, pour tout ¢t € R,
etRw) e 0
0
o(t) =P
: etfilwr) 0
0 T 0 In—2r,

49. * * [L] Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs d’un espace euclidien.
Montrer que v o u est diagonalisable.

50. * [P] Déterminer I’ensemble des symétries linéaires sur S, (R) qui fixent un hyperplan
et stabilisent I’ensemble S,/ 1 (R).
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51. ** [P] Soit H = (H; ;)1<ij<n € S;7T(R). On suppose que, pour tous i # j, H; ; < 0.
Si (4,5) € [1,n]? on dit que i et j sont connectés s’il existe m € N*, ky,..., k,, € [1,n]
tels que k1 = 4, k,,, = j et, pour tout £ € [1,m — 1], Hy, x,., # 0.

Montrer que % et j sont connectés si et seulement si H. ;jl > 0, ol Hifjl est le coefficient
d’indice (i,7) de H~'.

52. [PLSR] On considére n € N* et (A, B) € As,(R)?. On pose C = AB et on s’intéresse
aux valeurs propres réelles de C'.

a) Donner un exemple de n, A et B tels que x¢ n’admette aucune racine réelle.

b) On suppose A inversible. On note ¢ : (C*")? — C définie par p(X,Y) = XTA™Y.
Montrer que les sous-espaces caractéristiques F(C') de C sont deux a deux p-orthogonaux,
i.e. pour tous A et p distinctes dans Sp C, V(X,Y') € F)\(C) x F,(C), ¢(X,Y) =0.

¢) Que peut-on en déduire ?

53. [PLSR] On munit R? de sa structure canonique d’espace euclidien orienté, et on note B
sa base canonique.

a) Montrer que, pour tout u € R3, il existe un unique endomorphisme z, de R tel que
Y(z,y) € (R*)?, detg(u,z,y) = (zu(x),y), et montrer qu’alors 2} = —z,.

b) Soient u € R unitaire et # € R. On munit le plan {u}* de I’orientation dont les bases
directes sont les bases (x,y) de {u}" telles que (z, , u) soit une base directe de R3. On note
4,0 la rotation de R? fixant u et induisant sur {u} la rotation d’angle de mesure 6. On note
enfin p,, la projection orthogonale sur Ru. Exprimer tr(r, ¢) en fonction de 6, et montrer que
Tu,0 = (cos0).id+(1 — cosb).p, + (sin0).z,.

¢) Soient u, v des vecteurs unitaires de R®. On pose 7 = arccos ((u, v)). Soit (¢, 1) € R?.
Justifier que r,, , 07, 4 €st une rotation, et montrer qu’elle s’écrit r, g pour un vecteur unitaire
w et un réel 0 vérifiant | cos(0/2)| = |cos(p/2) cos(¢/2) — cos(T) sin(¢/2) sin()/2)].

54. [PLSR] @) Soient A, B € M,,(R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer
qu’il existe P € GL,,(R) telle que PAP~' et PBP ™! soient diagonales.

b) Montrer que ’application ® : (S,0) € ST (R) x O,(R) = SO € GL,(R) est bien
définie et bijective, et que ® ! est continue.

¢) Soit M € GL,(R). Montrer qu’il existe une unique suite de matrices (Mjy)gen telle que

M,
Mo=MetVk e N, Myy; = Tk(ln + (M My,) ™), et étudier sa convergence.

55.** [PLSR] On pose V' = {1,2,...,n} et I = Py(V) I’ensemble des paires de V.
Soient E C Fetn; = |{j €V, {i,j} € E}| pour i € V. On définit la matrice L = (¢; ;) €
M, (R)par ¢; ; = n;sit = j, —1si{i,j} € Eet0sinon. Onnote \; < --- < A, les
valeurs propres (avec multiplicité) de L.
a) Montrer que A\, = 0.

, XTLX
Xef@yioy XIX
¢) Pour S C V,onnote 0S = {{i,j}, {i,j} € Eaveci € Setj ¢ S}.
Montrer que & <  min @

= scv |S] ’

0<|s <%

b) Montrer que Ao =
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56. [P] Pour A,B € S,,(R) onnote A > B lorsque A — B € S (R). Si A € SFT(R),
on écrit A = PDiag(\1,...,\y)P ' avec P € O,(R) etles \; > 0, et on pose, pour
r € R, A" = PDiag(\},...,\")P~!; cette définition ne dépend pas de I’écriture de A sous
la forme précédente.

a) Montrer que M ~— M~ est décroissante sur S;” 1 (R).

b) Est-ce que M — M? est croissante sur S, (R) ?

¢) Montrer que M ~ M" est convexe sur S;" " (R) lorsque r € [—1,0]. Ceci signifie que,
pour tous A, B € S T(R) ettoutt € )0, 1], (tA+ (1 —)B)" < tA" + (1 —t)B".

57. [PLSR] On dit d’une norme N sur M 4(R) qu’elle est invariante orthogonalement lorsque
VM € My(R), Y(P,Q) € O4(R)?, N(M) = N(PMQ).

a) Donner un exemple d’une telle norme.

b) Soit A € My(R), montrer qu’il existe (P,Q) € O4(R)? tel que A = PDQ ou D =
Diag(o1,...,0.,0,...,0) avec Vi € [1,7], o; > 0.

¢) On se donne une norme A invariante orthogonalement sur M 4(R).

On note T'(A) = sup{||[AX]||, || X|| = 1} ou || || désigne la norme euclidienne canonique.
Montrer qu’il existe > 0 tel que VA € My(R), rg(A) =1 = T(A) = aN(A).

58. [SR] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opé-
rateur qui lui est subordonnée.
a) Soit A € S,,(R).

i) Que dire des valeurs propres et des espaces propres de A ?
On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

ii) Soient z € R™\ {0}, o € Rety = Az — ax. Montrer que lgljg IAi —al < H

<ikr X
b) Soient A € M., (R) diagonalisable, P € GL,(R) telle que P~'AP soit diagonale,
A1, ..., Ay les valeurs propres distinctes de A. Soient enfin B € M, (R) et o une valeur
propre de A + B. Montrer que 1131;1 1N — | < [|P]lop 1P~ Hlop | Bllop-
<igr

59. Soient S € S, (R) et A € A, (R). Montrer que S A est diagonalisable sur C.

60. ** [P] Soit n. € N*. On appelle forme quadratique sur R” toute application ¢ : R” — R

telle qu’il existe (a; j)i<i,j<n € Mn(R) telle que g(x) = Z a; ;T;T; pour tout z =
1<i,y<n

(x1,...,2,) € R™. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R) tels que {0} et R" sont les seuls

sous-espaces de R" stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes quadratiques

invariantes par GG constituent une droite vectorielle.

61. [SR] Soit n > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit H € S, (R).
Onpose Vg : (z,y) € (R")? = 2T Hyet Qp : v € R" — 2T Ha.

a) Soit H € S, (R). Exprimer la norme d’opérateur de H a 1’aide de Q.

b) Soient m,n € N*. On munit R" et R de leur structure euclidienne canonique. Si A €
M, (R), comment déterminer la norme d’opérateur de A pour ces normes ?
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¢) Soient J, K deux ensembles finis non vides, (a;1)(jmesxx € (RT)7**. On suppose

qu’il existe C7 et Cs tels que : Vj € J, Z ajr < CretVk € K, Zaj’k; < (Cs. On
keK j€d
ordonne J et K et on note A la matrice des a; ;. Montrer que ||Al|op < +/C1Co.

1
d) Pourn € N*, J = K = [1,n], on pose, pour 1 < j,k < n, aj; = W sij #k,
) j_

et aj;, = 0 sinon. On note enfin A™ = € M, (R). Déterminer la limite de

(A op) 1

(a?,k)mj,kgn

62. *X* [PLSR] L’espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique et M, (R) de
la norme subordonnée notée || ||op. Si M € GL,(R), on définit le conditionnement de M
comme le réel cond(M) = || M ||op|| M~ {|op-

a) Calculer cond(M ) dans le cas ou M est symétrique définie positive.

b) Montrer que, pour toute matrice M € GL,,(R), cond(M) > 1etcond(M”) = cond(M).
¢) Que dire des matrices M € GL,,(R) telles que cond(M) = 17?

d) Pour A et B dans S;" ", montrer que Cond(A + B) < max(Cond(A), Cond(B)).

63. [SR] On note E I’ensemble des matrices de S, (R) de rang 1.

a) Soit A € M, (R). Montrer que A € E si et seulement s’il existe U € M,, 1(R) tel que

A=UU".

Soita € C°(RY, E).

b) Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(o) il existe u : RT — M., 1(R) continue telle que V¢t € RT, a(t ) = u(t)u(t)T

(B) il existe z : RT — M., 1(R) continue telle que V¢t € RT, z(t)Ta(t)2(t) >

¢) Soient 0 < b < c. On suppose qu’il existe (i, ) € [1,n]? avec i # j tel que, pour tout
€ [b,c], a;i(t) > 0eta;;(t) > 0. Montrer qu’il existe z : [b,c] — M, 1(R) continue

telle que V¢ € [b,c], z(t)Ta(t)z(t) > 0 et, en outre, 2(b) = e;, z(c) = +e; (les e, sont les

vecteurs de la base canonique).

d) En considérant ’ensemble des d > 0 tels qu’existe z : [0,d] — M,, 1(R) continue

vérifiant vt € [0,d], z(t)"a(t)z(t) > 0et 2(d) = +e;, montrer que a vérifie la propriété ().

1
64. [SR] Soientn > 2, a : [0,1] — S;7(R) continue et A = / a(t) dt.
0

a) Montrer que A appartient 2 S, (R).
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = 0. Exprimer Ker(A).
1
c¢) Montrer que M = (—) est dans S; T (R).
1+7+ ] 1<6,5<n
d) On suppose a a valeurs dans I’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner

une condition pour que A soit une matrice de projecteur orthogonal.
+o0

e) SoitI': z € RT™ — e 't 1dt. Soient 0 < o < f3.

I'(2a) OF(a + 0)
Lla+p)  T(28)

S En déduire que In(I") est convexe.

Montrer que < > est dans S;7 1 (R).
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Analyse

65. X% [P] Soit (On)n>0 une suite d’ouverts non majorés de R**. Montrer qu’il existe
x € R™™ tels que, pour tout n € N, ’ensemble O,, N Nz soit infini.

66. [L] Soit E un ensemble non vide. Soit d : E* — R vérifiant, pour tous z,y, 2z € E :
i) d(z,y) = d(y,z), i) d(z,y) =0z =y, ii) d(z,y) < max(d(z,z2), d(z,y)).
Ainsi d est une distance sur E.
Pour z € Eetr € RT, on note B(z,r) = {y € E, d(z,y) < r} la boule fermée de
centre x et de rayon 7. On suppose que, pour tout € E et tous 7,7 vérifiant 0 < r < 7/,
on a B(z,r) C B(z,r’). Enfin, on suppose qu’il existe une suite d’éléments de F dense
dans (E,d).
Montrer qu’il existe une suite (z,)n>0 d’éléments de E et une suite (7,),>0 d’éléments
de R telles que : Vn € N, B(2,11,7n11) C B(zn,70) et ﬂ B(zp,rn) = 0.

neN

67. [PLSR] On note F I’ensemble des fonctions lipschitziennes 1-périodiques de R dans R.
a) Pour a € ]0,1] et f € E, on pose

f@) ~ )|

flla = sup|f(z)| + sup
1/ 1o zeR\ ()] o F—

Démontrer que || ||, est une norme sur F.
b) Onnote F = FNC'(R,R). Démontrer que F est un fermé de E pour la norme || ||;.

68. ** [P] Soient F I’espace des suites réelles (), >0 nulles a partir d’un certain rang, et
T € L(E). On suppose T continu pour la norme || ||; et pour la norme || ||o. Montrer que 7'
est continu pour la norme || ||2.

69. [SR] Soit E = C°([0, 1], R).
a) La forme linéaire ¢ : f — f(0) est-elle continue pour || ||, ? pour || |1 ? Dans chaque
cas calculer I’adhérence de Ker ¢.

1
b) Soity : f— / f(z) cos(2mwx) dz. Montrer que ¢ est continue pour || ||; et calculer sa
0

norme subordonnée.
70. [L] Soit E = C°([0, 1], R).

. N = £(@n) g(an)
Sia = (an)n>o0 € [0,1]", on pose, pour f,g € E, (f,g9), = Z BT

n=0

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (, ), soit un produit scalaire
sur E. On note alors || |, la norme associée.

b) Sia,b € [0,1]Y vérifient les hypotheses de a), donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que || ||, et || ||» soient équivalentes.

71. Soient n > 2 et f € C°(R™,R) telle que, pour tout = € R, f~*({z}) est compact.
a) Montrer que f admet un extremum global.
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b) Montrer que f(x) posséde une limite quand ||z| — +oo.

72. ** [P] Soient (E,(, )) un espace préhilbertien de dimension infinie et & une partie
bornée de F' dont la frontiere est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide dans F.
Peut-on généraliser le résultat & n’importe quel espace vectoriel normé de dimension infinie ?

73. [P] Pour z,y réels et ¢ > 0, on dit que = ~. y s’il existe k € Z tel que |z —y — k| <
€. Soient A1, A2 deux réels non nuls. Montrer que )\—1 ¢ @ si et seulement si, pour tout
2

(a1,az) € [0,1]% ettout £ > 0, il existe z € R tel que z\; ~, a1 et zAy ~, as.

74. [P] Soient £ un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2 et C' une partie non
vide, convexe et bornée de £. Montrer que la frontiere de C' est connexe par arcs.

75. * [PLSR] Soient E un espace vectoriel normé et f : E — E une application telle que

f(0) = (@) = fW)ll = llz =y
On pose, pour z,y € F, df (z,y) = H—w —f (%)H

1
a) Montrer que Vz,y € E, df (z,y) < 3 |z —yl.

b) Montrer que f est linéaire si et seulement si df est identiquement nulle.
¢) Trouver une fonction vérifiant les propriétés de la fonction f, non linéaire et non surjective.
d) On suppose que f est surjective. Montrer que f est linéaire.

76. [P] On munit £ = C°([0, 1], R) des normes || ||2 et || [|oo- Soit (11 )s>0 une suite stric-
tement croissante d’entiers naturels. Soit F' = Vect (z — x"*, k > 0). A quelle condition F
est-il dense dans E pour la norme || || ? pour la norme || || ?

77. ** [L] Soit f € C°(R,R). On note D = {¢27% +27%[0,1] ; (k,¢) € Z*}. Pour tout
/f. On
I

intervalle I de D, on note long(I) la longueur de I et on pose M;(f) = long (1)
ong

1
pose || = sup { i [ 1 = Mi()]s 1€ D

a) On suppose | f|| finie. Soit m € N*, (I,J) € D* avec I C J tels que long(J) =
2™long(I). Démontrer que |M;(f) — My(f)| < 2m||f]-

b) On suppose que || f|| = 1 et M}y 1;(f) = 0.

Onnote F, ={I € D; I C [0,1], M;(f) > 5k et I maximal pour cette propriété }. On pose

Q. = U I etetlong() = Z long(F7).

IeFy I€Fy

Montrer que, pour k£ > 1, long(€2) < —long(Qk 1)

78. ** [PLSR] On munit les espaces /% (R) et £2(R) de leurs normes usuelles || ||; et || ||

On pose H = {u € R%; Zui(l +n?) < +oo}.
nez
a) Définir un produit scalaire sur H. Ecrire 1’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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b) Quelles inclusions a-t-on entre ¢}(R), ¢Z(R) et H? Montrer que ces inclusions sont
continues (i.e. les injections canoniques sont continues).
¢) Soit u € RZ. Montrer que u € H si et seulement si 1’application p,, : H — H définie par
Yv € H, piy,(v) = uxvavec (u*v), = Z upv, est bien définie et continue.

pt+g=n

79, * * [P] On note ¢! I’ensemble des suites sommables de RY. On munit ¢! de la norme
—+o00

définie, pour u = (uy,)n>0, par |lulj1 = Z [t |-

n=0
Soient (uk)keN une suite d’éléments de ¢! et u € ¢'. Montrer I’équivalence entre :
i) la suite (u”),en converge vers u pour la norme || ||1,

—+o0 +oco
i) pour toute suite (¢, )nen bornée, E ©n uﬁ — Ol
0 k—+4o0 0
n= n—=

80.[L]Onnote S = {z € C, |z| =1} etT = {y €C°([0,1],5) ; v(0) = ~(1) = 1}.

a) Soit~ € I, montrer qu’il existe 6 : [0, 1] — R continue telle que V¢, ~(t) = e27(*),
b) On prend ~p,v; € I'. On note F' la propriété :

«il existe h € C([0, 1], S) tel que Vx € [0, 1], h(z, ) € T, h(0,-) = yo et h(1,-) = 71 ».
On pose 7o = 1 ety : t — €™ Montrer que 7o et v, ne vérifient pas F.

¢) On note D le disque fermé unité de C. Existe-t-il f € C°(D, S) telle que f|s = id?

81. [PLSR]a) Soit f € C*(R, R) telle qu’il existe z* € R vérifiant f(z*) = Oet f'(z*) # 0.
_ f(@)

f'ae)
Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour z¢ € [z* — €,z + €], la suite (z) est bien définie
et converge vers x™.
b) Avec f : xz — e® — 1, quelles sont les valeurs de zy € R pour lesquelles la suite (x)
précédente est stationnaire ?
¢) On revient au cas général et on suppose f” > 0 et f' ne s’annule pas sur R. Pour quelles
valeurs de zo € R la suite () est-elle stationnaire ?

On définit par récurrence une suite (x) avec g € Ret xy41 = xg

82. [L] Soit f € C°([a, b], [a,b]). On suppose dans les questions @) et b) que f n’a pas de
point de période 2, ¢’est-a-dire que Vz € [a,b], f(z) # x = (f o f)(z) # «.

a) Soit ¢ € Ja, b[ tel que f(c) > c. Montrer que pour tout & € N*, f*(c) > .

b) Soit xy € [a,b], on pose pour tout n, x,+1 = f(x,). Démontrer que la suite (z,,)
converge.

¢) Démontrer que la suite (x,,) converge pour tout choix de xg si et seulement si f n’a pas
de point de période 2.

. .92 .
* o L. sinn sin”n | sinn|
83. ™ [PLSR] a) Déterminer la nature des séries g ) E > E —

1
b) Soitx € R\Qet @ € N*. Montrer qu’il existe p € Z et g € [1, Q] tels que |gz —p| < 0
1
En déduire qu’il existe une infinité de couples (p, q) de Z x N* tels que |z — b ‘ < .
q q
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1

¢) On admet que 7 est irrationnel. Déterminer la nature de la série Z ﬁ
n sin(n

84. [P] Soit (ay,) une suite de réels décroissante de limite nulle.
Pour P C N, on note A(P) = Z an. On suppose A(N) = A, € R. Montrer que

neprP
+oo
{A(P), P € P(N)} = [0, Ax] si et seulement si Vn € N, a,, < Z aj.
k=n+1

o s
85. % [L] a) Pour quels réels s la somme Z % est-elle finie ?
nm(n? —m

n,meN*

n#m
b) Pour n = (ny,n2) € Z?, onnote |n| = \/n? + n3.
; |n —m|® .
Pour quels réels s la somme Z est-elle finie ?

[nf|m|(1 + (In[ = [m[)?)

(n,m)€(z2\{0})2
n#m

86. * [PLSR] On note S I’ensemble des suites croissantes 2 termes dans N \ {0,1}.

“+o00 n
1
a) Pour a € S, montrer que ¢(a) = g (H —) appartient a |0, 1].
ak

n=0 \k=0
b) Montrer que ¢ définit une bijection de S sur |0, 1].
¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € .S pour que ¢(a) € Q.

87.[L] Soit f : N — R™* décroissante de limite nulle. Soit ¢ : N — N croissante. On

+oo
suppose que, pour tout o € R™*, il existe une unique suite (n;);ey telle que o = Z f(ng)
i=0
et, pour tout i € N, ;11 > ¢ (n;).
—+o0
Montrer que ¢(0) = O et, pour tout n € N*, f(n—1) = Z f (cp’(n)), ol " désigne I’itérée
i=0

i-eme de  pour la composition des applications.

88. [P] Soit f : R — R. Montrer 1’équivalence entre les conditions suivantes :
i) f(z) = O);

ii) g f(ay,) converge absolument pour toute série g a,, absolument convergente a termes
réels.
iii) E f(ay,,) converge pour toute série E a,, absolument convergente a termes réels.

89. [P] Soit f : R — R telle que Z f(ay) converge pour toute série convergente Z Gn A
termes réels. Montrer qu’il existe un réel A tel que f(x) = Az pour x voisin de 0.

90. [SR]a) Soienta,b € Raveca < bet f : [a,b] — [a,b].
i) Si f est continue, montrer que f possede un point fixe.
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if) Si f est croissante, montrer que f posséde un point fixe.
b) Soit f : R — R monotone. Montrer que 1’ensemble dis(f) des points de discontinuité
de f est au plus dénombrable.
¢) Construire f : R — R monotone dont I’ensemble des points de discontinuité est Q.

91. * [P] Trouver les f : [0,1] — R continues telles que Vz € [0, 1], Z f( }

92. [PLSR] Soit f une fonction de R dans R U {400} non identiquement égale a +oc. Pour
y € R, on pose f*(y) = sup{zy — f(z) ; v € R}.

a) Montrer que {z € R, f*(z) < 400} est un intervalle (éventuellement vide) sur lequel
™ est convexe.

b) Montrer que, si f est dérivable et convexe sur R, alors f** = f.

¢) On suppose que f est de classe C2 sur R, que f” > 0 sur R et que % B |—> 400
xr xr|—+o0

Montrer que f* est dérivable sur R et que : V(x,y) € R%, y = f'(z) < z = () (y).
* - BN & n—k
93. * [SR] Pour f : [0,1] — R, on pose B, (f)(z) = Zf(ﬁ> <k>x (1—az)" "
k=0
a) Calculer B,,(uq) et B, (ug) ol u, : x +— z".

= El[n _ z(1—x)
M 1 — - 1 —a)"F <y ——.
b) Montrer que, pour tout z € [0, 1], Z x n' (k>x (1—-x) -

k=0

¢) En déduire que si f est M-lipschitzienne, alors | B, (f)(z) — f(z)| < pour tout z.

M
2y/n
94, * [L] Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que :

* f est croissante, a valeurs dans [O, 1], f est continue a droite,
s flx) — 0, f(z) — 1,
xT——00 r—+o0

eVk € N*, 3b, € R, Vz € R, f(2)" = f(z + by).

95. [PLSR] @) Soient a,b € R avec |b] < 7.
Montrer qu’il existe z € C tel que z + e* = a + ib.
b) Montrer que 1’application z — z e est surjective de C sur C.

96. [P] Soient ¢ > O et f : R — R une fonction continue telle que :
Vr,y € R, |f(x)+ f(y)— f(x+y)| < o. Montrer que f est la somme d’une fonction linéaire
¢ : R — R et d’une fonction bornée par o.

97. ** [L] Une partie F de [0, 1] est dite négligeable si, pour tout € > 0, il existe une suite
(I,)n>0 d’intervalles de [0, 1] dont la réunion contient X et dont la somme des longueurs est
majorée par €. Soit f une fonction dérivable de [0, 1] dans R. On suppose qu’il existe une
partie négligeable E de [0, 1] telle que, pour tout x € [0,1] \ E, on ait f'(x) > 0. Montrer
que f est croissante.
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98. * [P] Soient n € N*, (P}) ke[1,n] €t (Qr)re[1,n) deux familles de polyndmes réels, f la

fonction de R dans R telle que, pour tout z € R, f(z) = Z Py, (z) €9*(®) Montrer que, si

k=1
f n’est pas identiquement nulle, alors f ne posséde qu’un nombre fini de zéros.

99. [P] Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3. Déterminer les fonctions continues f de

1

k
[0, 1] dans R telles que, pour tout k € [1,n — 1], / (f(@Fpnr—Fde = =,
0 n

100. ** [P] Soit (ak)k>1 une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout k£ € N*,

s . k n
kar < (k+ 1)ak41. Montrer que max <akw) dz = <L O(1).
x

0 1<k<n — k

n—1
1 k
101. * [PLSR] Soit f:R — Rdeclasse C'. On pose, pour n € N*, S, = — E f (—)
n n
k=0

a) Quelle est la limite de (S, )nen+ ? Déterminer la vitesse de convergence.
b) On suppose désormais f 1-périodique et de classe C2. Montrer qu’il existe C' € R tel

! C
que : Vn > 1, Sn—/ f(t)dt| <
0

—2.
n
¢) On suppose désormais f 1-périodique et de classe C'>. Montrer qu’il existe C' € R tel
1
C
que:Vn > 1, Sn—/ f)ydt] <
0

ﬁ .
d) Que dire si f est 1-périodique et de classe C°?

102. ** [P] Soient (a,b) € R? tel que a < b, f une fonction continue de [a,b] x [—1,1]
b
dans R. Pour A € R, soit I(\) = / f(t,sin(At)) dt. Montrer que I(A) admet une limite

que I’on déterminera lorsque A tend vers ~+o0.
103. * [SR] Soient N € N* et (21,...,2x) € CV.Pour y € R, on note e(y) = *™.
N

Soit f:t€R— ane(nt). Soient R € N* et (t,...,tg) € RE.

n=1

R N
a) i) Montrer que Z 1f(t)? < NRZ |z %
r=1 k=1
ii) Etudier le cas d’égalité dans 1’inégalité précédente.
b) Pourt € R, on pose A(t) = in% |n — t|. On suppose les ¢; distincts. Soit § > 0 tel que
ne
R N
§ < min A(t; — t;). Montrer que Y _ |f(t,)]* < @N7+ 671> [l

1<i#j<R
<iF#J< —1 hm1
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Ind. On pourra montrer que, pour une fonction ¢ de classe C* sur R, poura € Ret h > 0,

1 a+h 1 a+h
< = t)|dt + = "(t)| dt.
sl <55 [ lelareg [l

104. [PLSR] On note E 1’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C°° de R dans
1
C. Soit f € E. Pour n € Z, on pose ¢,,(f) = / e 2T (1) dt
0

a) Montrer que (¢, (f))nez est sommable.
b) On suppose que f(0) = 0. Montrer qu’il existe g € F telle que

VteR, f(t) =g(t) (e —1).
+oo )
105. [P] Soient a, b > 0 et m € Z. Calculer I,,(a,b) = / €T3 M5 ]y,
0

106. [L] Soit n > 2. Déterminer I’ensemble des matrices A € M,,(C) telles que I’intégrale
—+o0
/ e’ Adt converge.
0

107. ** [PLSR] Soit f: R — R lipschitzienne. On suppose qu’il existe R > 0 tel que, pour
toutx € R\ [-R, R], f(xz) = 0.

5 “+oo
a) Montrer que € > / @dx + / Mda: admet une limite en 0.
oo T - x
—+o00
On note vp ( / @dx> cette limite.

e T

T +oo
b) Onnote Ty : x — / fy)In|y — z|dy + / f(y)In|y — z|dy. Justifier que T est
—0o0

xr
bien définie sur R.

¢) On suppose f de classe C*. Montrer que T 'r est dérivable sur R et que :

too x
Ve € R, (Ty) (z) = vp (/ Mdy) .

—o0 )

1
108. [SR] a) Pour (p, k) € N2, montrer la convergence de I = / /
0

I’exprimer sous forme de la somme d’une série numérique.

dx dy et
1—2ay

1
b) On note d, = ppem(l,...,n) pour n € N*. Montrer que I, € —Zsip > k, et

1 dp
I,, €((2)+ EZ'
¢) Onpose P, = —D” (X"1-X )") Montrer que P, est a coefficients entiers.
d) Montrer que I,, = / / _1 (z) dz dy converge, et en donner une expression
—zy

simplifiée.
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e) Montrer que I, Ed (Z+¢(2)Z).

n

109. [L] Déterminer les segments .S de R non réduits a un point tels que ’ensemble des
fonctions polynomiales a coefficients dans Z de S dans R soit dense dans (C°(S,R), || ||o)-

110. [L] On note E I’ensemble des fonctions croissantes de R dans R ayant pour limites
respectives 0 et 1 en —oo et +00. Soient F, G, H € E, avec GG et H continues.

On suppose qu’il existe quatre suites réelles a, b, ¢, d telles que (z +— F(an,z + by))n et
(x — F(cpx + dy,))n convergent simplement sur R, respectivement vers G et H. Montrer
qu’il existe deux réels A > O et p tels que Vz € R, H(z) = G(A\x + ).

111. [L] Soit (f,)nen une suite de fonctions de [0, 1] dans ]0, 1], convergeant simplement
vers une fonction f.

1
a) Pour n > 2, on pose ¢, = Z Ji . Montrer que la suite (¢,,) converge simplement
nn

vers f.
b) On suppose que fj est a valeurs strictement positives et que, pour tout n > 1, la fonction

1
nf —

fn est dérivable, croissante et que f,, > ——, ol 0, = Z fi- On suppose également que
On

sup o,,(1/2) < 4o00. Montrer que, pour tout = € [0,1/2], 11 ex1ste Cy > 0 tel que, pour tout
n=1

n assez grand, f,,(z) < e
¢) On enleve I’hypothese sur 0,,(1/2). Montrer qu’il existe 2 € [0, 1] tel que :
(i) Vo < g, 3C, > 0, Ing € N*, ¥n = ng, fo(z) < e~ Cam,

(ii) Vo > xo, f(z) = x — x0.

—Cyin

—+o0

112. [P] Soit f : & Z L sin (4%)
a) Montrerque hm (1nf{f( ), t = x})=0.

b) Montrer que 0 < lim (sup{ /()] t> :E}) < 400.
z—+00 (lnt)

113. [L] Soit (\,,) une suite de réels > 0 telle que Vn € N, 2),, < A,4+1 < 3)\,. Montrer
que :

Va > 0, (er, e) € (RT)?, Vi € [1/2,1], Z Ao i 2 o
114. [SR] On pose : Vz > 0,n(z) = +i:’° ﬁ
. pose : ,n(z) = 2

a) Montrer que 7 est de classe C™ sur |1, +oo|. Etudier sa limite en +oo.
b) Montrer que 7 est de classe C™ sur |0, +o0].
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¢) Calculer n(1).
d) Montrer que : Vz € C, |e* — 1] < el*l — 1.
e) Montrer que 7(z) est bien définie pour tout z € C vérifiant Re z > 0.

115. [P] a) Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique L,, € R[X] tel que L, (1) =1
et (1-X*L! —2XL, +n(n+1)L, =0.

b) Montrer que Vo € [—1,1], Vz € |-1,1],

\/1—2x2+22 Z

116. [PLSR] Soient f, g € C°([0, 1], R) telles que f(1) = g(1) = 1 et, pour tout = € [0, 1],
|f(x)] < 1. On suppose qu’il existe C' > 0et M € N* telsque 1 — f(1 — x) ~ Czt/M,
z—0
1

Pour n € N, on pose u,, = / g(x) f(z)"dx.

0
a) Déterminer un équivalent de u,,.

. u
b) Montrer I’existence de C’ tel que : Vn € N*, cntl

n

t3

117. [SR] Soit f : = — CoS (§ + tx) dt.
0

a) Montrer la définition de f sur R™.
. oot ie) .
b) Soit z > 0. Montrer que Re exp \ i\ —5—— + (t+ide)x ) | dt fava f(x).
0 —0

118. [SR] On note E I’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de RT*
dans C.
a) On convient que /+0o = +oo. Pour f continue de R™* dans C, montrer que

/ |f’2:SUP{/ |fg!;gEEtelque/ ]g‘Qzl}_
0 0 0

. e f( )
b) Soit f € E.Montrerque ® : x € R™* — dt appartient a F.

119. [P] Soient K € C°([0,1]%,R) telle que ||K||o < Let f € C°([0,1], R) Etudier Iexis-
tence et 'unicité de g € C°([0, 1], R) telle que Yz € [0, 1], / K(x,t)g = f(x).

120. ** [L] Soient v, # € |0, 1[. Pour f : [1,400[ — [0,1] continue, on pose ||f|lo =
sup s*|f(s) et Fo = {f € C°([1,+00[,[0,1]), [|flla < +o00}.

a) Pour f € F,, on pose

T(f):s=1m1-— (1— §)9+0(s—1)9/+m(s+t— D70 r(t)de

Montrer que 7" est une application lipschitzienne de F,, dans F,, (pour || ||4).
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b) On admet que, pour tout v € |0, 1 — @[, T posséde un unique point fixe f, € F,. Montrer

+oo
que f, ne dépend pas de «; on le note f. Montrer que / t=% fo(t) dt = 4.
1

121. [PLSR] a) Expliciter le terme général d’une suite (a,,),>o Vvérifiant la relation de ré-
currence nay+1 = (n + 1)a, pour tout n.
b) Résoudre z(z — 1)y” + 3zy’ +y = Osur |—1,1].

122. [PLSR] Résoudre z2y" + zy’ + (2% — 1/4)y = 0 sur |0, 1].

123. [P] Soient (a,b) € R? avec a < b, ¢ € C*([a, b], RT™) croissante. Soit y € C*([a, b], R)
non nulle et vérifiant 4" + v(x)y = 0. Montrer que les points ol |y| admet un extremum
local forment une suite finie (ay,...,a,) (éventuellement vide) et que la suite des valeurs
(ly(a1)l,- .-, |y(an)|) est décroissante.

124. [PLSR] Soit f € C*(R,C).
a) On suppose que [/ + f' + f = 0. Montrer que f = 0.

b) Soit P = ag+ a1 X +aX? € C[X] unitaire de degré 1 ou 2 et a racines simples dans C.
2
On pose dp f = Z apf (k) Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que,

k=0
quelle que soit f € C*(R,C), Opf e 0 implique f . 0.

¢) Soit a, b, c € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que

¥ +ax+by+cz—0 z—=0

/ +oo +o0
¥(z,y,2) € C'(R,C)?, Y tbrteytar—0 —{ y—0
24 ecx+ay+bz —0 2— 30

+o0 +o0

125. [SR] Soient [ un intervalle de R et A : I — M5 (R) continue. On regarde 1’équation
(D) : X'(t) = A(t) X (t).

a) Décrire ’ensemble des solutions de (1).

b) On suppose qu’il existe P € GLa(R) et D : I — Mo (R) a valeurs dans I’ensemble des
matrices diagonales telles que, pour tout ¢ € R, A(t) = P~ D(t) P.

Trouver une condition sur D pour que les solutions de (1) aient une limite quand ¢ — +oc0.

126. ** [P] Soit n > 2. Soit A : RT — M,,(R) continue. On considere les solutions de
I’équation différentielle (x) : z'(t) = A(t)z(t).

a) On suppose qu’il existe P € GL,(R) et D : R™ — M,(R) continue et a valeurs
dans I’ensemble des matrices diagonales a coefficients dans |—oo, —1] telles que, pour tout ¢,
A(t) = P D(t) P~ Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +occ ?

b) On suppose qu’il existe P : Rt — GL,(R) continue et D € M, (R) diagonale a
coefficients dans ]—oo, —1] telles que, pour tout ¢, A(t) = P(t) D P~*(t). Les solutions de
(*) ont-elles toutes pour limite 0 en +00?

127. [PLSR] On fixe un intervalle non trivial 1.
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a) Soient a et b deux fonctions continues de I dans R. Soit f une solution non nulle sur I de
y" + ay’ + by = 0. Montrer que les zéros de f sont isolés : pour tout zéro t de f il existe un
d > 0 tel que f n’ait pas de zéro dans |tg — 0,10 + O] \ {to}-

b) Soient pq,p2 deux fonctions continues de I dans R telles que Vi € I, p1(t) = pa(t).
Soient f, g € C*(I,R) \ {0} telles que f”" + p1f = O et g” + pag = 0. Soient t; < t5 deux
zéros de f entre lesquels f n’admet aucun autre zéro. Montrer qu’il existe un zéro de g dans
[t1, t2], ainsi que dans ]t1, t2].

¢) Soient p, ¢ deux fonctions continues de [0, 1] dans R telles que V¢ € [0, 1], ¢(t) > 0. Pour
A € R, on note fy la solution sur [0, 1] de I’équation différentielle y"" + (p(t) + Aq(t))y = 0
avec la condition initiale f(0) = 0 et f{(0) = 1. On note N le nombre de zéros de f).
Montrer que A — N est croissante et déterminer ses limites en —oo et 4-00.

d) On admet que (z,\) € [0,1] x R +— fy(x) est continue. Montrer que 1’ensemble

{N € R, fA(1) = 0} est I’ensemble des termes d’une suite réelle strictement croissante.

e) Montrer que (A, z) — fx(z) est continue sur R x [0, 1].

128. ** [PLSR] Soit # € R". On considere (E,) : v — pu(1 — y?)y’ +y = 0.

a) Résoudre (Ey).

b) Soient z( et 1 deux fonctions bornées et de classe C*° de R dans R, et w; € R. On
suppose qu’il existe des fonctions w : RT — Rete : R x R — R deux fois dérivables par
rapport a la seconde variable telles que :

i) w(p) o 14+ wip+o(p);

ii) il existe C : RT™ — R croissante telle que

VEk €{0,1,2}, V(r,p) € RY xR, [(92)"e(7, )| < C(1)pi*;

iii) pourz : (17,1) € RT x R+ 20(7) + pwy (1) + (7, i), la fonction  +— 2 (w(pu)t, p) est
solution de (E,,) sur R pour y voisin de 0.

Calculer alors w; et donner une expression explicite de zg et x; en fonction de quelques
constantes inconnues.

129. ** [L] Soit A une application continue de R dans M,,(C) et X une application de
classe C' de R dans M,,(C) telles que, pour tout t € R, X'(t) = A(t)X(t) — X (t)A(t).
Montrer que, pour tout ¢ € R, X (¢) est semblable a X (0).

e’ —e¥

130. [SR] Soit f : R? — R telle que f(z,y) =

que f est de classe C°.

siz # yet f(x,z) = e”. Montrer

131. [P] ** Soient d € N* et f : R? — R de classe C2. Soit L > ¢ > 0 des réels. On
suppose qu’en tout point de R? la hessienne de f a son spectre inclus dans [, L].

Soit 7 € ]0,2/L[ ainsi qu’une suite u A termes dans R? vérifiant la relation de récurrence
Vn € N, upt1 = u, — 7V f(uy,). Montrer que u converge.

132. [PLSR] Soient d € N* et f : RY — R de classe C'. On suppose que f tend vers +oco
en oo, que V f est lipschitzienne et que les points critiques de f sont isolés dans R?. Montrer
qu’il existe un réel 7 > 0 tel que, quel que soit le choix de a € R, la suite définie par o = a
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etVn € N, x,,11 = z,, — 7V f(x,) soit convergente. On commencera par le cas out d = 1 et
2

T
T
fram

133. [L] Soit G un sous-groupe fermé de GL,,(R).
Onpose L = {A € M,(R); Vt €R, ' € G}.
a) Montrer que L est un sous-espace vectoriel de M, (R). Ind. Considérer (etA/ ketB/ k)

b) Montrer que V(A, B) € L?, AB — BA € L.
¢) Que peut-on dire de L pour G = SL,,(R)?

k

134. [PLSR] Soit n > 2 un entier. Une application f de classe C? définie sur un ouvert O
de R", a valeurs dans R" vérifie la propriété P si, pour tout € O, df, est composée d’une
homothétie et d’une isométrie vectorielle.

a) On suppose que n = 2 et que f vérifie P. On note f = (f1, f2). Montrer que f; et f,
sont harmoniques, c¢’est-a-dire que Af; = 0et Afy = 0.

b) Montrer que le résultat de la question @) est faux si n > 3. On pourra considérer I’appli-

cation f : x € R"\ {0} — #
x

135. [P] Soit f : R? — R de classe C.
. : L O0*f | O*f . X )
On dit que f est harmonique si 922 + 902 = 0. On dit que f est homogene de degré A > 0
x Y
si, pour tous z,y € Rettoutt € RY, f(tx,ty) = t*f(x,y).
Soit A > 0. Déterminer les fonctions harmoniques et homogenes de degré .

Géométrie

136. [L] Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des co6tés sont
dans N* et dont I’aire est un carré parfait non nul.

137. ** [P] Soient a, b, ¢, d dans R™*. Quelle est 1’aire maximale d’un quadrilatére dont les
cOtés successifs ont pour longueurs a, b, ¢, d?

138. [PLSR] @) Quelle est I’aire maximale possible pour un rectangle de périmetre 17

b) On considere un entier n > 3 et une liste strictement croissante (61, . .., ,,) a termes dans
[0, 27]. Déterminer la valeur maximale possible pour le périmétre du polygone de sommets
e ..., e (dans cet ordre).

¢) Soit 21, ..., 2z, des nombres complexes. On convient que zg = z,. On définit I’aire algé-
1 n—1
brique du polygone z; - - - z,, comme 5 Z (Re(zr) Im(zg+1) — Im(zx) Re(zx+1)). On fixe
k=0
un réel p > 0. Parmi les listes (21, ..., 2,) € C" telles que le périmétre de 27 - - - z,, soit égal
a p, déterminer celles qui maximisent 1’aire algébrique du polygone associé.

Probabilités
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139. [PLSR] a) Calculer la variance d’une variable de Poisson.
b) Soient a € N* et p un nombre premier. Calculer E (X? modulo p) ou X ~ P(a).

140. [SR] Soient p € [0, 1] et (X,,)n>0 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi
3S,+1 siX, =1

Bernoulli de parametre p. On pose Sop = 1et,pourn > 0,S,4+1 = Sn . .
5 siX, =0

a) Etudier les cas p = 0 et p = 1. On supposera que 0 < p < 1 dans toute la suite de

I’exercice.

b) Donner une formule de récurrence vérifiée par la suite (E(S),))»>0., et étudier son com-
portement quand n — +o00.

¢) Montrer que P ((S,,)n>0 est bornée) = 0.

141. [SR] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X}) < +oo.

1< .
On pose T, = — Z X pour tout n > 1. Montrer que la suite (7},),>0 converge presque
n
i=1
sirement vers E(X1).

142. [L] Soit (X}, )n>1 (resp. (Y,),>1) une suite de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans N.
Onnote T = inf{n > 2 ; X, ¢ {X1,...,Xp1}}etS = inf{n > 2 ; Y, ¢
{Y1,...,Y,_1}}. On suppose que 7' ~ S. Que peut-on dire du lien entre les suites (X,,)
et (Y,)?

143. [P] Soit P I’ensemble des nombres premiers et 5 > 1. Soit (Y),),cp une suite de va-
riables aléatoires indépendantes a valeurs dans N vérifiant P(Y, = k) = (1 — p P)pkP

pour k € Netp € P.On pose Z = ZYplnpetX:epo.

peEP
a) Donner la loi de X.

+oo
s p(n) I . .y
b) En déduire que ——= = ——— ou y est la fonction de Mobius.
a nzzl n? ~ ((B)

144. * [L] Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1 et tout (@ij)i<ij<n €
{:I:l}nQ, il existe (xi)lgign et (yi)lgign dans {il}n tels que Z Qi i T;Y; = Cﬂ3/2.

1<i,j<n

145. Soient # € ]0, 1[ et X une variable aléatoire & valeurs dans R™ telle que P(X > 0) > 0.

— H)2 2
Montrer que P (X > 0E(X)) > (1 - 0)"EX)”

E(X?)
146. * [P] Soit n € N avec n > 2. Soit E,, = {e1,...,en} un ensemble de cardinal n.
Soient o1, ..., 0, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur S,,.

Sii,j € [1,n], onpose e;*xe; = e,, (). Montrer que la probabilité que (E, x) soit un groupe,
sachant que x admet un neutre, tend vers 0 quand n tend vers I’infini.
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147. ** [L] Soient d € N* et (ej,...,eq) la base canonique de Z¢. Soit (X,,),>0 une

suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = ¢;) = P(X,, = —¢;) = 24

pour 1 < i < d. On pose S, = ZXk et So = 0. Soit T = inf{n > 0,5, = 0} et
k=1

= P(T < +00). On admet que pg < 1 pour d > 3. Montrer que p; — 0 lorsque
d — 4o0.

148. [P] Soient p € ]0,1/2[ et (X,,),,>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que
P(X,=1)=1-P(X,, =—1) = p.Pour n € N*, onnote S,, = X; + --- + X,,. Montrer

I’existence de ¢, C1, Co > O tels que Vu > 0, Cre”“* < P (sup S, = u> < Coe™ ",
n>1

149. [PLSR] @) Soit X une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(eSX ) soit finie.
Démontrer que Va > 0, P(X > a) < e **E(e*¥).
b) Soit (XZ)1>1 une suite de variable aléatoires i.i.d. a valeurs dans [0, 1].

On pose S, ZX Démontrer que V¢ > 0, P(]S,, — E(S,)| > t) < 217/ (),
i=1

150. [PLSR] Soit (E, P(E)) un espace probabilisable avec F dénombrable.

a) Rappeler la définition d’une probabilité sur cet espace.

b) Pour Aet B probabilités sur cet espace, on pose d(A, B) = max A(S) — B(9).
C

Montrer que d(A, B) Z |A({z}) — B({z})|.

acEE
¢) Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs dans F de lois respectives A

et B. Montrer que P(X # Y') > d(A, B).
d) Lesdeux lois A et B étant fixées, montrer qu’on peut construire X et Y de fagon a assurer
I’égalité dans 1’inégalité précédente.

151. [PLSR] Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) et a valeurs dans [0,n]. On pose pr, = P(X = k) et . = P(Y = k) pour tout
k € [0,n], etd(p,q) = Srcn[[ao);]] P(XeS) —-PYeS).

a) Montrer que d(p, q) > 0. Que dire si d(p,q) =07?

b) Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Comparer E(¢(X)) et o(E(X)).

¢) On suppose de plus qu’il existe au moins deux éléments k de [0,n] tels que px, > 0.

On suppose de plus que ¢ strictement convexe, c’est-a-dire telle que V(z,y) € R?, Vt €
10,1, = # y = ¢((1-t)z+ty) < (1-t)p(x)+te(y). Montrer que E(p(X)) > (E(X)).

d) On suppose que : Vk € [0,n], pr > 0et g > 0. On pose H(p,q) = Zpk In (IE) i
dk
k=0

Montrer que H (p, q) > 0. Que dire si H(p,q) =07?

152. [L] On considere 1o = 0 et (r;);en~ € |0, 1[N*
Pour (i,j) € N* x N,onposep; j =r;sij=i+1,1—r;sij=1i—1et0 sinon.
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On admet I’existence d’une famille de variables aléatoires (X 11)(@ k)en- xN telles que

i) X’ =ip p.s. pour tout iy € N*,

i) P (n] (Xik =ipq) | = ﬁpikfw pour tout (g, ... i) € N**T1,

On pose]j;)ur i,j € N¥, T; = llilzfik' € [0, +oo, Xi =j} € NU {400}

Soit b € N. Calculer, pour i € [0, b], p; = P (7 < 74) en fonction des 7, = H - ; =
i=1

153. [PLSR] Soient (X} )ren+ une suite de variables de Rademacher indépendantes et Xy =
k € Z (constante). On pose, pour tout n € N, S, = Xg + -+ + X,,.

a) Déterminer I’espérance et la variance de .5,,.

b) Soient m € N* et ky,...,k,, € Z. Que dire de la loi de (S,),>m conditionnée par
(S1=k1,...,Sm =km)?

¢) Soient k, N € N* avec N > k. On considére que la marche aléatoire s’arréte dés que
Sn, = 0ou S, = N.On admet que I’arrét est presque str. Déterminer la probabilité p; que
la marche s’arréte sur O en partant de k.

d) Déterminer le temps moyen d’arrét (en 0 ou [V cette fois) en partant de k.

154, X * [P] On considére n variables aléatoires de Rademacher indépendantes (£;)1<i<n.
Montrer que, pour tout réel p > 0, il existe (c,, C},) € (R™*)? indépendant de n € N* tel que,

n % n p ;la n %
pour tout (z1,...2,) € C", ¢, <Z \zi|2> < (E Zsizi > <Gy (Z \zi|2> :
i=1 i=1 i=1

155. * [L] Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z
telles que Vn € N, Vk € N, P(X,, = k) = P(X,, = —k) = ce”* ot ¢ est a déterminer.
Déterminer la loi du rayon de convergence de la série entiere aléatoire Z Xn2".

156. [P] Soit (py,),>1 une suite d’éléments de [0, 1]. Pour n € N*, on note G,, le graphe
aléatoire Gy, p,, d’Erdos-Renyi, c’est-a-dire un graphe aléatoire de sommets [1,n] et une
famille (X{i7j}){i7j}ep2([[17n]]) de variables de Bernoulli i.i.d. de parametre p,,, avec Xy; ;3 =
1 si et seulement s’il existe une aréte reliant ¢ et j. On note [,, le nombre de sommets isolés
de G,,.
, ‘ In(n)

a) Soit € € ]0,1]. On suppose que, pour tout n € N*, p,, > (1 + E)T Montrer que
P(l,>1) — 0.

n—+o0o
In(n)

b) Soit € € ]0,1]. On suppose que, pour tout n € N*, p,, < (1 — ¢)
n

P(I,>1) — 1.

n——+oo

. Montrer que
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157. ** [L] Montrer qu’il existe un réel ¢ > 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit
n € N*, quelle que soit S partie non vide de U,,, il existe un entier naturel p < E ainsi
P

U ZkS

k=1

qu’une p-liste (21,. .., 2p) d’éléments de U, telle que >

|3

158. [PLSR] Soit p € [0,1/2]. On fixe une suite (X,,),>1 de variables aléatoires i.i.d. a
valeurs dans {—1,0,1} et telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = petP(X; =0) =

1—2p.Pourbe Z,aeZ etn e N* onpose P(b,a,n) =P Zaka = b).
k=1
a) On suppose a = (2°71),.en-. Calculer P(0, a,n) pour tout n € N*,

1
b) On suppose p = 7i et a = (1)ken+. Calculer P(0,a,n) pour tout n € N*.

¢) Déterminer les valeurs de p pour lesquelles b — P(b,a,n) est maximale en O pour tout
aecZV.

159. [PLSR] Soit n > 3. Une alpiniste dispose de n lieux possibles pour planter sa tente,
lieux numérotés de 1 a n. Elle peut visiter chacun de ces lieux successivement, a partir du
numéro 1, et doit décider si elle y plante sa tente. Lorsqu’elle visite le lieu k, elle peut savoir
si elle préfere ce lieu a tous les lieux précédemment visités, mais ne sait pas si elle le préfere
aux lieux non encore visités. Une fois un lieu visité, si I’alpiniste a refusé d’y installer sa tente
elle ne pourra plus revenir sur ce lieu. L’alpiniste a pour objectif de maximiser la probabilité
d’avoir choisi celui des n lieux qui a sa préférence parmi les n lieux.

a) Déterminer une stratégie optimale pour I’alpiniste lorsque n = 3.

b) On fixe un k£ € [0,n — 1]. Lalpiniste suit la stratégie décrite ci-apres : elle visite auto-
matiquement les k + 1 premiers lieux ; étant donné ¢ € [k + 1,n — 1], si I’alpiniste visite le
£-ieme lieu alors elle I’écarte si et seulement s’il n’a pas sa préférence parmi tous les lieux
déja visités. Déterminer la probabilité p,, ,, pour que I’alpiniste s’installe sur le lieu ayant sa
préférence parmi les n lieux.

¢) On fixe un k,, maximisant p,, ; lorsque k parcourt [0,n — 1]. Etudier le comportement
asymptotique de k,, quand n tend vers +oo.

160. [L] Soit (X,,),>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discretes. Pour ¢ € R et

1
n € N*, on considere la variable aléatoire f,,(t) = — [{k € [1,n], X < t}|. Montrer qu’il
n

existe une fonction f : R — R telle que P (sup |fu(t) — f(E)] > 5) = 0 pour tout réel
teR n——+0o0
e>0.

161. [L] Pour deux variables aléatoires réelles bornées X et Y, sur des espaces probabilisés a
priori distincts, on note X <. Y pour signifier que E(f(X)) < E(f(Y)) pour toute fonction
convexe f : R — R. On se donne, sur un espace probabilisé, deux suites (M, X1, Xs,...)
et (N,Y7,Ys,...) de variables aléatoires indépendantes bornées vérifiant les conditions sui-
vantes :

i) les X,,, ou n € N*, sont identiquement distribuées et positives ;
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ii) lesY,, oun € N*, sont identiquement distribuées et positives;
iii) M et N sont a valeurs dans N;
iv) M 5. NetX; <. Y1.

M

N
On pose S = Z XpetT = Z Y:. Montrer que S <. T
k=1 k=1

162. ** [L] Soient E une partie bornée et au plus dénombrable de R, et £ et £’ deux
lois de probabilité sur E. Déterminer, en fonction de ces lois, la plus petite constante K
telle que, pour tout couple (X,Y") de variables aléatoires réelles a valeurs dans E telles que
X ~LetY ~ L', onait 'inégalit¢ E(XY) < K. /.

163. * [SR] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X7, ... ,Xn)T
un vecteur aléatoire tel que E (|| X[|*) < 4oc. On note C(X) = (Cov(X;, X;)) la
matrice de covariance.

a) Que dire de C'(X) si les X; sont indépendantes ?

b) Soientv € R"etY = (v, X). Exprimer V(YY) en fonction de C'(X).

¢) On suppose les X; centrées. Soient A € M, (R) et Z = AX. Exprimer E(||Z||?) en
fonction de C'(X).

d) Caractériser les A € M, (R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que
A=C(X).

e) Soit H un hyperplan de R".

Montrer que P(X € H) = 1 si et seulement si H- C Ker (C'(X)).

1<i,gsn

/

164. [SR] Soit o > 0. On considere 1’équation différentielle (x) : (y =z, 2 = a2y) avec

(z,y): R — R%

a) Si (wg,y0) € R? est fixé, justifier existence et I’unicité d’une solution de (x) vérifiant
x(0) = xo et y(0) = yo. Pour cette solution, on pose I(t) = ) et J( ) = o223 (t).

b) Montrer que les applications 1" / t)ydtetT — / t) dt admettent une

limite finie en 4-o00.

¢) Soit N € N*. On considere deux variables aléatoires g, 9o indépendantes a valeurs dans
%Z telles que, pour tout k € Z, P (:co = %) =P (yo = %) = ynexp (—(k/N)?).

i) Justifier I’existence de vy € R™ pour lequel ces conditions définissent la loi des deux
variables aléatoires.

if) On fixe t et on considere, pour N € N*, la variable aléatoire fn(t) = I(t) + J(t) (les
fonctions I et J sont associées aux variables aléatoires x( et yg). Montrer que E (e_f N (t))
possede une limite quand N — +-o00.
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