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Écoles Normales Supérieures – MP - MPI

Algèbre

1. [L] Soit n ∈ N
∗ . Un chemin auto-évitant de longueur n de Z

2 est une suite injective de

points a0 , . . . , an de Z
2 telle que a0 = (0, 0) et, pour tout i, ‖ai+1 − ai ‖ = 1 pour la norme

euclidienne canonique de R
2 . On note An le nombre de chemins auto-évitants de longueur n.

a) Montrer que, pour tous m, n ∈ N
∗ , Am+n 6 Am An .

b) Montrer qu’il existe ε > 0 tel que, pour n assez grand, (2 + ε)n
6 An 6 (3 − ε)n .

2. F F [SR] Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour x, y, s, t ∈ S , la condi-

tion x + y = s + t implique que {x, y} = {s, t}.

a) Les ensembles {1, 3, 6} et {1, 3, 6, 10, 15} sont-ils directs ?

b) Trouvez un ensemble infini direct.
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14 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures – MP - MPI

c) Montrer l’existence de deux constantes A, B > 0 telles que, pour tout n ∈ N
∗ :

– pour tout ensemble direct S inclus dans [[0, n]], on ait |S | 6 B n1/2 ,

– il existe un ensemble direct S inclus dans [[0, n]] tel que A n1/3
6 |S |

d) Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S + S = N ?

e) Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S + S ?

f) Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que S + S = Z ?

3.
F F [L] Soit (un ) définie par u0 = 4, u1 = u2 = 0, u3 = 3 et ∀n ∈ N, un+4 = un +un+1

Montrer que, pour tout nombre premier p, p divise up

4. [SR] On considère la suite (Fn )n>0 définie par F0 = 0, F1 = 1 et Fn+2 = Fn+1 + Fn

pour tout n > 0

a) Exprimer Fn en fonction de n

b) Montrer que Fp+q = Fp Fq+1 + Fp−1 Fq pour tout (p, q) ∈ N
∗ × N

c) Calculer Fm ∧ Fn pour tous m, n > 0

5.
F [L] On note dn le nombre de diviseurs de n ∈ N

∗ . Montrer que dn = O(nε ) pour tout

ε > 0

6. [PLSR] a) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p ≡ 3 [4]

b) Soient p un nombre premier et n > 2. Soit k =
(np)p − 1

np − 1
i) Montrer que k ≡ 1 [p]

ii) Soit d ∈ N
∗ . Montrer que si d divise k alors d ≡ 1 [p]

c) Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus

à 1 modulo p

7. [SR] a) Quels sont les éléments inversibles de Z/nZ ?

b) Soit n > 3. On considère sa décomposition en facteurs premiers : n = p
α1

1 . . . p αr

r où

les pi sont premiers distincts et supérieurs à 3, les αi dans N
∗ . On admet que, pour tout i,

(Z/p
αi

i Z)× est cyclique. Montrer que la proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)×

est supérieure ou égale à 1 −
1

2r
.

c) Déterminer le nombre de solutions de x2 = 1 dans Z/nZ.

d) Caractériser les éléments x ∈ (Z/nZ)× d’ordre r = 2` pair tel que x` 6= −1.

8. [PLSR] Soient p un nombre premier impair, α ∈ N
∗ , q = pα et f : (Z/qZ)2 → Z/qZ une

fonction. Une partie D de Z/qZ est dite f -génératrice si :

∀y ∈ Z/qZ, ∃n > 2, ∃d1 , . . . , dn ∈ D, y = f (. . . f (f (d1 , d2 ), d3 ), . . . dn ).

a) On considère le cas où f : (x, y) 7→ x − y. Déterminer les parties f -génératrices de

cardinal minimal et calculer leur nombre.

Dans la suite de l’exercice, on considère le cas où f : (x, y) 7→ xy.

b) Montrer qu’il n’existe pas de partie f -génératrice de cardinal 1.

c) On admet que le groupe (Z/qZ)× est cyclique. Montrer qu’il existe une partie f -génératrice

de cardinal 2.

d) Caractériser les parties f -génératrices de cardinal 2.
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Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures – MP - MPI 15

9. [L] Dénombrer les morphismes de (Z/4Z, +) dans le groupe des automorphismes de

(Z/13Z, +)

10.
F [P] Soit A un anneau tel que tout élément de a ∈ A est nilpotent ou idempotent,

c’est-à-dire tel que a2 = a

a) Montrer que tout élément de A est idempotent.

b) Montrer que A est commutatif.

c) On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n ∈ N
∗ tel que A soit isomorphe à

(Z/2Z)n

11. [PLSR] On note Z[i
√

2] = a + ib
√

2 ; (a, b) ∈ Z
2

a) Rappeler la démonstration du fait que les idéaux de Z sont principaux.

b) Montrer que Z[i
√

2] est un sous-anneau de C dont les idéaux sont principaux.

c) Déterminer les inversibles de Z[i
√

2].

d) Trouver les (x, y) ∈ Z
2 tels que x2 + 2 = y3 .

12.
F [PLSR] Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque n.x 6= 0

pour tout n ∈ N
∗ et tout x ∈ A \ {0}. Un ordre de groupe sur (A, +) est une relation d’ordre

totale 6 sur l’ensemble A telle que ∀(x, y, z ) ∈ A3 , x 6 y ⇒ x + z 6 y + z.

a) Montrer que si (A, +) possède un ordre de groupe alors il est sans torsion.

b) Montrer que (Z
n , +) possède un ordre de groupe pour tout n ∈ N

∗ .

c) Soit n ∈ N
∗ . Montrer que tout sous-groupe de Z

n est isomorphe à Z
m pour un m ∈ [[0, n]].

13. [PLSR] Soit r ∈ N
∗ , r > 2.

a) Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe une unique suite presque nulle (ak,r (n))k>0 telle

que n =

+∞


k=0

ak,r (n) rk avec, ∀k ∈ N, ak,r (n) ∈ [[0, r − 1]].

b) Montrer que (ak,r (n))n>1 est périodique et trouver sa période.

c) Montrer que (ak,r (nn ))n>1 est périodique à partir d’un certain rang.

14. [PLSR] On pose S = {(x, y, z ) ∈ N
∗ 3

; x 6 y 6 z, x2 + y2 + z 2 = 3xyz}.

a) Déterminer les éléments de S vérifiant x = y ou y = z.

b) Montrer qu’une infinité d’éléments de S vérifient x = 1.

c) On pose f : (x, y, z ) 7→ (y, z, 3yz − x) et g : (x, y, z ) 7→ (x, z, 3xz − y).

Montrer S est l’ensemble des images de (1, 1, 1) par toutes les composées de f et g.

15. [PLSR] a) Soit A un anneau commutatif. Rappeler la définition d’un idéal de A.

Un idéal I de A dit maximal si A est le seul idéal J de A tel que I ( J ⊂ A.

Montrer qu’un idéal maximal de A ne contient pas d’élément inversible.

b) On pose U = F ({0, 1}, R). Donner les idéaux maximaux de U .

c) On pose V = C 0 ([0, 1], R). Donner les idéaux maximaux de V .

16.
F [PLSR] Soit A un anneau commutatif.

Pour n ∈ N
∗ , on note Σn (A) =

{

c2
1 + · · · + c2

n , (c1 , . . . , cn ) ∈ An
}

.

a) Montrer que Σ2 (A) est stable par multiplication.
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16 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures – MP - MPI

b) Est-ce que Σ3 (A) est stable par multiplication quel que soit l’anneau A envisagé ?

c) On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est une puissance

de 2. Soient c1 , . . . , cn dans A et s =

n


k=1

c2
k . Montrer qu’il existe une matrice M ∈ Mn (A)

dont la première ligne est
(

c1 · · · cn

)

et qui vérifie M M T = M T M = sIn

d) En déduire que Σ2n (A) est stable par multiplication.

17. [SR] Soit (A, +, ×) un anneau intègre (donc commutatif). On suppose que A est eu-

clidien, c’est-à-dire qu’il existe une fonction t : A \ {0} → N vérifiant les deux conditions

suivantes :

(i) ∀(a, b) ∈ A × (A \ {0}), ∃(q, r) ∈ A2 , a = bq + r et (r = 0 ou t(r) < t(b)).

(ii) ∀(a, b) ∈ (A \ {0})2 , t(ab) > t(a)

a) Montrer que Z et R[X ] sont euclidiens, tout comme n’importe quel corps K

b) Montrer que tout idéal de A est principal.

c) On suppose que t(1A ) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sont les u ∈ A \ {0}
tels que t(u) = 0

On suppose dans toute la suite de l’exercice que dans l’hypothèse (i) il y a en plus unicité du

couple (q, r) solution.

d) Montrer que t(a + b) 6 max(t(a), t(b)) quels que soient a ∈ A \ {0} et b ∈ A \ {0} tels

que a + b 6= 0

d) Montrer que A× ∪ {0} est un sous-corps de A

e) Montrer que A est un corps ou est isomorphe à K[X ] pour un corps K

18. [PLSR] Soit p un nombre premier. On note Zp l’ensemble des suites (xn )n>1 telles que,

pour tout n ∈ N
∗ , xn appartienne à l’anneau Z/pn

Z et que xn soit l’image de xn+1 par

l’unique morphisme d’anneaux de Z/pn+1
Z dans Z/pn

Z

a) Montrer que l’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée font de Zp un

anneau contenant un sous-anneau isomorphe à Z

b) Montrer que Zp est intègre.

c) Déterminer les inversibles de Zp

d) Soit P ∈ Z[X ]. On suppose qu’il existe x ∈ Z tel que p divise P (x) et que p ne divise

pas P ′ (x). Montrer que P admet une racine y dans Zp telle que y1 = x̄ dans Z/pZ

19. [P] On considère P = X n − a1 X n−1 + a2 X n−2 + · · · + (−1)n an ∈ R[X ], scindé sur

R et de racines réelles x1 , . . . , xn

Montrer que, pour tout 1 6 k 6 n,

∣

∣

∣xk −
a1

n

∣

∣

∣ 6
n − 1

n
a2

1 −
2n

n − 1
a2 .

20.
F Soient f , g ∈ Q[X ] tels que f (Q) = g(Q). Montrer que deg f = deg g.

21. Soient n, m ∈ N
∗ avec m < n. Soit Pn,m l’ensemble des polynômes complexes de

degré n dont 0 est racine d’ordre m et dont les autres racines sont de module > 1.

Déterminer inf {|z| ; z ∈ C
∗ , ∃P ∈ Pn,m , P ′ (z) = 0}.
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22.
F [SR] Soit I = {P ∈ C[X ] ; ∀n ∈ Z, P (n) ∈ Z} On pose H0 = 1 et, pour n ∈ N

∗ ,

Hn =
X (X − 1) · · · (X − n + 1)

n!
Pour P ∈ C[X ], on pose ∆(P ) = P (X + 1) − P (X ) et

Dn (P ) = ∆n (P )(0)

a) Montrer que (Hn )n>0 est une base de C[X ]

b) Montrer que, pour tout n, Hn ∈ I

c) Montrer que, pour tout n ∈ N
∗ , ∆(Hn ) = Hn−1

d) Montrer que I ⊂ Q[X ]

e) Montrer que I =



n


i=0

ai Hi ; n ∈ N, (a0 , . . . , an ) ∈ Z
n



f) Soient P1 , P2 ∈ I tels que, pour tout n ∈ Z, P1 (n) soit premier avec P2 (n). Montrer qu’il

existe U1 , U2 ∈ I tels que U1 P1 + U2 P2 = 1

23.
F F [PLSR] Soit H =

2 1

1 1
. On note CH = {M ∈ GL2 (Z), M H = H M }

a) Montrer que CH est un sous-groupe infini de GL2 (Z)

b) Montrer que CH = Z[H ] ∩ GL2 (Z), où Z[H ] = {xI + yH, (x, y) ∈ Z
2 }

c) Montrer que CH est isomorphe à (Z/2Z) × Z et en donner un système de générateurs.

24.
F [L] Soient A et B dans Mn (R) telles que AB = BA. Soit k ∈ N

∗ . Déterminer le

signe de det
(

Ak + B k
)

25. [SR] Soient f ∈ C ∞ (R, R
+∗ ) et x0 , . . . , xn−1 des réels > 0. On souhaite montrer que :

det
dj

dxj

(

f (x)xi

)

06i,j <n

= f (x)
∑

06i<n
(xi −i) f ′ (x)

n(n−1)

2



06i<j <n

(xj − xi )

a) i) Soit (pj )06j <n une famille de polynômes de R[X ] telle que, pour tout j , pj est de

degré j et de coefficient dominant dj

Montrer que det (pj (xi ))
06i,j <n

= d0 × · · · × dn−1



i<j

(xj − xi )

ii) Montrer que, pour tout x ∈ R et tout j ∈ N, il existe pj ∈ R[X ] de degré j et de

coefficient dominant f ′ (x)j tel que : ∀z ∈ R,
dj

dxj

(

f (x)z
)

= f (x)z−j pj (z)

iii) Démontrer le résultat annoncé. Que dire dans des cas particuliers ?

b) Soit f : x 7→

+∞


n=0

an xn la somme d’une série entière de rayon de convergence non nul.

Pour tous i, j ∈ N
∗ , on note ci,j le coefficient en xj de f i . Calculer det ((ci,j )16i,j 6n )

26. [L] Soit A ∈ GL3 (R). Montrer que A est semblable à A−1 si et seulement s’il existe

B, C ∈ M3 (R) telles que A = BC , B 2 = C 2 = I3

27.
F F [P] Soit n > 2. On note Rn l’ensemble des matrices M de GLn (C) telles que M M

appartient à C
∗ In . On définit une relation d’équivalence ∼ sur Mn (C) en posant A ∼ B s’il

existe M ∈ GLn (C) et λ ∈ C
∗ tels que A = λ M BM −1 . Justifier que ∼ induit une relation

d’équivalence sur Rn . Déterminer les classes d’équivalence sur Rn .
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18 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures – MP - MPI

28.
F F [P] On note Gn l’ensemble des sous-espaces vectoriels de R

n . Soit Φ : Gn →
R une application telle que ∀V , W ∈ Gn , Φ(V ∩ W ) + Φ(V + W ) 6 Φ(V ) + Φ(W )

et Φ({0}) > 0. Montrer qu’il existe un unique V0 ∈ Gn de dimension maximale tel que

inf
V ∈Gn \{(0)}

Φ(V )

dim V
=

Φ(V0 )

dim V0

29. [PLSR] Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et H un groupe fini.

a) Montrer que l’ensemble E des morphismes de groupes de G vers H est fini.

b) Soit ψ un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que Ker(ψ) ⊂
⋂

ϕ∈E

Ker(ϕ)

c) On pose G = {M ∈ M2 (Z), det(M ) = 1}
i) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

ii) Montrer que G est engendré par S =
1 1

0 1
, T =

1 0

1 1
et U =

0 1

−1 0

iii) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.

30. [PLSR] Soit A ∈ M2 (Z) telle que det(A) = 1 et tr(A) = γ > 2

Pour k ∈ Z et U ∈ M2 1 (Z), on pose (k, U ) =
Ak U

0 1

a) Montrer que l’ensemble GA = {(k, U ) ; k ∈ Z, U ∈ M2 1 (Z)} est un groupe pour la

loi de multiplication matricielle. Est-il abélien ?

b) Montrer l’existence d’un morphisme injectif de groupes de GA dans le groupe

S =







et 0 x

0 e−t y

0 0 1

, (t, x, y) ∈ R
3







c) Soit DA le sous-groupe de GA engendré par les éléments ghg−1 h−1 où (g, h) ∈ G2
A

Montrer que DA = {(0, (I2 − A)U ), U ∈ M2 1 (Z)}

31. [L] a) Soient r ∈ N
∗ et (F1 , . . . , Fr ) ∈ C(X )r . On pose Mr = (F

(i−1)

j )16i,j 6r ∈
Mr (C(X )) Montrer que la famille (F1 , . . . , Fr ) est liée si et seulement si la matrice Mr

n’est pas inversible.

b) Soient n ∈ N
∗ et A = (Ai,j )16i,j 6n ∈ Mn (C(X ))

Pour p ∈ N, on note A(p) = (A
(p)

i,j ) la matrice des dérivées pèmes des coefficients de A

Montrer que les matrices A(p) pour p ∈ N commutent deux à deux si et seulement s’il existe

r ∈ N
∗ , (F1 , . . . , Fr ) ∈ (C(X ))r et des matrices C1 , . . . , Cr ∈ Mn (C) commutant deux à

deux telles que A = F1 C1 + · · · + Fr Cr

32. [SR] Soit S =

(0) 1

1 (0)

∈ Mn (R).

a) Justifier la diagonalisabilité de S et donner ses valeurs propres.

b) Donner une base orthonormale de vecteurs propres de S .

c) Caractériser les sous-espaces de R
n stables par S .
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d) Soient ω = exp(2iπ/n) et A =
ωj k

√
n

16j,k6n

∈ Mn (C). Calculer les puissances

de A. En déduire que A est diagonalisable.

e) On suppose n impair. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités.

33. [SR] a) Soit M ∈ Mn (C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N ∈
Mn (C) est suffisamment proche de M , alors N admet n valeurs propres distinctes.

b) Soient A =
0 1

0 0
et B ∈ M2 (C). À quelle condition la matrice A + εB admet-elle

deux valeurs propres distinctes pour tout ε > 0 assez petit ?

c) Même question en demandant que A + εB soit diagonalisable pour tout ε > 0 assez petit.

34. [L] Soient K un corps et A ∈ M2 (K). On suppose que χA est irréductible et qu’il existe

B ∈ GL2 (K) telle que B −1 AB commute avec A, mais que B ne commute pas avec A

Montrer que B 2 est scalaire.

35. [L] Soient A, B dans Mn (C) telles que rg(AB − BA) = 1. Montrer que A et B sont

cotrigonalisables.

36. [PLSR] Soient A, B ∈ M2 (R) telles que rg(A) = rg(B ) = 1 et Im A = Im B

a) Montrer qu’il existe P, Q ∈ GL2 (R) telles que A = P
1 0

0 0
Q et B = P

α β

0 0
Q

b) Pour P, Q ∈ GL2 (R), on pose ΨP,Q : M 7→ P M Q. On pose τ : M 7→ M T

Soit Ψ ∈ L (M2 (R)) qui conserve le rang. Montrer qu’il existe P, Q ∈ GL2 (R) telles que

Ψ = ΨP,Q ou Ψ = ΨP,Q ◦ τ

37. [PLSR] Soient n, k ∈ N
∗ , M =

A C

0 B
avec A ∈ Mn (C), B ∈ Mk (C), C ∈

Mn,k (C). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables

et il existe X ∈ Mn,k (C) telle que C = AX − X B

38. [PLSR] Soit K un sous-corps de C. On dit qu’une matrice M = (mi,j )16i,j 6n de

Mn (K) est de Bourdaud si χM =

n

i=1

(X − mi,i )

a) Montrer qu’une matrice de Mn (K) est semblable sur K à une matrice de Bourdaud si et

seulement si elle est trigonalisable sur K

b) Montrer qu’une matrice de Sn (R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

c) Est-il vrai que toute matrice de Bourdaud de Mn (C) est diagonalisable ?

d) On dit que A est normale si AT A = AAT . Déterminer les matrices réelles normales et de

Bourdaud.

39. [SR] Soient n, k ∈ N
∗ , M =

A C

0 B
avec A ∈ Mn (R), B ∈ Mk (R), C ∈ Mn,k (R)

On pose eM =
M1 ϕA,B (C )

M2 M3

.
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20 Épreuves orales: Écoles Normales Supérieures – MP - MPI

a) Déterminer M1 , M2 , M3

b) Montrer que ϕA,B est linéaire.

c) Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors ϕA,B l’est aussi, et préciser son spectre.

d) Soit f : R
2 → R telle que f (x, y) =

ex − ey

x − y
si x 6= y, et f (x, x) = ex . Montrer que f

est de classe C ∞

e) On suppose que ϕA,B est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont distinctes.

Montrer que A et B sont diagonalisables.

40. [SR] Si A, B ∈ Mn (C), on pose [A, B ] = AB − BA

Soit A = {M ∈ M2 (C), tr(M ) = 0}
a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M2 (C) stable par [ , ]

b) Calculer les [A, B ] pour les A, B ∈ {X, Y , H } où X =
0 1

0 0
, Y =

0 0

1 0
et

H =
1 0

0 −1
.

c) Soit ρ : A → Mn (C) linéaire telle que, pour tous A, B ∈ A, ρ ([A, B ]) = [ρ(A), ρ(B )].

Montrer que ρ(H ) admet une valeur propre α.

Montrer que ρ(X )(Eα (ρ(H ))) ⊂ Ker (ρ(H ) − (α + 2)In ).

Montrer que ρ(Y ) (Eα (ρ(H ))) ⊂ Ker (ρ(H ) − (α − 2)In ).

d) On suppose que, si V est un sous-espace de C
n stable par tous les ρ(A), pour A ∈ A,

alors V = C
n ou V = {0}. Déterminer les ρ possibles.

41. [U] Soient k un corps de caractéristique nulle, E un k-espace vectoriel de dimension finie

et u ∈ L(E ). On écrit πu =

r

i=1

Pi
ni , le polynôme minimal de u, où les Pi sont irréductibles

distincts et les ni dans N
∗ . On pose f = P1 × · · · × Pr . On définit une suite en posant u0 = u

et, pour n ∈ N, un+1 = un − f (un ) f ′ (un )−1 .

a) Montrer que (un ) est bien définie.

b) Montrer que (un ) est stationnaire de valeur ultime d ∈ L(E ) où d est un polynôme en u,

u − d est nilpotent et d est annulé par f .

42.
F F [L] Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GL2 (C) tel que

Vect(G) = M2 (C). Si G1 et G2 conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?

43.
F [L] On dit que la propriété M T (n, K) est vraie si, pour tout couple (A, B ) de matrices

de Mn (K) telles que, pour tout λ ∈ K, A + λB soit diagonalisable, A et B commutent.

a) Montrer que, si A et B sont dans Mn (K), diagonalisables et commutent, alors, pour tout

λ ∈ K, A + λB est diagonalisable.

b) On suppose que n > 2. La propriété M T (n, R) est-elle vraie ?

c) Montrer que M T (2, C) est vraie.

d) On suppose que n > 2. La propriété M T (n, F2 ) est-elle vraie ?

e) Soit p > 3 un nombre premier. La propriété M T (2, Fp ) est-elle vraie ?
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44. [L] Quelle est l’image de l’application f : M ∈ M2 (C) 7→

+∞

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
M 2n+1 ?

45. [SR] a) Soient A, B ∈ Mn (C) telles que AB = BA. Justifier que eA+B = eA eB

b) Soient A ∈ Mn (C) et P ∈ GLn (C). Montrer que eP AP
−1

= P eA P −1

c) Pour A ∈ Mn (C) convenable, on pose log A =

+∞

k=1

(−1)k−1

k
(A − In )k Pour quelles

matrices log A est-il défini ? Montrer les égalités exp(log A) = A et log(exp A) = A. Pour

chaque égalité, déterminer les matrices A qui la satisfont.

d) Montrer que, si A, B ∈ Mn (C), e
A

k e
B

k

k

−→
k→+∞

eA+B

46.
F F [PLSR] Soient (an )n>0 ∈ C

N et f : z 7→

+∞

n=0

an z n de rayon de convergence égal à

+∞

a) Pour M ∈ Mn (C), justifier la définition de f ∗ (M ) =

+∞

k=0

ak M k

b) Montrer que f ∗ est continue.

c) On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de l’ensemble des

matrices diagonalisables sur lui-même.

d) On suppose que, pour tout λ ∈ C, il existe z ∈ C tel que f (z) = λ et f ′ (z) 6= 0. Montrer

que f ∗ est une surjection de Mn (C) sur lui-même.

47. [L] Soit d ∈ N
∗ . On munit R

d de sa structure euclidienne canonique.

Déterminer les n ∈ N
∗ pour lesquels il existe un ensemble Fn ⊂ R

d de cardinal n tel que,

pour toute partie G de Fn , il existe ω ∈ R
d \{0} et b ∈ R tels que G = {x ∈ Fn , 〈ω, x〉 + b > 0}

48. [P] Pour ω ∈ R, on pose R(ω) =
0 −ω

ω 0
. Soit ϕ : R → On (R) un morphisme de

groupes continu. Montrer qu’il existe ω1 , . . . , ωr ∈ R et P ∈ On (R) tel que, pour tout t ∈ R,

ϕ(t) = P

etR(ω1 ) 0 · · · 0

0

etR(ωr ) 0

0 · · · 0 In−2r

.

49.
F F [L] Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs d’un espace euclidien.

Montrer que v ◦ u est diagonalisable.

50.
F [P] Déterminer l’ensemble des symétries linéaires sur Sn (R) qui fixent un hyperplan

et stabilisent l’ensemble S ++
n (R).
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51.
F F [P] Soit H = (Hi,j )16i,j 6n ∈ S ++

n (R). On suppose que, pour tous i 6= j , Hi,j 6 0

Si (i, j ) ∈ [[1, n]]2 , on dit que i et j sont connectés s’il existe m ∈ N
∗ , k1 , . . . , km ∈ [[1, n]]

tels que k1 = i, km = j et, pour tout ` ∈ [[1, m − 1]], Hk` ,k`+1
6= 0

Montrer que i et j sont connectés si et seulement si H −1
i,j > 0, où H −1

i,j est le coefficient

d’indice (i, j ) de H −1

52. [PLSR] On considère n ∈ N
∗ et (A, B ) ∈ A2n (R)2 . On pose C = AB et on s’intéresse

aux valeurs propres réelles de C

a) Donner un exemple de n, A et B tels que χC n’admette aucune racine réelle.

b) On suppose A inversible. On note ϕ : (C
2n )2 → C définie par ϕ(X, Y ) = X T A−1 Y

Montrer que les sous-espaces caractéristiques Fλ (C ) de C sont deux à deux ϕ-orthogonaux,

i.e. pour tous λ et µ distinctes dans Sp C , ∀(X, Y ) ∈ Fλ (C ) × Fµ (C ), ϕ(X, Y ) = 0

c) Que peut-on en déduire ?

53. [PLSR] On munit R
3 de sa structure canonique d’espace euclidien orienté, et on note B

sa base canonique.

a) Montrer que, pour tout u ∈ R
3 , il existe un unique endomorphisme zu de R

3 tel que

∀(x, y) ∈ (R
3 )2 , detB (u, x, y) = 〈zu (x), y〉, et montrer qu’alors z ?

u = −zu

b) Soient u ∈ R
3 unitaire et θ ∈ R. On munit le plan {u}⊥ de l’orientation dont les bases

directes sont les bases (x, y) de {u}⊥ telles que (x, y, u) soit une base directe de R
3 . On note

ru,θ la rotation de R
3 fixant u et induisant sur {u}⊥ la rotation d’angle de mesure θ. On note

enfin pu la projection orthogonale sur Ru. Exprimer tr(ru,θ ) en fonction de θ, et montrer que

ru,θ = (cos θ) id +(1 − cos θ).pu + (sin θ).zu

c) Soient u, v des vecteurs unitaires de R
3 . On pose τ = arccos (〈u, v〉). Soit (ϕ, ψ) ∈ R

2

Justifier que ru,ϕ ◦rv,ψ est une rotation, et montrer qu’elle s’écrit rw,θ pour un vecteur unitaire

w et un réel θ vérifiant | cos(θ/2)| = |cos(ϕ/2) cos(ψ/2) − cos(τ ) sin(ϕ/2) sin(ψ/2)|

54. [PLSR] a) Soient A, B ∈ Mn (R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer

qu’il existe P ∈ GLn (R) telle que P AP −1 et P BP −1 soient diagonales.

b) Montrer que l’application Φ : (S, O) ∈ S ++
n (R) × On (R) 7→ S O ∈ GLn (R) est bien

définie et bijective, et que Φ−1 est continue.

c) Soit M ∈ GLn (R). Montrer qu’il existe une unique suite de matrices (Mk )k∈N telle que

M0 = M et ∀k ∈ N, Mk+1 =
Mk

2
(In + (M T

k Mk )−1 ), et étudier sa convergence.

55.
F F [PLSR] On pose V = {1, 2, . . . , n} et F = P2 (V ) l’ensemble des paires de V

Soient E ⊂ F et ni = |{j ∈ V , {i, j } ∈ E }| pour i ∈ V . On définit la matrice L = (`i,j ) ∈
Mn (R) par `i,j = ni si i = j , −1 si {i, j } ∈ E et 0 sinon. On note λ1 6 · · · 6 λn les

valeurs propres (avec multiplicité) de L

a) Montrer que λ1 = 0

b) Montrer que λ2 = min
X ∈{(1,...,1)}⊥ \{0}

X T LX

X T X

c) Pour S ⊂ V , on note ∂ S = {{i, j }, {i, j } ∈ E avec i ∈ S et j /∈ S }

Montrer que
λ2

2
6 min

S ⊂V

0< S 6
n
2

|∂ S |

|S |
.
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56. [P] Pour A, B ∈ Sn (R) on note A > B lorsque A − B ∈ S +
n (R). Si A ∈ S ++

n (R),

on écrit A = P Diag(λ1 , . . . , λn )P −1 avec P ∈ On (R) et les λi > 0, et on pose, pour

r ∈ R, Ar = P Diag(λr
1 , . . . , λr

n )P −1 ; cette définition ne dépend pas de l’écriture de A sous

la forme précédente.

a) Montrer que M 7→ M −1 est décroissante sur S ++
n (R)

b) Est-ce que M 7→ M 2 est croissante sur S ++
n (R) ?

c) Montrer que M 7→ M r est convexe sur S ++
n (R) lorsque r ∈ [−1, 0]. Ceci signifie que,

pour tous A, B ∈ S ++
n (R) et tout t ∈ ]0, 1[, (tA + (1 − t)B )r

6 tAr + (1 − t)B r

57. [PLSR] On dit d’une norme N sur Md (R) qu’elle est invariante orthogonalement lorsque

∀M ∈ Md (R), ∀(P, Q) ∈ Od (R)2 , N (M ) = N (P M Q)

a) Donner un exemple d’une telle norme.

b) Soit A ∈ Md (R), montrer qu’il existe (P, Q) ∈ Od (R)2 tel que A = P DQ où D =

Diag(σ1 , . . . , σr , 0, . . . , 0) avec ∀i ∈ [[1, r]], σi > 0

c) On se donne une norme N invariante orthogonalement sur Md (R)

On note T (A) = sup{‖AX ‖ , ‖X ‖ = 1} où ‖ ‖ désigne la norme euclidienne canonique.

Montrer qu’il existe α > 0 tel que ∀A ∈ Md (R), rg(A) = 1 ⇒ T (A) = α N (A)

58. [SR] On munit R
n de sa structure euclidienne canonique et Mn (R) de la norme d’opé-

rateur qui lui est subordonnée.

a) Soit A ∈ Sn (R)

i) Que dire des valeurs propres et des espaces propres de A ?

On note λ1 , . . . , λr les valeurs propres distinctes de A

ii) Soient x ∈ R
n \ {0}, α ∈ R et y = Ax − αx. Montrer que min

16i6r
|λi − α| 6

‖y‖

‖x‖
.

b) Soient A ∈ Mn (R) diagonalisable, P ∈ GLn (R) telle que P −1 AP soit diagonale,

λ1 , . . . , λr les valeurs propres distinctes de A. Soient enfin B ∈ Mn (R) et α une valeur

propre de A + B . Montrer que min
16i6r

|λi − α| 6 ‖P ‖op ‖P −1 ‖op ‖B ‖op .

59. Soient S ∈ S ++
n (R) et A ∈ An (R). Montrer que S A est diagonalisable sur C.

60.
F F [P] Soit n ∈ N

∗ . On appelle forme quadratique sur R
n toute application q : R

n → R

telle qu’il existe (ai,j )16i,j 6n ∈ Mn (R) telle que q(x) =


16i,j 6n

ai,j xi xj pour tout x =

(x1 , . . . , xn ) ∈ R
n . Soit G un sous-groupe fini de GLn (R) tels que {0} et R

n sont les seuls

sous-espaces de R
n stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes quadratiques

invariantes par G constituent une droite vectorielle.

61. [SR] Soit n > 2. On munit R
n de sa structure euclidienne canonique. Soit H ∈ Sn (R).

On pose ∇H : (x, y) ∈ (R
n )2 7→ xT H y et QH : x ∈ R

n 7→ xT H x.

a) Soit H ∈ Sn (R). Exprimer la norme d’opérateur de H à l’aide de QH .

b) Soient m, n ∈ N
∗ . On munit R

n et R
m de leur structure euclidienne canonique. Si A ∈

Mm,n (R), comment déterminer la norme d’opérateur de A pour ces normes ?
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c) Soient J, K deux ensembles finis non vides, (aj,k )(j,k)∈J ×K ∈ (R
+ )J ×K . On suppose

qu’il existe C1 et C2 tels que : ∀j ∈ J ,


k∈K

aj,k 6 C1 et ∀k ∈ K,


j ∈J

aj,k 6 C2 . On

ordonne J et K et on note A la matrice des aj,k . Montrer que ‖A‖op 6
√

C1 C2

d) Pour n ∈ N
∗ , J = K = [[1, n]], on pose, pour 1 6 j, k 6 n, an

j,k =
1

(j − k)2
si j 6= k,

et an
j,k = 0 sinon. On note enfin An =

(

an
j,k

)

16j,k6n
∈ Mn (R). Déterminer la limite de

(‖An ‖op )
n>1

62.
F F [PLSR] L’espace R

n est muni de sa norme euclidienne canonique et Mn (R) de

la norme subordonnée notée ‖ ‖op . Si M ∈ GLn (R), on définit le conditionnement de M

comme le réel cond(M ) = ‖M ‖op ‖M −1 ‖op

a) Calculer cond(M ) dans le cas où M est symétrique définie positive.

b) Montrer que, pour toute matrice M ∈ GLn (R), cond(M ) > 1 et cond(M T ) = cond(M )

c) Que dire des matrices M ∈ GLn (R) telles que cond(M ) = 1 ?

d) Pour A et B dans S ++
n , montrer que Cond(A + B ) 6 max(Cond(A), Cond(B ))

63. [SR] On note E l’ensemble des matrices de S +
n (R) de rang 1

a) Soit A ∈ Mn (R). Montrer que A ∈ E si et seulement s’il existe U ∈ Mn,1 (R) tel que

A = U U T

Soit a ∈ C 0 (R
+ , E )

b) Montrer l’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(α) il existe u : R
+ → Mn,1 (R) continue telle que ∀t ∈ R

+ , a(t) = u(t)u(t)T ;

(β ) il existe z : R
+ → Mn,1 (R) continue telle que ∀t ∈ R

+ , z(t)T a(t)z(t) > 0

c) Soient 0 6 b 6 c. On suppose qu’il existe (i, j ) ∈ [[1, n]]2 avec i 6= j tel que, pour tout

t ∈ [b, c], ai,i (t) > 0 et aj,j (t) > 0. Montrer qu’il existe z : [b, c] → Mn,1 (R) continue

telle que ∀t ∈ [b, c], z(t)T a(t)z(t) > 0 et, en outre, z(b) = ei , z(c) = ±ej (les ek sont les

vecteurs de la base canonique).

d) En considérant l’ensemble des d > 0 tels qu’existe z : [0, d] → Mn,1 (R) continue

vérifiant ∀t ∈ [0, d], z(t)T a(t)z(t) > 0 et z(d) = ±ej , montrer que a vérifie la propriété (α)

64. [SR] Soient n > 2, a : [0, 1] → S +
n (R) continue et A =

 1

0

a(t) dt

a) Montrer que A appartient à S +
n (R)

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = 0. Exprimer Ker(A)

c) Montrer que M =
1

1 + i + j 16i,j 6n

est dans S ++
n (R)

d) On suppose a à valeurs dans l’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner

une condition pour que A soit une matrice de projecteur orthogonal.

e) Soit Γ : x ∈ R
+∗ 7→

 +∞

0

e−t tx−1 dt. Soient 0 < α < β

Montrer que
Γ(2α) Γ(α + β )

Γ(α + β ) Γ(2β )
est dans S ++

2 (R).

f) En déduire que ln(Γ) est convexe.
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Analyse

65.
F F [P] Soit (On )n>0 une suite d’ouverts non majorés de R

+∗ . Montrer qu’il existe

x ∈ R
+∗ tels que, pour tout n ∈ N, l’ensemble On ∩ Nx soit infini.

66. [L] Soit E un ensemble non vide. Soit d : E 2 → R vérifiant, pour tous x, y, z ∈ E :

i) d(x, y) = d(y, x), ii) d(x, y) = 0 ⇔ x = y, iii) d(x, y) 6 max (d(x, z), d(z, y))

Ainsi d est une distance sur E

Pour x ∈ E et r ∈ R
+ , on note B (x, r) = {y ∈ E , d(x, y) 6 r} la boule fermée de

centre x et de rayon r. On suppose que, pour tout x ∈ E et tous r, r′ vérifiant 0 < r < r′ ,

on a B (x, r) ( B (x, r′ ). Enfin, on suppose qu’il existe une suite d’éléments de E dense

dans (E , d)

Montrer qu’il existe une suite (zn )n>0 d’éléments de E et une suite (rn )n>0 d’éléments

de R
+∗ telles que : ∀n ∈ N, B (zn+1 , rn+1 ) ⊂ B (zn , rn ) et

⋂
n∈N

B (zn , rn ) = ∅

67. [PLSR] On note E l’ensemble des fonctions lipschitziennes 1-périodiques de R dans R

a) Pour α ∈ ]0, 1] et f ∈ E , on pose

‖f ‖α = sup
x∈R

|f (x)| + sup
x6=y

|f (x) − f (y)|

|x − y|α

Démontrer que ‖ ‖α est une norme sur E

b) On note F = E ∩ C 1 (R, R). Démontrer que F est un fermé de E pour la norme ‖ ‖1

68.
F F [P] Soient E l’espace des suites réelles (xn )n>0 nulles à partir d’un certain rang, et

T ∈ L(E ). On suppose T continu pour la norme ‖ ‖1 et pour la norme ‖ ‖∞ . Montrer que T

est continu pour la norme ‖ ‖2

69. [SR] Soit E = C 0 ([0, 1], R)

a) La forme linéaire ϕ : f 7→ f (0) est-elle continue pour ‖ ‖∞ ? pour ‖ ‖1 ? Dans chaque

cas calculer l’adhérence de Ker ϕ

b) Soit ϕ : f 7→

 1

0

f (x) cos(2πx) dx. Montrer que ϕ est continue pour ‖ ‖1 et calculer sa

norme subordonnée.

70. [L] Soit E = C 0 ([0, 1], R)

Si a = (an )n>0 ∈ [0, 1]N , on pose, pour f , g ∈ E , 〈f , g〉a =

+∞
n=0

f (an ) g(an )

2n
.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 〈 , 〉a soit un produit scalaire

sur E . On note alors ‖ ‖a la norme associée.

b) Si a, b ∈ [0, 1]N vérifient les hypothèses de a) , donner une condition nécessaire et suffi-

sante pour que ‖ ‖a et ‖ ‖b soient équivalentes.

71. Soient n > 2 et f ∈ C 0 (R
n , R) telle que, pour tout x ∈ R, f −1 ({x}) est compact.

a) Montrer que f admet un extremum global.
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b) Montrer que f (x) possède une limite quand ‖x‖ → +∞

72.
F F [P] Soient (E , 〈 , 〉) un espace préhilbertien de dimension infinie et K une partie

bornée de E dont la frontière est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide dans E

Peut-on généraliser le résultat à n’importe quel espace vectoriel normé de dimension infinie ?

73. [P] Pour x, y réels et ε > 0, on dit que x ≈ε y s’il existe k ∈ Z tel que |x − y − k| <

ε. Soient λ1 , λ2 deux réels non nuls. Montrer que
λ1

λ2

/∈ Q si et seulement si, pour tout

(a1 , a2 ) ∈ [0, 1[2 et tout ε > 0, il existe x ∈ R tel que xλ1 ≈ε a1 et xλ2 ≈ε a2

74. [P] Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2 et C une partie non

vide, convexe et bornée de E . Montrer que la frontière de C est connexe par arcs.

75.
F [PLSR] Soient E un espace vectoriel normé et f : E → E une application telle que

f (0) = 0 et ∀x, y ∈ E , ‖f (x) − f (y)‖ = ‖x − y‖

On pose, pour x, y ∈ E , df (x, y) =

∥

∥

∥

∥

f (x) + f (y)

2
− f



x + y

2



∥

∥

∥

∥

a) Montrer que ∀x, y ∈ E , df (x, y) 6
1

2
‖x − y‖

b) Montrer que f est linéaire si et seulement si df est identiquement nulle.

c) Trouver une fonction vérifiant les propriétés de la fonction f , non linéaire et non surjective.

d) On suppose que f est surjective. Montrer que f est linéaire.

76. [P] On munit E = C 0 ([0, 1], R) des normes ‖ ‖2 et ‖ ‖∞ . Soit (nk )k>0 une suite stric-

tement croissante d’entiers naturels. Soit F = Vect (x 7→ xnk , k > 0). À quelle condition F

est-il dense dans E pour la norme ‖ ‖2 ? pour la norme ‖ ‖∞ ?

77.
F F [L] Soit f ∈ C 0 (R, R). On note D = {`2−k + 2−k [0, 1] ; (k, `) ∈ Z

2 }. Pour tout

intervalle I de D, on note long(I ) la longueur de I et on pose MI (f ) =
1

long(I )



I

f . On

pose ‖f ‖ = sup
1

long(I )



I

|f − MI (f )| ; I ∈ D .

a) On suppose ‖f ‖ finie. Soit m ∈ N
∗ , (I , J ) ∈ D2 avec I ⊂ J tels que long(J ) =

2m long(I ). Démontrer que |MI (f ) − MJ (f )| 6 2m‖f ‖
b) On suppose que ‖f ‖ = 1 et M[0 1] (f ) = 0

On note Fk = {I ∈ D ; I ⊂ [0, 1], MI (f ) > 5k et I maximal pour cette propriété}. On pose

Ωk =
⋃

I ∈Fk

I et et long(Ωk ) =


I ∈Fk

long(FI )

Montrer que, pour k > 1, long(Ωk ) 6
1

3
long(Ωk−1 ).

78.
F F [PLSR] On munit les espaces `1

Z
(R) et `2

Z
(R) de leurs normes usuelles ‖ ‖1 et ‖ ‖2 .

On pose H =



u ∈ R
Z ;



n∈Z

u2
n (1 + n2 ) < +∞



.

a) Définir un produit scalaire sur H . Écrire l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
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b) Quelles inclusions a-t-on entre `1
Z

(R), `2
Z

(R) et H ? Montrer que ces inclusions sont

continues (i.e. les injections canoniques sont continues).

c) Soit u ∈ R
Z . Montrer que u ∈ H si et seulement si l’application µu : H → H définie par

∀v ∈ H, µu (v) = u ∗ v avec (u ∗ v)n =


p+q=n

up vq est bien définie et continue.

79.
F F [P] On note `1 l’ensemble des suites sommables de R

N . On munit `1 de la norme

définie, pour u = (un )n>0 , par ‖u‖1 =

+∞


n=0

|un |

Soient (uk )k∈N une suite d’éléments de `1 et u ∈ `1 . Montrer l’équivalence entre :

i) la suite (uk )k∈N converge vers u pour la norme ‖ ‖1 ,

ii) pour toute suite (ϕn )n∈N bornée,

+∞


n=0

ϕn uk
n −→

k→+∞

+∞


n=0

ϕn un

80. [L] On note S = {z ∈ C, |z| = 1} et Γ = {γ ∈ C 0 ([0, 1], S ) ; γ (0) = γ (1) = 1}
a) Soit γ ∈ Γ, montrer qu’il existe θ : [0, 1] → R continue telle que ∀t, γ (t) = ei2πθ(t)

b) On prend γ0 , γ1 ∈ Γ. On note F la propriété :

« il existe h ∈ C ([0, 1]2 , S ) tel que ∀x ∈ [0, 1], h(x, ·) ∈ Γ, h(0, ·) = γ0 et h(1, ·) = γ1 ».

On pose γ0 = 1 et γ1 : t 7→ e2iπt . Montrer que γ0 et γ1 ne vérifient pas F

c) On note D le disque fermé unité de C. Existe-t-il f ∈ C 0 (D, S ) telle que f |S = id ?

81. [PLSR] a) Soit f ∈ C 2 (R, R) telle qu’il existe x∗ ∈ R vérifiant f (x∗ ) = 0 et f ′ (x∗ ) 6= 0

On définit par récurrence une suite (xk ) avec x0 ∈ R et xk+1 = xk −
f (xk )

f ′ (xk )
Montrer qu’il existe ε > 0 tel que, pour x0 ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε], la suite (xk ) est bien définie

et converge vers x∗

b) Avec f : x 7→ ex − 1, quelles sont les valeurs de x0 ∈ R pour lesquelles la suite (xk )

précédente est stationnaire ?

c) On revient au cas général et on suppose f ′′ > 0 et f ′ ne s’annule pas sur R. Pour quelles

valeurs de x0 ∈ R la suite (xk ) est-elle stationnaire ?

82. [L] Soit f ∈ C 0 ([a, b], [a, b]). On suppose dans les questions a) et b) que f n’a pas de

point de période 2, c’est-à-dire que ∀x ∈ [a, b], f (x) 6= x ⇒ (f ◦ f )(x) 6= x

a) Soit c ∈ ]a, b[ tel que f (c) > c. Montrer que pour tout k ∈ N
∗ , f k (c) > c

b) Soit x0 ∈ [a, b], on pose pour tout n, xn+1 = f (xn ). Démontrer que la suite (xn )

converge.

c) Démontrer que la suite (xn ) converge pour tout choix de x0 si et seulement si f n’a pas

de point de période 2.

83.
F [PLSR] a) Déterminer la nature des séries

 sin n

n
,

 sin2 n

n
,

 | sin n|

n

b) Soit x ∈ R \ Q et Q ∈ N
∗ . Montrer qu’il existe p ∈ Z et q ∈ [[1, Q]] tels que |qx − p| 6

1

Q

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p, q) de Z × N
∗ tels que

∣

∣

∣

∣

x −
p

q

∣

∣

∣

∣

6
1

q2
.
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c) On admet que π est irrationnel. Déterminer la nature de la série
 1

n sin(n)

84. [P] Soit (an ) une suite de réels décroissante de limite nulle.

Pour P ⊂ N, on note A(P ) =


n∈P

an . On suppose A(N) = A∞ ∈ R. Montrer que

{A(P ), P ∈ P (N)} = [0, A∞ ] si et seulement si ∀n ∈ N, an 6

+∞


k=n+1

ak

85.
F [L] a) Pour quels réels s la somme



n,m∈N
∗

n6=m

|n − m|s

nm(n2 − m2 )2
est-elle finie ?

b) Pour n = (n1 , n2 ) ∈ Z
2 , on note |n| = n2

1 + n2
2

Pour quels réels s la somme


(n,m)∈(Z
2 \{0})2

n6=m

|n − m|s

|n||m|(1 + (|n| − |m|)2 )
est-elle finie ?

86.
F [PLSR] On note S l’ensemble des suites croissantes à termes dans N \ {0, 1}

a) Pour a ∈ S , montrer que ϕ(a) =

+∞


n=0



n


k=0

1

ak



appartient à ]0, 1].

b) Montrer que ϕ définit une bijection de S sur ]0, 1].

c) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a ∈ S pour que ϕ(a) ∈ Q.

87. [L] Soit f : N → R
+∗ décroissante de limite nulle. Soit ϕ : N → N croissante. On

suppose que, pour tout α ∈ R
+∗ , il existe une unique suite (ni )i∈N telle que α =

+∞


i=0

f (ni )

et, pour tout i ∈ N, ni+1 > ϕ (ni ).

Montrer que ϕ(0) = 0 et, pour tout n ∈ N
∗ , f (n − 1) =

+∞


i=0

f
(

ϕi (n)
)

, où ϕi désigne l’itérée

i-ème de ϕ pour la composition des applications.

88. [P] Soit f : R → R. Montrer l’équivalence entre les conditions suivantes :

i) f (x) =
x→0

O(x) ;

ii)


f (an ) converge absolument pour toute série


an absolument convergente à termes

réels.

iii)


f (an ) converge pour toute série


an absolument convergente à termes réels.

89. [P] Soit f : R → R telle que


f (an ) converge pour toute série convergente


an à

termes réels. Montrer qu’il existe un réel λ tel que f (x) = λx pour x voisin de 0.

90. [SR] a) Soient a, b ∈ R avec a < b et f : [a, b] → [a, b].

i) Si f est continue, montrer que f possède un point fixe.
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ii) Si f est croissante, montrer que f possède un point fixe.

b) Soit f : R → R monotone. Montrer que l’ensemble dis(f ) des points de discontinuité

de f est au plus dénombrable.

c) Construire f : R → R monotone dont l’ensemble des points de discontinuité est Q

91.
F [P] Trouver les f : [0, 1] → R continues telles que ∀x ∈ [0, 1], f (x) =

+∞


n=1

f (xn )

2n

92. [PLSR] Soit f une fonction de R dans R ∪ {+∞} non identiquement égale à +∞. Pour

y ∈ R, on pose f ∗ (y) = sup{xy − f (x) ; x ∈ R}
a) Montrer que {x ∈ R, f ∗ (x) < +∞} est un intervalle (éventuellement vide) sur lequel

f ∗ est convexe.

b) Montrer que, si f est dérivable et convexe sur R, alors f ∗∗ = f

c) On suppose que f est de classe C 2 sur R, que f ′′ > 0 sur R et que
f (x)

|x| −→
|x|→+∞

+∞

Montrer que f ∗ est dérivable sur R et que : ∀(x, y) ∈ R
2 , y = f ′ (x) ⇔ x = (f ∗ )′ (y)

93.
F [SR] Pour f : [0, 1] → R, on pose Bn (f )(x) =

n


k=0

f
k

n

n

k
xk (1 − x)n−k

a) Calculer Bn (u1 ) et Bn (u2 ) où un : x 7→ xn

b) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1],

n


k=0

∣

∣

∣

∣

x − k

n

∣

∣

∣

∣

n

k
xk (1 − x)n−k

6
x(1 − x)

n

c) En déduire que si f est M -lipschitzienne, alors |Bn (f )(x) − f (x)| 6
M

2
√

n
pour tout x.

94.
F [L] Trouver toutes les fonctions f : R → R telles que :

• f est croissante, à valeurs dans [0, 1], f est continue à droite,

• f (x) −→
x→−∞

0, f (x) −→
x→+∞

1,

• ∀k ∈ N
∗ , ∃bk ∈ R, ∀x ∈ R, f (x)k = f (x + bk ).

95. [PLSR] a) Soient a, b ∈ R avec |b| < π.

Montrer qu’il existe z ∈ C tel que z + ez = a + ib.

b) Montrer que l’application z 7→ z ez est surjective de C sur C.

96. [P] Soient σ > 0 et f : R → R une fonction continue telle que :

∀x, y ∈ R, |f (x) + f (y) − f (x + y)| 6 σ. Montrer que f est la somme d’une fonction linéaire

` : R → R et d’une fonction bornée par σ.

97.
F F [L] Une partie E de [0, 1] est dite négligeable si, pour tout ε > 0, il existe une suite

(In )n>0 d’intervalles de [0, 1] dont la réunion contient X et dont la somme des longueurs est

majorée par ε. Soit f une fonction dérivable de [0, 1] dans R. On suppose qu’il existe une

partie négligeable E de [0, 1] telle que, pour tout x ∈ [0, 1] \ E , on ait f ′ (x) > 0. Montrer

que f est croissante.
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98.
F [P] Soient n ∈ N

∗ , (Pk )k∈[[1,n]] et (Qk )k∈[[1,n]] deux familles de polynômes réels, f la

fonction de R dans R telle que, pour tout x ∈ R, f (x) =

n


k=1

Pk (x) eQk (x) . Montrer que, si

f n’est pas identiquement nulle, alors f ne possède qu’un nombre fini de zéros.

99. [P] Soit n un entier impair supérieur ou égal à 3. Déterminer les fonctions continues f de

[0, 1] dans R telles que, pour tout k ∈ [[1, n − 1]],

 1

0

(f (x1/k ))n−k dx =
k

n

100.
F F [P] Soit (ak )k>1 une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout k ∈ N

∗ ,

kak 6 (k + 1)ak+1 . Montrer que

 π

0

max
16k6n

ak

| sin(kx)|

x
dx =

n


k=1

ak

k
+ O(1)

101.
F [PLSR] Soit f : R → R de classe C 1 . On pose, pour n ∈ N

∗ , Sn =
1

n

n−1


k=0

f
k

n

a) Quelle est la limite de (Sn )n∈N
∗ ? Déterminer la vitesse de convergence.

b) On suppose désormais f 1-périodique et de classe C 2 . Montrer qu’il existe C ∈ R tel

que : ∀n > 1,

∣

∣

∣

∣

∣

Sn −

 1

0

f (t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

6
C

n2

c) On suppose désormais f 1-périodique et de classe C 3 . Montrer qu’il existe C ∈ R tel

que : ∀n > 1,

∣

∣

∣

∣

∣

Sn −

 1

0

f (t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

6
C

n3
.

d) Que dire si f est 1-périodique et de classe C ∞ ?

102.
F F [P] Soient (a, b) ∈ R

2 tel que a < b, f une fonction continue de [a, b] × [−1, 1]

dans R. Pour λ ∈ R, soit I (λ) =

 b

a

f (t, sin(λt)) dt. Montrer que I (λ) admet une limite

que l’on déterminera lorsque λ tend vers +∞.

103.
F [SR] Soient N ∈ N

∗ et (x1 , . . . , xN ) ∈ C
N . Pour y ∈ R, on note e(y) = e2iπy .

Soit f : t ∈ R 7→

N


n=1

xn e(nt). Soient R ∈ N
∗ et (t1 , . . . , tR ) ∈ R

R .

a) i) Montrer que

R


r=1

|f (tr )|2
6 N R

N


k=1

|xk |2 .

ii) Étudier le cas d’égalité dans l’inégalité précédente.

b) Pour t ∈ R, on pose ∆(t) = inf
n∈Z

|n − t|. On suppose les ti distincts. Soit δ > 0 tel que

δ 6 min
16i6=j 6R

∆(ti − tj ). Montrer que

R


r=1

|f (tr )|2
6 (2N π + δ−1 )

N


k=1

|xk |2 .
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Ind. On pourra montrer que, pour une fonction g de classe C 1 sur R, pour a ∈ R et h > 0,

|g(a)| 6
1

2h

 a+h

a−h

|g(t)| dt +
1

2

 a+h

a−h

|g′ (t)| dt.

104. [PLSR] On note E l’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C ∞ de R dans

C. Soit f ∈ E . Pour n ∈ Z, on pose cn (f ) =

 1

0

e−2inπt f (t) dt

a) Montrer que (cn (f ))n∈Z est sommable.

b) On suppose que f (0) = 0. Montrer qu’il existe g ∈ E telle que

∀t ∈ R, f (t) = g(t) (e2iπt − 1)

105. [P] Soient a, b > 0 et m ∈ Z. Calculer Im (a, b) =

 +∞

0

e−ax−
b

x xm−
1

2 dx.

106. [L] Soit n > 2. Déterminer l’ensemble des matrices A ∈ Mn (C) telles que l’intégrale +∞

0

et2 A dt converge.

107.
F F [PLSR] Soit f : R → R lipschitzienne. On suppose qu’il existe R > 0 tel que, pour

tout x ∈ R \ [−R, R], f (x) = 0

a) Montrer que ε 7→


−ε

−∞

f (x)

x
dx +

 +∞

ε

f (x)

x
dx admet une limite en 0+

On note vp

 +∞

−∞

f (x)

x
dx cette limite.

b) On note Tf : x 7→

 x

−∞

f (y) ln |y − x|dy +

 +∞

x

f (y) ln |y − x|dy. Justifier que Tf est

bien définie sur R

c) On suppose f de classe C 1 . Montrer que Tf est dérivable sur R et que :

∀x ∈ R, (Tf )′ (x) = vp

 +∞

−∞

f (y + x)

y
dy .

108. [SR] a) Pour (p, k) ∈ N
2 , montrer la convergence de Ip,k =

 1

0

 1

0

yk xp

1 − xy
dx dy et

l’exprimer sous forme de la somme d’une série numérique.

b) On note dn = ppcm(1, . . . , n) pour n ∈ N
∗ . Montrer que Ip,k ∈

1

d2
p

Z si p > k, et

Ip,p ∈ ζ (2) +
1

d2
p

Z

c) On pose Pn =
1

n!
Dn (X n (1 − X )n ). Montrer que Pn est à coefficients entiers.

d) Montrer que In =

 1

0

 1

0

(1 − y)n Pn (x)

1 − xy
dx dy converge, et en donner une expression

simplifiée.
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e) Montrer que In ∈
1

d2
n

(Z + ζ (2)Z)

109. [L] Déterminer les segments S de R non réduits à un point tels que l’ensemble des

fonctions polynomiales à coefficients dans Z de S dans R soit dense dans (C 0 (S, R), ‖ ‖∞ )

110. [L] On note E l’ensemble des fonctions croissantes de R dans R ayant pour limites

respectives 0 et 1 en −∞ et +∞. Soient F, G, H ∈ E , avec G et H continues.

On suppose qu’il existe quatre suites réelles a, b, c, d telles que (x 7→ F (an x + bn ))n et

(x 7→ F (cn x + dn ))n convergent simplement sur R, respectivement vers G et H . Montrer

qu’il existe deux réels λ > 0 et µ tels que ∀x ∈ R, H (x) = G(λx + µ)

111. [L] Soit (fn )n∈N une suite de fonctions de [0, 1] dans ]0, 1], convergeant simplement

vers une fonction f

a) Pour n > 2, on pose tn =
1

ln n

n


i=1

fi

i
. Montrer que la suite (tn ) converge simplement

vers f

b) On suppose que f0 est à valeurs strictement positives et que, pour tout n > 1, la fonction

fn est dérivable, croissante et que f ′

n >
nfn

σn

, où σn =

n−1


i=0

fi . On suppose également que

sup
n>1

σn (1/2) < +∞. Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1/2[, il existe Cx > 0 tel que, pour tout

n assez grand, fn (x) 6 e−Cx n

c) On enlève l’hypothèse sur σn (1/2). Montrer qu’il existe x0 ∈ [0, 1] tel que :

(i) ∀x < x0 , ∃Cx > 0, ∃n0 ∈ N
∗ , ∀n > n0 , fn (x) 6 e−Cx n ;

(ii) ∀x > x0 , f (x) > x − x0

112. [P] Soit f : x 7→

+∞


n=1

1

n
sin



x

4n



a) Montrer que lim
x→+∞

(inf {f (t), t > x}) = 0

b) Montrer que 0 < lim
x→+∞

sup
|f (t)|

ln(ln t)
, t > x < +∞

113. [L] Soit (λn ) une suite de réels > 0 telle que ∀n ∈ N, 2λn 6 λn+1 6 3λn . Montrer

que :

∀α > 0, ∃(c1 , c2 ) ∈ (R
+∗ )2 , ∀t ∈ [1/2, 1[ ,

c1

(1 − t)α
6

+∞


n=0

λα

n tλn 6
c2

(1 − t)α

114. [SR] On pose : ∀x > 0, η(x) =

+∞


n=1

(−1)n−1

nx
·

a) Montrer que η est de classe C ∞ sur ]1, +∞[. Étudier sa limite en +∞.

b) Montrer que η est de classe C ∞ sur ]0, +∞[.
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c) Calculer η(1)

d) Montrer que : ∀z ∈ C, |ez − 1| 6 e|z| − 1

e) Montrer que η(z) est bien définie pour tout z ∈ C vérifiant Re z > 0

115. [P] a) Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe un unique Ln ∈ R[X ] tel que Ln (1) = 1

et (1 − X 2 )L′′
n − 2X L′

n + n(n + 1)Ln = 0

b) Montrer que ∀x ∈ [−1, 1], ∀z ∈ ]−1, 1[ ,
1√

1 − 2xz + z 2
=

+∞


n=0

Ln (x)z n

116. [PLSR] Soient f , g ∈ C 0 ([0, 1], R) telles que f (1) = g(1) = 1 et, pour tout x ∈ [0, 1[,

|f (x)| < 1. On suppose qu’il existe C > 0 et M ∈ N
∗ tels que 1 − f (1 − x) ∼

x→0+
C x1/M

Pour n ∈ N, on pose un =

 1

0

g(x) f (x)n dx

a) Déterminer un équivalent de un

b) Montrer l’existence de C ′ tel que : ∀n ∈ N
∗ ,

∣

∣

∣

∣

un+1

un

− 1

∣

∣

∣

∣

6
C ′

n

117. [SR] Soit f : x 7→
 +∞

0

cos
t3

3
+ tx dt

a) Montrer la définition de f sur R
+

b) Soit x > 0. Montrer que Re

 +∞

0

exp i
(t + iε)3

3
+ (t + iε)x dt −→

ε→0+
f (x)

118. [SR] On note E l’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R
+∗

dans C

a) On convient que
√

+∞ = +∞. Pour f continue de R
+∗ dans C, montrer que

 +∞

0

|f |2 = sup

 +∞

0

|f g| ; g ∈ E tel que

 +∞

0

|g|2 = 1

b) Soit f ∈ E . Montrer que Φ : x ∈ R
+∗ 7→

 +∞

0

f (t)

t + x
dt appartient à E

119. [P] Soient K ∈ C 0 ([0, 1]2 , R) telle que ‖K ‖∞ < 1 et f ∈ C 0 ([0, 1], R). Étudier l’exis-

tence et l’unicité de g ∈ C 0 ([0, 1], R) telle que ∀x ∈ [0, 1], g(x)−
 1

0

K (x, t)g(t) dt = f (x)

120.
F F [L] Soient α, θ ∈ ]0, 1[. Pour f : [1, +∞[ → [0, 1] continue, on pose ‖f ‖α =

sup
s>1

sα |f (s)| et Fα = {f ∈ C 0 ([1, +∞[, [0, 1]), ‖f ‖α < +∞}

a) Pour f ∈ Fα , on pose

T (f ) : s > 1 7→ 1 − 1 − 1

s

θ

+ θ(s − 1)θ

 +∞

1

(s + t − 1)−θ−1 f (t)dt.

Montrer que T est une application lipschitzienne de Fα dans Fα (pour ‖ ‖α ).
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b) On admet que, pour tout α ∈ ]0, 1 − θ[, T possède un unique point fixe fα ∈ Fα . Montrer

que fα ne dépend pas de α ; on le note f0 . Montrer que

 +∞

1

t−θ f0 (t) dt = +∞.

121. [PLSR] a) Expliciter le terme général d’une suite (an )n>0 vérifiant la relation de ré-

currence nan+1 = (n + 1)an pour tout n.

b) Résoudre x(x − 1)y′′ + 3xy′ + y = 0 sur ]−1, 1[.

122. [PLSR] Résoudre x2 y′′ + xy′ + (x2 − 1/4)y = 0 sur ]0, 1[.

123. [P] Soient (a, b) ∈ R
2 avec a < b, ψ ∈ C 2 ([a, b], R

+∗ ) croissante. Soit y ∈ C 2 ([a, b], R)

non nulle et vérifiant y′′ + ψ(x)y = 0. Montrer que les points où |y| admet un extremum

local forment une suite finie (a1 , . . . , an ) (éventuellement vide) et que la suite des valeurs

(|y(a1 )|, . . . , |y(an )|) est décroissante.

124. [PLSR] Soit f ∈ C 2 (R, C).

a) On suppose que f ′′ + f ′ + f −→
+∞

0. Montrer que f −→
+∞

0.

b) Soit P = a0 + a1 X + a2 X 2 ∈ C[X ] unitaire de degré 1 ou 2 et à racines simples dans C.

On pose ∂P f =

2


k=0

ak f (k) . Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que,

quelle que soit f ∈ C 2 (R, C), ∂P f −→
+∞

0 implique f −→
+∞

0.

c) Soit a, b, c ∈ R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que

∀(x, y, z ) ∈ C 1 (R, C)3 ,















x′ + ax + by + cz −−→
+∞

0

y′ + bx + cy + az −−→
+∞

0

z ′ + cx + ay + bz −−→
+∞

0

=⇒















x −−→
+∞

0

y −−→
+∞

0

z −−→
+∞

0

.

125. [SR] Soient I un intervalle de R et A : I → M2 (R) continue. On regarde l’équation

(1) : X ′ (t) = A(t) X (t).

a) Décrire l’ensemble des solutions de (1).

b) On suppose qu’il existe P ∈ GL2 (R) et D : I → M2 (R) à valeurs dans l’ensemble des

matrices diagonales telles que, pour tout t ∈ R, A(t) = P −1 D(t) P .

Trouver une condition sur D pour que les solutions de (1) aient une limite quand t → +∞.

126.
F F [P] Soit n > 2. Soit A : R

+ → Mn (R) continue. On considère les solutions de

l’équation différentielle (∗) : x′ (t) = A(t)x(t).

a) On suppose qu’il existe P ∈ GLn (R) et D : R
+ → Mn (R) continue et à valeurs

dans l’ensemble des matrices diagonales à coefficients dans ]−∞, −1] telles que, pour tout t,

A(t) = P D(t) P −1 . Les solutions de (∗) ont-elles toutes pour limite 0 en +∞ ?

b) On suppose qu’il existe P : R
+ → GLn (R) continue et D ∈ Mn (R) diagonale à

coefficients dans ]−∞, −1] telles que, pour tout t, A(t) = P (t) D P −1 (t). Les solutions de

(∗) ont-elles toutes pour limite 0 en +∞ ?

127. [PLSR] On fixe un intervalle non trivial I .
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a) Soient a et b deux fonctions continues de I dans R. Soit f une solution non nulle sur I de

y′′ + ay′ + by = 0. Montrer que les zéros de f sont isolés : pour tout zéro t0 de f il existe un

δ > 0 tel que f n’ait pas de zéro dans ]t0 − δ, t0 + δ[ \ {t0 }
b) Soient p1 , p2 deux fonctions continues de I dans R telles que ∀t ∈ I , p1 (t) > p2 (t)

Soient f , g ∈ C 2 (I , R) \ {0} telles que f ′′ + p1 f = 0 et g′′ + p2 g = 0. Soient t1 < t2 deux

zéros de f entre lesquels f n’admet aucun autre zéro. Montrer qu’il existe un zéro de g dans

[t1 , t2 [, ainsi que dans ]t1 , t2 ]

c) Soient p, q deux fonctions continues de [0, 1] dans R telles que ∀t ∈ [0, 1], q(t) > 0. Pour

λ ∈ R, on note fλ la solution sur [0, 1] de l’équation différentielle y′′ + (p(t) + λq(t))y = 0

avec la condition initiale fλ (0) = 0 et f ′

λ (0) = 1. On note Nλ le nombre de zéros de fλ

Montrer que λ 7→ Nλ est croissante et déterminer ses limites en −∞ et +∞
d) On admet que (x, λ) ∈ [0, 1] × R 7→ fλ (x) est continue. Montrer que l’ensemble

{λ ∈ R, fλ (1) = 0} est l’ensemble des termes d’une suite réelle strictement croissante.

e) Montrer que (λ, x) 7→ fλ (x) est continue sur R × [0, 1]

128.
F F [PLSR] Soit µ ∈ R

+ . On considère (Eµ ) : y′′ − µ(1 − y2 )y′ + y = 0

a) Résoudre (E0 )

b) Soient x0 et x1 deux fonctions bornées et de classe C ∞ de R
+ dans R, et ω1 ∈ R. On

suppose qu’il existe des fonctions ω : R
+ → R et ε : R × R → R deux fois dérivables par

rapport à la seconde variable telles que :

i) ω(µ) =
µ→0

1 + ω1 µ + o(µ) ;

ii) il existe C : R
+ → R

+ croissante telle que

∀k ∈ {0, 1, 2}, ∀(τ , µ) ∈ R
+ × R, |(∂2 )k ε(τ , µ)| 6 C (τ )µ2 ;

iii) pour x : (τ , µ) ∈ R
+ × R 7→ x0 (τ ) + µx1 (τ ) + ε(τ , µ), la fonction t 7→ x(ω(µ)t, µ) est

solution de (Eµ ) sur R
+ pour µ voisin de 0

Calculer alors ω1 et donner une expression explicite de x0 et x1 en fonction de quelques

constantes inconnues.

129.
F F [L] Soit A une application continue de R dans Mn (C) et X une application de

classe C 1 de R dans Mn (C) telles que, pour tout t ∈ R, X ′ (t) = A(t)X (t) − X (t)A(t)

Montrer que, pour tout t ∈ R, X (t) est semblable à X (0)

130. [SR] Soit f : R
2 → R telle que f (x, y) =

ex − ey

x − y
si x 6= y et f (x, x) = ex . Montrer

que f est de classe C ∞ .

131. [P] F F Soient d ∈ N
∗ et f : R

d → R de classe C 2 . Soit L > ` > 0 des réels. On

suppose qu’en tout point de R
d la hessienne de f a son spectre inclus dans [`, L].

Soit τ ∈ ]0, 2/L[ ainsi qu’une suite u à termes dans R
d vérifiant la relation de récurrence

∀n ∈ N, un+1 = un − τ ∇f (un ). Montrer que u converge.

132. [PLSR] Soient d ∈ N
∗ et f : R

d → R de classe C 1 . On suppose que f tend vers +∞
en ∞, que ∇f est lipschitzienne et que les points critiques de f sont isolés dans R

d . Montrer

qu’il existe un réel τ > 0 tel que, quel que soit le choix de a ∈ R
d , la suite définie par x0 = a
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et ∀n ∈ N, xn+1 = xn − τ ∇f (xn ) soit convergente. On commencera par le cas où d = 1 et

f : x 7→
x2

2
·

133. [L] Soit G un sous-groupe fermé de GLn (R)

On pose L = {A ∈ Mn (R) ; ∀t ∈ R, etA ∈ G}

a) Montrer que L est un sous-espace vectoriel de Mn (R) Ind. Considérer etA/k etB/k
k

b) Montrer que ∀(A, B ) ∈ L2 , AB − BA ∈ L

c) Que peut-on dire de L pour G = SLn (R) ?

134. [PLSR] Soit n > 2 un entier. Une application f de classe C 2 définie sur un ouvert O

de R
n , à valeurs dans R

n vérifie la propriété P si, pour tout x ∈ O, dfx est composée d’une

homothétie et d’une isométrie vectorielle.

a) On suppose que n = 2 et que f vérifie P . On note f = (f1 , f2 ). Montrer que f1 et f2

sont harmoniques, c’est-à-dire que ∆f1 = 0 et ∆f2 = 0

b) Montrer que le résultat de la question a) est faux si n > 3. On pourra considérer l’appli-

cation f : x ∈ R
n \ {0} 7→

x

‖x‖2

135. [P] Soit f : R
2 → R de classe C 2

On dit que f est harmonique si
∂ 2 f

∂ x2
+

∂ 2 f

∂ y2
= 0. On dit que f est homogène de degré λ > 0

si, pour tous x, y ∈ R et tout t ∈ R
+ , f (tx, ty) = tλ f (x, y)

Soit λ > 0. Déterminer les fonctions harmoniques et homogènes de degré λ

Géométrie

136. [L] Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des côtés sont

dans N
∗ et dont l’aire est un carré parfait non nul.

137.
F F [P] Soient a, b, c, d dans R

+∗ . Quelle est l’aire maximale d’un quadrilatère dont les

côtés successifs ont pour longueurs a, b, c, d ?

138. [PLSR] a) Quelle est l’aire maximale possible pour un rectangle de périmètre 1 ?

b) On considère un entier n > 3 et une liste strictement croissante (θ1 , . . . , θn ) à termes dans

[0, 2π]. Déterminer la valeur maximale possible pour le périmètre du polygone de sommets

eiθ1 , . . . , eiθn (dans cet ordre).

c) Soit z1 , . . . , zn des nombres complexes. On convient que z0 = zn . On définit l’aire algé-

brique du polygone z1 · · · zn comme
1

2

n−1

k=0

(Re(zk ) Im(zk+1 ) − Im(zk ) Re(zk+1 )). On fixe

un réel p > 0. Parmi les listes (z1 , . . . , zn ) ∈ C
n telles que le périmètre de z1 · · · zn soit égal

à p, déterminer celles qui maximisent l’aire algébrique du polygone associé.

Probabilités
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139. [PLSR] a) Calculer la variance d’une variable de Poisson.

b) Soient a ∈ N
∗ et p un nombre premier. Calculer E (X p modulo p) où X ∼ P (a)

140. [SR] Soient p ∈ [0, 1] et (Xn )n>0 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi

Bernoulli de paramètre p. On pose S0 = 1 et, pour n > 0, Sn+1 =



3Sn + 1 si Xn = 1
Sn

2
si Xn = 0

a) Étudier les cas p = 0 et p = 1. On supposera que 0 < p < 1 dans toute la suite de

l’exercice.

b) Donner une formule de récurrence vérifiée par la suite (E(Sn ))n>0 , et étudier son com-

portement quand n → +∞
c) Montrer que P ((Sn )n>0 est bornée) = 0

141. [SR] Soit (Xn )n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X 4
1 ) < +∞

On pose Tn =
1

n

n


i=1

Xi pour tout n > 1. Montrer que la suite (Tn )n>0 converge presque

sûrement vers E(X1 )

142. [L] Soit (Xn )n>1 (resp. (Yn )n>1 ) une suite de variables aléatoires i.i.d à valeurs dans N

On note T = inf {n > 2 ; Xn /∈ {X1 , . . . , Xn−1 }} et S = inf {n > 2 ; Yn /∈
{Y1 , . . . , Yn−1 }}. On suppose que T ∼ S . Que peut-on dire du lien entre les suites (Xn )

et (Yn ) ?

143. [P] Soit P l’ensemble des nombres premiers et β > 1. Soit (Yp )p∈P une suite de va-

riables aléatoires indépendantes à valeurs dans N vérifiant P(Yp = k) = (1 − p−β )p−kβ

pour k ∈ N et p ∈ P . On pose Z =


p∈P

Yp ln p et X = exp Z

a) Donner la loi de X

b) En déduire que

+∞


n=1

µ(n)

nβ
=

1

ζ (β )
où µ est la fonction de Möbius.

144.
F [L] Montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout n > 1 et tout (ai,j )16i,j 6n ∈

{±1}n2

, il existe (xi )16i6n et (yi )16i6n dans {±1}n tels que


16i,j 6n

ai,j xi yj > C n3/2

145. Soient θ ∈ ]0, 1[ et X une variable aléatoire à valeurs dans R
+ telle que P(X > 0) > 0

Montrer que P (X > θ E(X )) >
(1 − θ)2

E(X )2

E(X 2 )
.

146.
F [P] Soit n ∈ N avec n > 2. Soit En = {e1 , . . . , en } un ensemble de cardinal n.

Soient σ1 , . . . , σn des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur Sn .

Si i, j ∈ [[1, n]], on pose ei ? ej = eσi (j ) . Montrer que la probabilité que (E , ?) soit un groupe,

sachant que ? admet un neutre, tend vers 0 quand n tend vers l’infini.
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147.
F F [L] Soient d ∈ N

∗ et (e1 , . . . , ed ) la base canonique de Z
d . Soit (Xn )n>0 une

suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(Xn = ei ) = P(Xn = −ei ) =
1

2d

pour 1 6 i 6 d. On pose Sn =

n

k=1

Xk et S0 = 0. Soit T = inf {n > 0, Sn = 0} et

pd = P(T < +∞). On admet que pd < 1 pour d > 3. Montrer que pd → 0 lorsque

d → +∞

148. [P] Soient p ∈ ]0, 1/2[ et (Xn )n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que

P(Xn = 1) = 1 − P(Xn = −1) = p. Pour n ∈ N
∗ , on note Sn = X1 + · · · + Xn Montrer

l’existence de c, C1 , C2 > 0 tels que ∀u > 0, C1 e−cu
6 P sup

n>1

Sn > u 6 C2 e−cu

149. [PLSR] a) Soit X une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(esX ) soit finie.

Démontrer que ∀a > 0, P(X > a) 6 e−sa
E(esX )

b) Soit (Xi )i>1 une suite de variable aléatoires i.i.d. à valeurs dans [0, 1]

On pose Sn =

n

i=1

Xi . Démontrer que ∀t > 0, P(|Sn − E(Sn )| > t) 6 2e−t2 /(2n)

150. [PLSR] Soit (E , P (E )) un espace probabilisable avec E dénombrable.

a) Rappeler la définition d’une probabilité sur cet espace.

b) Pour A et B probabilités sur cet espace, on pose d(A, B ) = max
S⊂E

A(S ) − B (S )

Montrer que d(A, B ) =
1

2



x∈E

|A({x}) − B ({x})|

c) Soient X et Y deux variables aléatoires discrètes à valeurs dans E de lois respectives A

et B . Montrer que P(X 6= Y ) > d(A, B )

d) Les deux lois A et B étant fixées, montrer qu’on peut construire X et Y de façon à assurer

l’égalité dans l’inégalité précédente.

151. [PLSR] Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé

(Ω, A, P) et à valeurs dans [[0, n]]. On pose pk = P(X = k) et qk = P(Y = k) pour tout

k ∈ [[0, n]], et d(p, q) = max
S ⊂[[0,n]]

P(X ∈ S ) − P(Y ∈ S )

a) Montrer que d(p, q) > 0. Que dire si d(p, q) = 0 ?

b) Soit ϕ : R → R une fonction convexe. Comparer E(ϕ(X )) et ϕ(E(X ))

c) On suppose de plus qu’il existe au moins deux éléments k de [[0, n]] tels que pk > 0

On suppose de plus que ϕ strictement convexe, c’est-à-dire telle que ∀(x, y) ∈ R
2 , ∀t ∈

]0, 1[ , x 6= y ⇒ ϕ((1−t)x+ty) 6 (1−t)ϕ(x)+tϕ(y). Montrer que E(ϕ(X )) > ϕ(E(X ))

d) On suppose que : ∀k ∈ [[0, n]], pk > 0 et qk > 0. On pose H (p, q) =

n

k=0

pk ln
pk

qk

.

Montrer que H (p, q) > 0. Que dire si H (p, q) = 0 ?

152. [L] On considère r0 = 0 et (ri )i∈N
∗ ∈ ]0, 1[

N
∗

.

Pour (i, j ) ∈ N
∗ × N, on pose pi,j = ri si j = i + 1, 1 − ri si j = i − 1 et 0 sinon.
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On admet l’existence d’une famille de variables aléatoires (X i
k )(i,k)∈N

∗ ×N
telles que

i) X
i0

0 = i0 p.s. pour tout i0 ∈ N
∗ ,

ii) P



n
⋂

k=1

(X
ik

k = ik−1 )



=

n


k=1

pik−1 ,ik
pour tout (i0 , . . . , ik ) ∈ N

∗ k+1

On pose, pour i, j ∈ N
∗ , τ i

j = inf {k ∈ [[0, +∞[[, X i
k = j } ∈ N ∪ {+∞}

Soit b ∈ N. Calculer, pour i ∈ [[0, b]], p̂i = P(τ i
0 < τ i

b ) en fonction des γk =

k


i=1

1 − ri

ri

153. [PLSR] Soient (Xk )k∈N
∗ une suite de variables de Rademacher indépendantes et X0 =

k ∈ Z (constante). On pose, pour tout n ∈ N, Sn = X0 + · · · + Xn

a) Déterminer l’espérance et la variance de Sn

b) Soient m ∈ N
∗ et k1 , . . . , km ∈ Z. Que dire de la loi de (Sn )n>m conditionnée par

(S1 = k1 , . . . , Sm = km ) ?

c) Soient k, N ∈ N
∗ avec N > k. On considère que la marche aléatoire s’arrête dès que

Sn = 0 ou Sn = N . On admet que l’arrêt est presque sûr. Déterminer la probabilité pk que

la marche s’arrête sur 0 en partant de k

d) Déterminer le temps moyen d’arrêt (en 0 ou N cette fois) en partant de k

154.
F F [P] On considère n variables aléatoires de Rademacher indépendantes (εi )16i6n

Montrer que, pour tout réel p > 0, il existe (cp , Cp ) ∈ (R
+∗ )2 indépendant de n ∈ N

∗ tel que,

pour tout (z1 , . . . zn ) ∈ C
n , cp



n


i=1

|zi |2


1

2

6



E

∣

∣

∣

∣

∣

n


i=1

εi zi

∣

∣

∣

∣

∣

p 
1

p

6 Cp



n


i=1

|zi |2


1

2

155.
F [L] Soit (Xn )n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Z

telles que ∀n ∈ N, ∀k ∈ N, P(Xn = k) = P(Xn = −k) = ce−|k| où c est à déterminer.

Déterminer la loi du rayon de convergence de la série entière aléatoire


Xn z n

156. [P] Soit (pn )n>1 une suite d’éléments de [0, 1]. Pour n ∈ N
∗ , on note Gn le graphe

aléatoire Gn,pn
d’Erdös-Renyi, c’est-à-dire un graphe aléatoire de sommets [[1, n]] et une

famille (X{i,j} ){i,j}∈P2 ([[1,n]]) de variables de Bernoulli i.i.d. de paramètre pn , avec X{i,j} =

1 si et seulement s’il existe une arête reliant i et j . On note In le nombre de sommets isolés

de Gn

a) Soit ε ∈ ]0, 1[. On suppose que, pour tout n ∈ N
∗ , pn > (1 + ε)

ln(n)

n
. Montrer que

P(In > 1) −→
n→+∞

0

b) Soit ε ∈ ]0, 1[. On suppose que, pour tout n ∈ N
∗ , pn 6 (1 − ε)

ln(n)

n
. Montrer que

P(In > 1) −→
n→+∞

1.
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157.
F F [L] Montrer qu’il existe un réel c > 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit

n ∈ N
∗ , quelle que soit S partie non vide de Un , il existe un entier naturel p 6

cn

|S |
ainsi

qu’une p-liste (z1 , . . . , zp ) d’éléments de Un telle que

∣

∣

∣

∣

∣

p
⋃

k=1

zk S

∣

∣

∣

∣

∣

>
n

2
·

158. [PLSR] Soit p ∈ [0, 1/2]. On fixe une suite (Xn )n>1 de variables aléatoires i.i.d. à

valeurs dans {−1, 0, 1} et telles que P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = p et P(X1 = 0) =

1 − 2p. Pour b ∈ Z, a ∈ Z
N

∗

et n ∈ N
∗ , on pose P (b, a, n) = P



n


k=1

ak Xk = b



a) On suppose a = (2k−1 )k∈N
∗ Calculer P (0, a, n) pour tout n ∈ N

∗

b) On suppose p =
1

4
et a = (1)k∈N

∗ Calculer P (0, a, n) pour tout n ∈ N
∗

c) Déterminer les valeurs de p pour lesquelles b 7→ P (b, a, n) est maximale en 0 pour tout

a ∈ Z
N

∗

159. [PLSR] Soit n > 3. Une alpiniste dispose de n lieux possibles pour planter sa tente,

lieux numérotés de 1 à n. Elle peut visiter chacun de ces lieux successivement, à partir du

numéro 1, et doit décider si elle y plante sa tente. Lorsqu’elle visite le lieu k, elle peut savoir

si elle préfère ce lieu à tous les lieux précédemment visités, mais ne sait pas si elle le préfère

aux lieux non encore visités. Une fois un lieu visité, si l’alpiniste a refusé d’y installer sa tente

elle ne pourra plus revenir sur ce lieu. L’alpiniste a pour objectif de maximiser la probabilité

d’avoir choisi celui des n lieux qui a sa préférence parmi les n lieux.

a) Déterminer une stratégie optimale pour l’alpiniste lorsque n = 3

b) On fixe un k ∈ [[0, n − 1]]. L’alpiniste suit la stratégie décrite ci-après : elle visite auto-

matiquement les k + 1 premiers lieux ; étant donné ` ∈ [[k + 1, n − 1]], si l’alpiniste visite le

`-ième lieu alors elle l’écarte si et seulement s’il n’a pas sa préférence parmi tous les lieux

déjà visités. Déterminer la probabilité pn,k pour que l’alpiniste s’installe sur le lieu ayant sa

préférence parmi les n lieux.

c) On fixe un kn maximisant pn,k lorsque k parcourt [[0, n − 1]]. Étudier le comportement

asymptotique de kn quand n tend vers +∞

160. [L] Soit (Xn )n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discrètes. Pour t ∈ R et

n ∈ N
∗ , on considère la variable aléatoire fn (t) =

1

n

∣

∣{k ∈ [[1, n]], Xk 6 t}
∣

∣. Montrer qu’il

existe une fonction f : R → R telle que P sup
t∈R

|fn (t) − f (t)| > ε −→
n→+∞

0 pour tout réel

ε > 0.

161. [L] Pour deux variables aléatoires réelles bornées X et Y , sur des espaces probabilisés a

priori distincts, on note X 4c Y pour signifier que E(f (X )) 6 E(f (Y )) pour toute fonction

convexe f : R → R. On se donne, sur un espace probabilisé, deux suites (M , X1 , X2 , . . . )

et (N , Y1 , Y2 , . . . ) de variables aléatoires indépendantes bornées vérifiant les conditions sui-

vantes :

i) les Xn , où n ∈ N
∗ , sont identiquement distribuées et positives ;
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ii) les Yn , où n ∈ N
∗ , sont identiquement distribuées et positives ;

iii) M et N sont à valeurs dans N ;

iv) M 4c N et X1 4c Y1

On pose S =

M


k=1

Xk et T =

N


k=1

Yk . Montrer que S 4c T

162.
F F [L] Soient E une partie bornée et au plus dénombrable de R

+ , et L et L′ deux

lois de probabilité sur E . Déterminer, en fonction de ces lois, la plus petite constante KL L′

telle que, pour tout couple (X, Y ) de variables aléatoires réelles à valeurs dans E telles que

X ∼ L et Y ∼ L′ , on ait l’inégalité E(X Y ) 6 KL L′

163.
F [SR] On munit R

n de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X1 , . . . , Xn )T

un vecteur aléatoire tel que E
(

‖X ‖2
)

< +∞. On note C (X ) = (Cov(Xi , Xj ))
16i,j 6n

la

matrice de covariance.

a) Que dire de C (X ) si les Xi sont indépendantes ?

b) Soient v ∈ R
n et Y = 〈v, X 〉. Exprimer V(Y ) en fonction de C (X )

c) On suppose les Xi centrées. Soient A ∈ Mn (R) et Z = AX . Exprimer E(‖Z ‖2 ) en

fonction de C (X )

d) Caractériser les A ∈ Mn (R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que

A = C (X )

e) Soit H un hyperplan de R
n

Montrer que P(X ∈ H ) = 1 si et seulement si H ⊥ ⊂ Ker (C (X ))

164. [SR] Soit α > 0. On considère l’équation différentielle (∗) :
(

y′ = −x, x′ = α2 y
)

avec

(x, y) : R → R
2

a) Si (x0 , y0 ) ∈ R
2 est fixé, justifier l’existence et l’unicité d’une solution de (∗) vérifiant

x(0) = x0 et y(0) = y0 . Pour cette solution, on pose I (t) = y2 (t) et J (t) = α2 x2 (t)

b) Montrer que les applications T 7→
1

T

 T

0

I (t) dt et T 7→
1

T

 T

0

J (t) dt admettent une

limite finie en +∞
c) Soit N ∈ N

∗ . On considère deux variables aléatoires x0 , y0 indépendantes à valeurs dans
1

N
Z telles que, pour tout k ∈ Z, P x0 =

k

N
= P y0 =

k

N
= γN exp

(

−(k/N )2
)

i) Justifier l’existence de γN ∈ R
+ pour lequel ces conditions définissent la loi des deux

variables aléatoires.

ii) On fixe t et on considère, pour N ∈ N
∗ , la variable aléatoire fN (t) = I (t) + J (t) (les

fonctions I et J sont associées aux variables aléatoires x0 et y0 ). Montrer que E e−fN (t)

possède une limite quand N → +∞.

RMS. Volume 136 - n
◦

1 (2025-2026)


