FILIERES MP — MPI

Un corrigé — J. Larochette — Lycée Leconte de Lisle, la Réunion

Il semblerait que le sujet note implicitement I la matrice identité I3 et m un entier naturel.

J ayant trois colonnes identiques non nulles, rgJ = 1.

La diagonalisabilité de J ne laisse aucun doute : elle est symétrique et réelle. On a donc 0 valeur propre d’ordre 2
car J diagonalisable et dim Ey(J) = dimker.J = 3 —rg.J = 2 et une autre valeur propre simple obtenue en calculant

o O O

3 0
tr J = 3. Finalement, J est semblable a D =0 0.
0 0

Notons P une matrice de passage de diagonalisation de J. On a A = aJ + bl = P (aD + bl) P! donc

e & @

b 0
A est semblable a | 0 0 .
0 3a+b

Comme A est diagonalisable et Sp A = {b,3a + b} avec b # 3a+b, T4 = l_[ (X =X)=(X-b)(X-3a-0).
AeESp A

Soient Q,, et R,, = o, + 5, X le quotient et le reste de la division euclidienne de X" par 7. Alors
X" =7m4Q, + oy + B X.
En évaluant en b et en A = 3a + b # b, on obtient

oy, + Bpb=b"
ap + Bpr = A"

Comme A\ # b, on en tire
A" = bA" D" = A"

METNTE T 3a
AT =" AT ="
b= X% = " 3a
Ab" = bA” A" ="
Finalement, comme m4(A) = 03, A" = R,(A) = a,,I5 + 8,4, donc A" = 5+t A.

On montre par récurrence que pour tout k = 1, J" =317 Cest en effet bien le cas pour k£ = 1, on calcule
J? = 3.J donc c’est aussi le cas pour k =2 et si k = 1 est tel que JE = 3k_1J, alors J** =351 72 =377 ce qui établit
la récurrence.

Comme les matrices I et J commutent, on calcule avec la formule du binéme de Newton,

2 e () knek ok 1l (n k,n—k n (Ba+b)" —0b" @
A" = (aJ +bI)" =) [ ]a"b ngzk(?)a)b T = e+ "]
k=0 k=1

On peut bien sir vérifier en remplacant A par a.J+bI dans la premiére que les deuz expressions de A" sont équivalentes.



.3
1_
Comme j # 1, 1+j+j2=1—_Jj=0. OnaUs={1j} j' =jetj?=-1-].

Si P est n’importe quel polyndéme a coefficient réel, Alors

PGP (i*) = (2-5+5") (25" +i) = (-2 3+ 2)) =3-4j—4° = 7.

done P(j)P(j*) e R.

En réalité, on a j2 =j. Donc si P est n’importe quel polyndme & coefficient réel, alors

PGP (%) = PG)P (i) = PG)PG) = |1PG)I” € R...

On effectue 'opération C; « C; + XCy + X2C3 — e Xn_lCn, puis on développe par rapport a la premiere
colonne. On obtient

X -1 (0) 0 -1 (0)

X -1 X -1 ;(1 : (0)
. . . . n+1 n -
wel el S G Dl ,

0) X -1 (0 X -1 : .

1 x| X" _1 x| (0) X -1y,

d’ott on tire x; = X" - 1.
On remarque que | A = P(J).
Comme y; est scindé & racines simples, de spectre U,, = {wy, k € [0,n — 1]},
J est semblable & diag (wq, ... ,Wp_1)

donc
A = P(J) est semblable & diag (P(wg), ..., Plw,_1)) .

=

n—

On a alors, comme A € M,,(R), P(w;) =det A € R.
0

n—1
A
Si P(1) # 0, on en déduit que l_[P(wk) - det A c
P P(1)

=
]

R.

Supposons désormais que P(1) = 0. Avec la question précédente, on a

xa= [ (X = P(w0) = X[ ](X - P(wy) € RIXT
k=0 k=1

Or le coefficient de degré 1 dans x4 vaut (—1)"" l_[ P(w;,) donc l_[ P(w) € R.
k=1 k=1



Soit x € E, et B = (ey,...,e,) base orthonormale de F.

n

Alors y = Z <x|ei>ei € F et pour tout j € [0, n], (x - y|ej) = <x|ej) - <y|ej>. Or B est une base orthonormale de F’
i=0

et y € F, donc (y|ej> est la coordonnée de y selon e;, c’est-a-dire <x|ej>. Donc (x - y|ej) =0etx—y€E .

n
Par unicité, y = Z (z|ei)e; = prp(z).
i=0

Comme B est une base orthonormale de F, || pF(av)H2 est la somme des carrés des coordonnées de pr(z) dans B
et, par théoréme de Pythagore, comme pp(z) L z — pp(z),

2 2 2 2
lzll” = llpp(z) + 2 = pp@)[I” = llpp(2)|I” + [lz = pr(2)l|
- 2
d’ott I'inégalité de Bessel Z (z]e;)” = llpr (@) < ||zl
i=0

2, 2
a” +b
En développant (|a| — |b])? = 0, on obtient I'inégalité classique |ab| < 5

Soient f et g deux fonctions de E. Alors la fonction h : t = f(t) g(t)e_t est continue sur I = R* par opérations et pour
tout t € I,

—t 1 2 —t 1 2 -t
Ih(®)] = 1f(Rg() e < 5(f(#)) e + 5(g(t)) e
ol le membre de droite définit une fonction intégrable sur I par définition de F et car El(I ) est un R-espace vectoriel,

donc, par comparaison, h € ,Cl(l).

On montre que E est un sous-espace vectoriel de C(I,R).
EcC(I,R);
E + @ car contient la fonction nulle;
Sif,g€e Eet A€R, f+ Ag est une fonction continue telle que pour tout t € I,

(F(t) + Ag(0))e™ = (F(1) ™" + 2Af(1)g(t)e ™" + A°(9(1)) e

donc t — (f(t) + Ag(t))’e”" € £'(I) par définition de E, par la question précédente, et par linéarité.

Montrons maintenant que ( . | . ) est un produit scalaire sur F.

Si f,g € E, la question précédente assure la convergence de I'intégrale définissant le réel ( f | g).

Si f,g € E, on a bien <f|g> = <g|f>

Si fi,fo, g€ Eet A€ER, (fl + )\f2|g) = <f1|g) + A<f2|g> par linéarité de 'intégrale.
Cela donne la linéarité a gauche du produit scalaire, la linéarité a droite en découle par symétrie.
Si f € E, (f|f) = 0 par positivité de D'intégrale, et si (f|f) = 0, comme la fonction ¢ — (f(t))Qe_t
est continue et positive sur I,
2t
—
>0

Viz0, (f(t)) =0

donc f =0g.
Les fonctions polynomiales de degré au plus n sont bien des fonctions continues sur I. De plus, si f en est une,

_ _ 1
t - (f(t))Qe " est une fonction continue sur I telle que (f(t))Qe = .0 (t_2> par croissances comparées. Comme
—+00

1 -
te ol est intégrable au voisinage de +00 comme fonction de Riemann avec 2 > 1, on a bien t ~ (f (t))Ze * intégrable

sur 1.



Ainsi, I’ C E et comme, par ailleurs, (F, +,+) a une structure connue de R-espace vectoriel,
F est bien un sous-espace vectoriel de E.
Le « ainsi » du sujet est surprenant : on nous demande de montrer que I’ est un sous-espace vectoriel
de E pour définir le produit scalaire sur... R[X]?
()14. a) Supposons p < n. On utilise la formule de Leibniz avec f, : x = 2" et g : x = e * deux fonctions de classe

C%. 1l vient
p P
(p) _ (k) (p k) p—k n-k -z
" Z() Z() G

S n!
donc AP = Z (-1)*" k( )—(n—k‘)'

Comme pour tout n = 1, h,,(0) =0, on a, pour p < n, comme k < p<n, n—k + 0 donc h(p)(O)

b) Avec la question précédente, on tire que

T n n n! _z n B n n
L,:zw %;(—1)" k<k>—(n—k -+ Z( 1)" (n( )k), k= Z(—l)k%xk

k=0

en ayant effectué le changement d’indice k = n — k dans la derniére somme.

1
On aalors L, € R,[X]CR[X], degL, =netcd L, ( )

+00

0, , . e . n
Q15. Il y a une erreur d’énoncé. Le sujet veut sans doute nous faire exprimer [ g X /15, ) (et non

0
+00

<;/|/15,”)>) en fonction de J,() g(”) X N,

+00
Posons J;, = I g(n_k) X h;k) pour k € [0,n]. Par intégration par parties, pour z € R et k € [1,n],
0
J SR s ) [g(n—k) x hk 1)] [ SR o Gy
0 o Jo

Or [g(n_k)(t) X hglk_l)(t)]z = g(n_k)(x) thc_l)(x) — 0 par croissances comparées (de la forme polyndme multiplié

par e "), donc, en faisant x — +00 dans l'intégration par parties,

+00 +00
On a alors J,, = (=1)"Jy, donc J g X hf{‘) = (—1)”J g(n) X Ny
0 0

1 +00 -1 n +00
On a enfin (gan> = —J gxhﬁl") = %J' g(")xhn.
0 i 0

n!

(Q16. Supposons i < j < n afin que L;,L; € F = R,[X] ce qui n’a aucune importance ici, 'énoncé est
surprenant...

Alors, d’apres la question précédente applicable & I'entier j a la place de n et avec g = L;,

_1 ] +00 .
(mizg) =S [ < = o

car L; est un polyndéme de degré i < j.



+00
Notons, pour n € N, [, = [ ~" dt. Par intégration par parties, siz € R et n =1, on a
0
v n —t n —t7% v n—-1 -t
tetdt =[—t"e "] +n | "l dtL.
0 0 0
Or
[ tne_t] =—z"¢" ——0
0 r—+00
par croissances comparées.
s . . +00 —¢ —tt>®
On en déduit que ¥V n =21, [, =nl, ;. On en tire [, = nlly avec Iy = |, e "dt = [—e ]0 =1.
+00 .
On a donc I t"e " dt = nl.
0
On calcule alors, toujours en utilisant avec cette fois g = L,, polynome de degré n,

1 o 1) (e " 1
(L,|Ly) _ (= )J' L) x e dt = (n,) n!chnxtetdtzmIn

0
donc (Ln|Ln) =1
Des deux questions précédentes, on tire que la famille (Lg, ..., L, ) constituée de n + 1 = dim F vecteurs de
F =R,[X] en est une base orthonormale. On a donc, pour tout g € E, pr(g Z (g|L:)L

D’apres l'inégalité de Bessel remontrée en début de probleme et la question précédente, pour tout n € N,
n

Z g|L ||g||2 La série a termes positifs Z <g|Ln>2 a donc toutes ses sommes partielles majorées par ||g||*.
i=0 nz0
+00
On en déduit que | la série Z <g|Ln>2 converge et que Z <g|Ln>2 < ||g||2
n=0 n=0

t —2a-1)t
_ o(-20-D)

Soit, donc, o € R. Alors g, est continue sur I et ¢t — (ga(t))Qe_ est intégrable sur I = [0, 400 si et

seulement si —2a — 1 < 0 c’est-a-dire o > —5 par critere d’intégrabilité des fonctions exponentielles.

1
Ainsi, g, € F si et seulement si o > —35

1
On suppose désormais que o > —5. On calcule, a l'aide de la question

b

1 n +00 _ n +00 n o _
(gl Ln) _ (=1 ) J dP e at = (et g _ @ J ( u ) o
n! Jo n(a+1) Jg \a+l
1
en ayant posé v = (a + 1)t dans la derniére intégrale, avec a + 1 > 5> 0.
n
«

De la question , on tire L, —_—

q (gO‘| > (a + 1)n+l

Comme somme de série géométrique convergente d’apres la question précédente, on calcule ensuite

+00 +00 2 mn
Z( |L )2_ 1 Z « _ 1 % 1 _ 1 _ 1
Jalbn) =i 12 L\ (v 1)) " (@+12  1- < (a+1)2-a2 2a+1

n=0 n=0 (a+1)2

*© o~ (2a+ 1)t 1

+
N 2 _ _
Parallelement, on a ||g.||” = J'O dt = 5—7-

+00

Finalement, on a bien Z <ga|Ln)2 = ga||2 donc la majoration de la question précédente est optimale.
n=0



