P(X=k)=P(X>k-1)—-P(X>k) car (X >k—-1)=(X>k)u(X =k).
Soit n € N.

ikP(X=k)= P(X>k—1)—kP(X>k)>
k=1

k
\_v_/
+k—

2\
i >k—1)+Z( —1)P(X >k-1)-kP(X > k))
k=1

3 =
,I_\>—A

P(X>k)+0-—nP(X >n) par télescopage

e
Il
[}

donc ZkP(X k) =Z (X > k) - nP(X > n).
k=1 k=0

On montre alors que nP(X > n) — 0. En effet, X est d’espérance finie et
n—+0oo

nP(X >n) = +Zoo nP(X = k) < +ZO° kP(X = k) —— 0

n—+00
k=n+1 k=n+1

en tant que reste d’une série convergente.

On en déduit de la relation précédente que la série Z P(X > n) converge et que E(X) = Z P(X > k).

Remarque : c’est ce qui semble attendu par le sujet qui ne choisit pas la solution de facilité. En effet, on travaille ici
avec des termes positifs ce qui permet, quitte & calculer dans [0,+00] (mais en réalité tout est fini ici) d’utiliser le
théoréeme de Fubini :

T ENND WLCEEES W C RN I W CEHE WACERE3)
k=0 k=0j=k+1 0sk<j 7=0 k=0

(X < k) signifie que toutes les boules tirées sont dans [1,%]. Comme tous les tirages se font avec remise de

k p
maniére indépendante, on obtient P(X < k) = (ﬁ) sik<netlsik>n (expression valable pour k = 0).

kN (k—1\F
On obtient alors pour k € X(Q) = [1,n], P(X =k)=P(X <k)-P(X sk-1)donc P(X =k) = (ﬁ) - (T) .

Comme z +— z¥ est continue sur [0, 1], en reconnaissant une somme de Riemann,

li lpd_ 1
’/l_ n—>+oo O.Z‘ .Z’—p+1.

Puis, en utilisant et la question précédente,
1 1 EVY n+l1 1 (kY 1 1 D
EE(X):EZ(l_(E) )= D —52(5) BT Rmwwodt vy dhalirorny Sl
k=0 k=0
np
donc E(X) ~ S



-z . —z 1
Pour tous P,Q dans E, z + P(z)Q(z)e " continue sur R* et on a P(z)Q(x)e = 0(_2) , donc
@ x
+00
lintégrale J P(2)Q(x)e”" dx converge et 'application (P, Q) ~ (P | Q) est bien définie.
0
La linéarité de 'intégrale entraine la bilinéarité de (- | -).
La symétrie de (- | -) est une conséquence de la commutativité du produit réel.
+00
Ona (P|P)= P*(z)e”™ dz = 0 car Yz € [0, +00[, P*(z)e™ = 0.
0
+00
Si(P| P)= P?(z)e ™ dz = 0, comme la fonction = — P?(z)e”" est continue positive alors elle s’annule

sur [0, +oo[ par suite P s’annule sur [0, +oo[ donc P est le polynéme nul car il admet une infinité de racines.

Finalement D’application (P,Q) + (P | Q) est un produit scalaire sur E.

On cherche P (X?) = aX +b € Ry[X] tel que X - Pp (X?) = Pp (X?) € Ry[X]". Or

+00 +00 +00
(XQ—aX—b|1)=J zQe_xdx—a[ xe_xdx—bj e “de=2-a-11-b-1=2-a-b
0

0 0
et
) +oo +oo +00
(X —aX—b|X)=J me_zdx—aJ sr:e_wdx—bj ze “dr=31-a-21-b-11=6-2a-b.
0 0 0
+b =2
On a donc “ donca=4etb=-2: PF(XZ):2P0+4P1:4X—2.
2a+b =6

Berivons || 3%|” = || (X2 - Pe (X)) + P (X7)|| avee Pe (X?) L Ppe (X2) = X2~ Pp (X)), Ie théoréme

de Pythagore donne , , ,
1% = P ()| = )= [l 2 (7))

On a
wt [ (22 b e dr = inf ||X%-(ax+0)|
TS R DRI T e G ]
- (o)

d’apres le théoreme de la projection orthogonale, F' étant de dimension finie, on a

(a(x%F)) = 16" = 2 () = I - e (7))

Or
P = [ st dn = 41 = 24
[ i
||PF (X2)||2 = J+w(4x —2)%e " dx
0 oo, +00 +00
= 16 [ ze “dr — 16 J ze “dr +4 J e “dx
0 0 0

= 20

d’ou

(ag{RZ Lm (332 —axr — b)2 e "dx= (d (XQ, F))2 =4



Z =sup(X,Y) et T =inf(X,Y) donc T < Z et
Sim<mnalors P((Z=m]n[T=n])=0.

Si m > n alors
(Z=m]n[T=n]l=((X=m]n[Y =n])u([X =n]n[Y =m])

c’est une réunion d’événements disjoints ainsi
P([Z=m]n[T=n])=P([X =m]n[Y =n])+P([X =n]n[Y =m])
par indépendance de X et Y on obtient :

P([Z=m]n[T=n]) = P(X=m])P([Y =n])+P([X=n])P (Y =m])

= 2p'q

Sim =n alors
[Z=n]n[T=n]=([X=n]n[Y =n])

et
P([Z=n]n[T=n])=P([X =n]n[Y =n])

I’indépendance de X et Y donne

P([Z=n]n[T=n])=P([X =n])P([Y =n]) =p’¢™"

Finalement
0 sim<n
P([Z=m]n[T =n]) = {p°¢" sim=n
2p2q"+m sim>n

La famille ([T = n]),cy est un systéme complet d’événements donc pour tout m € N on a :

P(Z=m)=) P([Z=m]n[T =n])
n=0

orsim<n P([Z=m]n[T =n]) =0 donc

P(Z =m) Y P([Z=m]n[T =n])
n=0

m—1
- p2q2m + Z 2p2qn+m
n=0

2 2m

= p¢ +2pq

ce qui donne P(Z =m) =pg" (2= (¢+1)¢™)



Par construction, pour tout n = 1 et pour tout N = 2, T, 5 est une variable aléatoire finie, donc Xy est une
variable aléatoire finie comme somme (finie!) de telles variables aléatoires. X admet donc une espérance et une
variance. Notons que

1 1 2 3
]E(Tn’N)zN’O+N.1+(l_ﬁ)2=2_ﬁ

Donc, par linéarité de I'espérance,

1
N 1-—
E(T,, ~) 3\1 N
e O
n=1 1-—-=
3
Et finalement : N
3\3 -1
E(Xn) = (2 - N) 53N

n,N .
—— le sont aussi.
37L

Par ailleurs, comme les T}, 5 sont mutuellement indépendants, d’apres le lemme des coalitions, les

Donc
T,

n,N
3n

N
V(Xn) =) V(
n=1
Or, par formule de transfert, on a

1 1 2 7
E(TZN) = -0+ -1+(1——)4=4—

N N N N
Donc )
7 3 5 9
V(T"N)‘4_N_(2_N> =N
On a donc 1
N 1-—
1 5 9 1 gN (5 9
V(XN)_T;W(N_F) 51_1 (N_Nz)
Finalement

oN_1(5 9
VXY = % (NF>

Puisque Xy admet une variance (d’apres la question précédente), I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’applique,

et
V(Xy) 9V -1(5 9
< —_ > < = _— —
O\]P)(|XN E(XN)|/€)\ 52 8-9N€2 N N2
L’inégalité de gauche étant due au fait qu'une probabilité est & valeurs dans [0,1]. Le terme de droite tend vers 0

N
(c’est le produit de S oN2’ qui est convergent donc borné, et d’une suite qui tend vers 0 comme différence de deux
-9%e

telles suites), donc, par encadrement, P(| Xy — E(Xy)| =€) o 0.
—+00

La quantité |E(X ) — 1| est une constante, donc ]P’(IE(XN) -1] = g) ne peut valoir que 0 ou 1. Distinguons
deux cas.
€
Si |E(Xn)-1| 2 5 alors

IP’(HE(XN) ~1] > %) =1

et on a alors bien (puisqu’une probabilité est majorée par 1)

P(| Xy —1] =€) < ]P(|XN ~E(Xy)| 2 %) +IP’(|IE(XN) ~1] = %)



Si|E(Xy)—-1]< %, alors

IP(HE(XN) —1] = %) =0

Supposons que | Xy — 1| 2 €. On a alors (par inégalité triangulaire)
€
e< | Xy -1 = | Xy - E(Xy) + E(Xy) = 1] < [ Xy - E(XN)[ + [E(Xy) - 1] < [ Xy - E(XN)[ + 5

donc .
| Xy —E(Xn)| 2 5
On a montré 'inclusion d’événements
5
(1Xy =112 &) ¢ (1Xy ~E(Xx)| > 5)

et par croissance des probabilités, on a donc
€ € €
P(| Xy —1] 2 ) IP’(|XN ~E(Xy)| = 5) = P(|XN ~E(Xy)| = 5) +IP(|]E(XN) ~1] > 5).

3\ 3N
Soit £ > 0. Puisque E(X,,) = (2 - J_V)

37 -1
_—
2.3V Notoo

1, on a, a partir d’un certain rang,

E(X,)-1] <5

et donc, a partir d’un tel rang,
€
IP’(HE(Xn) —1] = §) =0

Par ailleurs, d’apres la question précédente, on a

€
IF’(|XN ~E(Xy)| 2 -) =0 ——.
2 N-—>+o00
Puisque (P(|Xy — 1| 2 €))y est une suite positive majorée par une suite tendant vers 0, par encadrement, on en
déduit finalement que
P(| Xy -1 z2e) —— 0.

N—-+00



Par sommation d’une famille & termes réels positifs, symétrie, puis somme double produit, dans [0, +00]

rowre Loaw Lo 3 sl a b () b )

i+ 1+7 1+
(4,4)eN? 2 (4,j)eN? 2 (4,j)eN? 2 (4,§)eN?
On peut ensuite utiliser le théoreme de Fubini positif en écrivant
. . +00 n 00 n— +00  +00 +oo (L)FH1 +00 k
ity 1 B _ (5) _ N4
> Loud a(3) - ZZ() 422() =4) T e4) (3) =iooes
(i.5)eN? n=0 =0 k=0 k=0 n=k+1 k=0 2 k=0 D)
.y
L) est sommable, de somme 8.

d’ou on tire que ( — )
27 /i jyen

Nous allons reconnaitre un produit de Cauchy en écrivant
n 1 k 1 n—k 1 n
2(2) () =eenf)
k=0

n
Donc, par absolue convergence des séries géométriques (a termes positifs) toutes deux égales a Z (5) ,

S o8] (ST M) -

Finalement,
; ; iy n +00 n +00 n
it]_ 1\" 1 1\"
Y —4Z(n+1—1)(§) —4Z(n+1)<§) —4 (5) =8
(i,j)eN? n=0 n=0 n=0
g
Ainsi, (Z H]) est sommable, de somme 8.
277 )i j)en:
1 +00 " 1 d +00
Vaze]l-11[, 1_x—ZJ:7 m dx(z ) an ,

la seconde étant obtenue par dérivation de la somme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence

De ces relations, on déduit (en évaluant en z = 5)

001_ +00n_
LT LT

+
3

N
3
"l\/l
L\DIH
—
—
|
N —
N~—
[\v]

L
Donc (Z +]) est sommable de somme égale a 8.



Les relations données  définissent bien une loi de probabilité
i+

sur l'univers dénombrable NQ, puisque, en no-
tant Us 5 = 27_+]’
. 2 Lt J Uiy .
v (i,5) € N7, 273 =8 z0;
i+ 1

Z 9i+i+3 8 Z u; ;= 1.

(i,5)eN? (4,4)eN?

| S —
=8

Pour tout 7 € N, on a la décomposition d’événement

(X=i)=| [((x=i)n(¥ =),
J=0

cette réunion étant disjointe, donc

P(X=i)=) P(X=0)n(Y =)= Ui
j=0

L 8
J=0
De méme, on a

8

+00 +
Uj 4
P(Y =i)=) PUX=j)n(Y =i)) =) — =P(X =1),
§=0 0
puisque u; ; = u; ;. Les variables aléatoires X et Y suivent donc la méme loi, donnée par

<.
Il

- 4 k+1
VEkeN, P(X:k):P(Y:k)=Z%=%=2kT.
=0

On a d’apres I'énoncé

0+0
P((X=O)0(Y=O))=2O+W=
0+1 O0+1 1
Pourtant IP(X=O)XIP(Y=O)=WX20T=E#=IP((X=O)O(Y=0)), donc

les variables X et Y ne sont pas indépendantes.



Par définition, la fonction génératrice gx de la variable aléatoire X (qui prend ici ses valeurs dans N) est la somme de

la série entiere
+00 +00 n
A

gx(z) = Z]P’(X =n)z" = Z e " —=z".

n=0 n=0

On reconnait 1a le développement en série entiére de ’exponentielle (qui a un rayon de convergence infini)

VzeC, gx(z)= e e = M

. . N oo s . N
La restriction de gx a R est donc de classe C™ et se dérive terme a terme

+00
VzeR, gy(z)= Z P(X =n)na" .

n=1

En évaluant en x = 1, on obtient ’espérance de X

E(X) =) nP(X =n)=gx(1) = % (M) =

n=1

Pour calculer le moment d’ordre 2 de X, on dérive une seconde fois et on évalue en z =1

VzeR, gy(z)= JiOIP’(X =n)n(n — 1)36”_2,
n=2
donc +00 +00
gx(1) =Y n(n-1P(X =n) =Y n(n-1)P(X =n) =E(X*) - E(X).
n=2 n=0
D’ou )
E(X) = B(X) +gh(1) = A+ o5 (7)) = aw

et on déduit la variance de X avec la formule de Huygens
V(X) =E(X*)-E(X)* = (A+X*) =X =\,

On a donc bien E(X) =V(X) =\

Puisque S,, suit la loi binomiale B(n, z), 'espérance de S,, est E(S,,) = nx et sa variance est V(S,,) = nz(1-x).
Appliquons alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : pour tout réel 8 > 0,

V(S,)

]P)(l‘sn_E(Sn)I >ﬂ)$ 62

En choisissant 8 = na (avec a > 0), on obtient ainsi

nz(l —x) x(l—x)'

P(|S,, — nz| > na) < e R —"

Mais le polynéme x — z(1 — x), qui a pour racines 0 et 1, atteint son maximum en x = 1/2, et ce maximum vaut 1/4.
On a donc la majoration
1

dna?

P(|S, — nz| > na) <



D’apres la formule de transfert, on a, puisque S, (Q) = {0,1,---,n},
Sy < k
=(s(%)) - s -0 (5).
k=0

Mais par définition de la loi binomiale, P(S,, = k) = (Z)xk(l - x)n_k pour tout k € {0,1,---,n}, donc
S, = [n n— k
B(r(%2))-) (k)x‘“(l -y (5= B,
k=0

Soit & > 0. La fonction f est continue sur le compact [0, 1], donc uniformément continue (c’est le théoréme

de Heine). 11 existe donc un réel a > 0 tel que

V(a,b) €[0,1]°, la—b] sa = |f(a) - f(b)| <e.

3|

Pour tout entier & € {0,1,---,n}, on a alors 0 £ — < 1, donc en utilisant 'implication précédente avec a = 7> on en

déduit
Vz €[0,1], ‘g—m Saz‘f(g)—f(x) <e.
D’apres l'inégalité triangulaire
k k
> (f(ﬁ) - f(x))P(Sn =k)|< ) f(ﬁ) - f(@)|P(S, = k)
0<ksn

< Y 2lflleoP(S, = k)

=2 fllexP| || (Sa=k)],

0<ksn
|ﬁ—mha
n

la réunion étant disjointe. Mais pour tout éventualité w € €2, on a

>aet S,(w) =k

k

we || (Su=k) = Fhe{o,n}, ‘ﬁ—x
0<ksn
|%—m|>o¢

n

>a).

Sn(w)
g

> & weE (

Sn
ce qui fait que P u (S, =k)|= P( - > Oz). La majoration de la somme étudiée se réécrit donc
0sksn
%—x'xx
k Sh
Y (5] - F@) | P(Sa = B)| <2l fllee X P |22 — 2| > a).
0<ksn



Soit € > 0. Considérons le réel o > 0 introduit dans la question . Fixons z € [0,1]. Pour estimer la différence
| B, (f)(z) — f(z)], il suffit de réécrire f(x) sous la forme d’une somme

Vo elo,1], f(a)=) (Z)x‘“(l - 2)"" (@)

k=0

(d’apres la formule du bindéme). On a alors

i() (1-2)"" () ;O( )x (1-2)""f(x)

( (%) - 1)), = 0],

|Bn(f)(1') - f(x

k
Décomposons alors cette somme suivant les indices k¥ € {0,1,:--,n} tels que nor S aet suivant ceux tels que
k
|ﬁ -z >«

BN -1 =| Y (1(5)- 1@ =0+ T (1(5)-s@)ps, =0

k
ot e |7—"E|S0t

<Y ‘f(%)—f(x) (S, =k)+| Y (f(%)—f(x))P(Sn=k‘)~

k
——r|lsa ;7—a:|So¢
n n

1(5)- 1@
: f<§)_f(f€) P(S, = k) <ex kz P(S, =k) <e.

7—w|Sa 7—x'<a

k
D’apres la question , 0n a < ¢ pour tous les k tels que n T S On en déduit une majoration

de la premiere somme

sPEQ)

Quant a la deuxiéme somme, on peut la majorer en utilisant le résultat de

2 (f(g)‘fm)”sfk) <2I|f||wxn»(é

e

— X

>a)).

Or P(I% -z 5 (d’apres 1.a), donc

>a) = P(|S,, — nz| > na) <

> (f(g)—f(x))zp(sn=k) < ||f||;o.

|%_$|Sa 2no
A ce stade, on a montré
Ve>0, 3a>0, VneN, Vz € [0,1], |B,(f)(z) = f(x)] se+ ||2{1|0|[;°
Reste a choisir n suffisamment grand : en posant ng = { H;;lol;o J +1,ona
nznyg = Vz€[0,1], |B,.(f)(z) - f(z)]| < 2¢
Finalement, on a établi que
Ve>0, Ing €N, Vn=ng, Yz e[0,1], |B,(f)(z) = f(x)] < 2,

ce qui signifie exactement que la suite des polynémes de Bernstein (B, (f))neny converge uniformément vers f sur
[0,1].

La fonction f étant une quelconque fonction continue de [0,1], on a démontré le théoréme de Weierstrass sur [0,1].
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