Mines 1 M.P. 2025

Corrigé écrit par F. Denizet (M.P. Fénelon)
. Soit (z,y) € R2.
Si z = 0 ou y = 0 I'inégalité voulue est immédiate.

11
Six > 0ety >0, puisque —+ — = 1 on peut utiliser la concavité de la fonction In, assurée
p q

1
par le fait que In” : t — 3 est négative.

1 1 1 1
On a donc : In (xp + yq> > —1In(2?) + — In(y?) = In(zy).
p q p q

1 1
Par croissance de la fonction In on en déduit que : | —aP + —y4 > xy |.
q

. @ Premier cas : si X ou Y est nulle, I'inégalité est immédiate car E(XY) =0et X et Y
sont positives.

e Second cas : si X et Y sont non nulles, on a donc E(X?) > 0 et E(Y?) >0 (||.||,, est une
norme).

Supposons que F(XP) = E(Y?) = 1, puisque X et Y sont positives, la question 1 assure
P q

que XY < — 4 — par croissance et linéarité de 1’espérance on a donc
p q
E(XP E(Y1 1 1
E(XY) < ( )+ ( )=f+f=1.
p q p g

X v Y
et V= .
(E(XP)1/p (E(Ya))l/a
On a E(UP) = E(V?) = 1 avec U et V positives, on en déduit donc E(UV) < 1, par
linéarité de I'espérance cela donne | E(XY) < (E(XP))YP(B(Y9))Y4|.

Revenons au cas général et posons U =

I'inégalité de Cauchy-Schwarz|: E(XY) < \/E(X?)\/E(Y?).
On peut justifier cette inégalité directement par le fait que ¢ : (X,Y) — E(XY) est un
produit scalaire sur L%() ce qui est I'objet de la question 17.

. Dansle cas p = ¢ = 2 on retrouve

n

2n
. Remarquons d’abord que, pour tout n € N, 2"n! = H(Qk) < Hj = (2n)!.

k=1 j=1
+oo t2n
Soit t € R, par développement en série entiére : ch(t) = Z i
= (2n)!
t2n t2n
O, pour tout n € N, ¢2* > 0 donc —— < —.
(2n)! = 27nl
too opn +oo 19 n
: t (t*/2) 12/2
Par sommation on a donc : |ch(t) < nz_%) Sl = T;) T ¢ )

. Soit t € Ry et soit (c1,...,cn) € R™.
L’espérance d’un produit de variables indépendantes est égale au produit des espérances
de ces variables donc :

F (exp (tz ciXi>> =F (H exp (tciXi)> = H E (exp (tc; X3)).
i=1 i=1

i=1

1



Or par théoréme de transfert, pour tout ¢ € [1,n] :
1 1
E (exp (te; X)) = 5 exp (—tc;) + 5 exp (te;) = ch(te;) < oltei)?/2,

Tous les termes du produit étant positifs on a donc :

n n 20
E <exp <t Z cZ-Xi>> H (bei)?/2 = exp <2 c?) )
i=1 i=1 =1

6. Remarque : I’énoncé est ici un peu déroutant puisque le x du 6 joue le role du t du 5, il
aurait été plus cohérent d’écrire le 5 avec x au lieu de t.

Soit (t,z) € R2 et soit (c1,...,c,) € R™

n
La variable exp (arz ciXZ) est positive on peut lui appliquer I'inégalité de Markov ce qui

i=1
n
n FE (exp (IZ CZXZ>>
B t =1
donne P (exp (IL‘Z chZ> >e “7) < iz :
=1
n 22 n
En utilisant alors le 5 avec x au lieu de t on a P (exp <$Z cZ-Xl) > et’”> < e ™exp (2 Z c?) .
i=1 i=1
On peut alors appliquer cette inégalité avec (—cq,...,—c,) au lieu de (cy,...,¢,) ce qui

n 2 n
T
donne : P (exp (mZ ciXZ-> > em> <e exp (2 Zc?)
=1 =1
n n
exp ( X; ) t‘”] = [exp (xz ciXi> > et:”] U [exp (—xz c,-Xi> > et‘”].
i=1 =1

2 n
x
On a donc | P (exp ( g X > tx) < 2e % exp (2 g 1 c?) .
1=

Or

Supposons t > 0 et posons |x = onax>0.

7. Soit t € Ry et soit (cy,. .. ,cn) € R" non nul.
Si t est nul, I'inégalité est triviale (une probabilité est toujours plus petite que 2).
t
Par croissance stricte de exp et puisque z > 0 on a :
n n n
exp (:L’ ZCin' ) > etf”’] = [x ch-Xi > t;v] = [ Zci il > t]
i=1 i=1 i=1
- T
En appliquant 6 on obtient donc P < Z ¢
Or e " exp Zc = exp Zc —tx —exp< )
2 Z’L 16
Xi| >t)] <2exp <—2> .
1 23 ¢
8. X étant positive et finie on peut poser x1,...,z, tel que 0 <z < -+ < x, et

i1
2 N
> t) < 2e~ " exp (2 c?) .
i=1
X(Q) =A{z1,...,2.}.

On a donc bien | P (




10.

1 SitE[O,l‘l[

On a alors pour tout t € Ry, Fx(t) = Z P(X =xj) site|zjzip[onie[l,r—1]
j=it+1
0 sit > x,
La fonction Fx est une fonction en escalier sur Ry nulle sur [z,,+oo[ ce qui assure la
+o00

convergence de l'intégrale / tP~1Fx (t)dt (on a p—1 > 0 donc il n’y a pas de probléme

0
de convergence en 0), de plus par relation de Chasles on a :

—+00
p/ P Fx (t)dt
0

1 r—1 Tit1 r
:/ ptpldt—i—Z/ Pt Y P(X =
0 =1 YT

j=it+1
,
_x1+z ol —al) > P(X =)
Jj=i+1
r 7j—1
::U]f—l—z (P(X:xJ)Z( 1T ))
7j=2 i=1

= E(X?)|
La fonction ¢ — t3e°/2 est continue et positive sur [0, +oo[ de plus par croissances com-

1 too
parées Be 2= o donc 'intégrale B /24t converge.
t—+o0 t2 0

n
Posons U = Z ; X;l|, U est réelle positive finie, on a alors d’aprés la question 8 :
i=1
> eXi| | =BUY = 4/ P Fy(t)dt.
im1 0
Puisque Z ¢; =1, la question 7 donne : Vt € Ry, Fy(t ( Zc, ) < 2e~t°/2,
=1

4
n +00
On a donc | E ( E ciXZ) < 8/ 3e=t/24¢ |,
0

i=1

On remarque que, pour tout i € [1,n], X? =1 et E(X;) = 0.
Soit (i,5) € [1,n]? sii=j, B(X;X;) = E(1) = 1 et si i # j par indépendance E(X;X;) =
E(X;)E(X;) =0, on a donc :



11.

12.

13.

n 2 n o n n o on n
(Z CZXZ) =F ZZCZ‘CJ‘XZ‘X]‘ = ZZCZC]E(XZX]) = ZC? .
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Remarque : ’énoncé n’est pas clair ici quand au statut de B, qui peut bien sir dépendre
de p mais ne doit pas dépendre de n. Or cette indépendance a n n’est pas évoquée et pose
probleme puisque le n semble étre fixé par I’énoncé initialement. Il aurait fallu clairement

écrire que B, devait étre indépendant de n.
n

e Supposons que ZCZQ =1, et posons U = ZCin’
=1 =1
n p +o00 +00
E( > = B(UP) :p/ Py (dt < 2p/ Lo t*/2qs,
i=1 0 0
+o00 1/p P\ 1/p
On pose | 3, = <2p/ tplet2/2dt> ,ona FE ( ZciXi ) < Bp.
0 i=1

On a bien 3, > 0 car la fonction ¢ — tP=Le=t*/2 ot strictement positive sur R .

, de méme qu’a la question 9 on a :

n

e Revenons au général, si tous les ¢; sont nuls, I'inégalité voulue s’écrit 0 < 0 sinon on pose
n 1/2 . 2\ 1/2
= (Z c?) ,on a K > 0 et la question 10 assure que K = FE (Z ciXZ->
i=1 i=1

n
. C;
On pose alors, pour tout ¢ € [1,n], d; = ?17 on a Zd? =1.

S

p\ 1/p
) < Bp, par linéarité de 'espérance cela
i=1

La cas précédent assure que E (

p\ 1/p n p\ 1/p
donne — ( X; ) < Bp,ie E < ZCiXi ) < BpK
i=1
n p 1/]7 n 2 1/2
On a bien | E ( > aX; > < B,E (Z ciX,)
i=1 i=1

2
n
Posons U = (Z ciXZ-> , notons 0 < uy < --- < u, les valeurs prises par U.

Puisque p > 2 la fonction ¢ — /2 est convexe, on a donc :

“

n

ZCiXi

i=1 i=1
n p 1/]’ n 2 1/2
On a bien | E ( ZciXi > > | E <Z ciXi>
=1 =1
Posons |0 = 4’%}) .

A 1 1-p/2 2-p/2 1
Ona —+ = + p/ = p/ —
P 4 4—0p 4—p 4—0p 2

4

p) E(UP/?) = ZP Yl > (ZP )p/: E(Xn:ciXi

)

2 P/2



14.

15.

16.

17.

9 _
Ona9>00arp>0etp<4;deplu39<1car1—9:247p>0.

n 20 n 2(1-6)
Posons X = Z cXi| etY = Z X , appliquons la question 3 légitimement car
P P =1 =1
2 1-— _
— + T = 1, on a E(XY) < FE (Xp/(29))26/pE (Y2/(179))(1 0)/2’ ce qul s’écrit :
p

4\ (1-6)/2

n p\ 20/p n
=1 =1

Remarque : I’énoncé des questions 15 et 16 est déroutant puisque la question 16 reprend
simplement la propriété de la question 15 (en oubliant de demander oy, > 0), en "ajoutant”
le cas p > 2 qui a été traité a la question 12. De plus, comme a la question 11, I"indépendance
de apy a n n'est pas clairement demandée.

A\ 1/4 1/2

n

ZCiXi

D’aprés la question 11 on a F

N 2
< ByE (Z CiXi>

i=1 i=1
. A\ (1-6)/2 . o\ 16
puisque 1 — 6 > 0, on en déduit £ ZciXi < Bi(lfe)E (Z ciXZ-)
i=1 i=1
En utilisant la question 14 on obtient alors
n 2 n PN 20/p n 2\ -
i=1 i=1 i=1
n 2\ ¢ n p\ 20/p
on en déduit E (Z ciXZ-> < BE(I_Q)E ( Z ¢ X; ) ;
=1 =1
n 2\ 1/2 n p\ 1/p
ce qui donne Bie_l)mE (Z Cin'> <FE < ZciXi )
i=1 i=1
~ _ 24
On obtient le résultat en posant |o, = Bi 176 _ By 7| qui est bien strictement positif

puisque 4 lest.

Remarque : pour répondre a la question ainsi énoncée, il suffit de poser oy, = 0, mais ce
n’est bien sir pas ce qui est attendu.

Si p < 2 on applique la question 15, si p > 2 on applique la question 12 (avec o, = 1), on
a a bien le résultat voulu.

e ¢ est a, valeurs réelles et est symétrique par commutativité du produit dans R.

e Soient X, Y et Z dans LY(Q) et soit (A, ) € R%, on a :

CANX +uY,Z)=EMNXZ+puYZ)=NE(XZ)+uE(YZ) = (X, Z) + po(Y, Z).

 est linéaire a gauche et donc bilinéaire par symétrie.

e Soit X dans L°(2), o(X,X) = E(X?) > 0; ¢ est positive.

e Soit X dans L°(Q) tel que p(X,X) =0, on a E(X?) =0 donc || X||, = 0 donc X = 0;
 est définie positive.

En conséquence ¢ est un produit scalaire sur L°((2).



18.

19.

20.

21.

Remarque : question mal posée. Pour "conserver le produit scalaire” il faudrait qu’il n’y
ait qu’un produit scalaire, or ici il y a deux produits scalaires et I’énoncé ne spécifie pas
vraiment lesquels. Il faut comprendre que RN est muni du produit scalaire introduit au
début du sujet, que L°(Q) est muni de o et alors que le produit scalaire des images de deux
vecteurs par i est égal au produit scalaire des vecteurs d’origine.

e Soit u dans RN on peut poser n € N tel que, pour tout i > n, u; = 0.

n
On a alors ¢ (u) = ZuiXi qui est dans LO(€Q).
=0
e Soient u et v dans RY, on peut poser n € N tel que, pour tout i > n, u; = v; = 0.
n

On a (u,v) = Z u;v; et avec la méme méthode qu’a la question 10 :
i=0

n n n n n
e(p(w),Y() =B | D> uu XiX; | =D ua B(X:X;) =Y uiv = (u,v).
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0

Soit p € [1,400].
Pour tout X dans R, il existe u € RM tel que X = Y¥(u). En posant n € N tel que,
n

pour tout ¢ > n, u; = 0, les inégalités de Khintchine appliquées a Z%’Xi assurent que
=0

ap [| Xy < [[X], < Bp [[ X[

Les normes ||.[|5 et ||.|[, sur R sont équivalentes.

Par transitivité cela assure que pour tous p et ¢ dans [1,400[ , les normes |||, et |||, sur

R sont équivalentes.

k
Appliquons les inégalités de Khintchine pour p=14a X = Z a; X;, on a donc :
=1
& 2\ 1/2 & & 2\ 1/2
a B <Z aiXi> <K < ZaiXi ) <p/E (Z aiXi>
=1 =1 =1

En posant, ag = 0 et, pour tout i > k, a; = 0, on a X = ¥((a;)ien), la question 18 assure

& 2\ 1/2 & 1/2
k
alors que E (Zain) =X, = (Za§> = (a1, ..., a5 .
=1 =1

Par ailleurs, par théoréme de transfert on a :

k k
E ( ZazXz ) = Z Zaisi
i=1 (€1, en)e{—1,1}F l7=1
b 11
= > > i %k )

P((X1,...,Xk) = (e1,--.,€k))

k
E )

(e1,mmer)E{ 1,137 11=1 (1,men)e{—1,1}F 1i=1
On a donc bien |ain||(a1,...,ak)|y < Z Zaiai < pinll(ar, ..., ak)ly |
(e1,mek)e{—1,1}7 11

Considérons 'application T introduite par I’énoncé, cette application est linéaire de R
dans R"™.



e Montrons que 7" est injective, posons donc (aq,...,ay) dans ker(7T).

k
Soit j € [1, k], en utilisant la famille (e1,...,ex) = (1,...,1) on a Zai = 0, en utilisant

i=1
k
la famille (e1,...,ex) ot les g; valent 1 sauf €; qui vaut —1 on a Zai —2aj = 0, on en
i=1
déduit donc a; = 0.
On a ker(T') = {0}, T est injective.

Par théoréme du rang, on en déduit que ‘ T(RF) est un sous-espace vectoriel de R" de dimension & |.

e Soit x € T(R¥), on peut poser (a1, ...,a;) € R* tel que x = T(ay, ..., az).
k

g i€

=1

On a par définition H:L‘||]$n = Z

(817"'75k)e{_171}k

(Hx|12")2: > (i)( Y (Y Y e

(e1,ep)e{—1,1}F \i=1 1,0 mep)e{—1,1}F =1l j=1

et par ailleurs :

= azaj EZ'EJ'
= J (E1,msek E{ 113"
Soit (i,4) € [1, k]*

— sii=j,o0na Z €i€5 = Z 1:2k:n;

(€1,0mek) E{—1,1}" (e1,mmek) E{— 1,1}
— sii # jon a E gigj = 0carily a 2% termes dans la somme qui se
(€1,mmep) €{—1,1}"
décomposent en 2572 termes ol ¢; = g; = 1, 2k=2 termes onl &; = g; = —1, k=2
termes ou g; = 1 et ¢; = —1, 2k=2 termes ot g, = —1 et = gj=1.
k
R™ 2 9 . n RE
On a donc (Hx||2 ) =n E ai, ie. ||z|ly, =+vnl(ar,...,a1)ls -
i=1

En reprenant ’encadrement de la question 20 on obtient ainsi :

arvm|zly < |zlIF° < Bivm |zl | encadrement valide sur T(R¥) qui est un sous-espace

vectoriel de R™ de dimension k.



