Collen° 17

Du 30 mars au 3 avril

Programme de colle - MPI

1. Calcul différentiel

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de |'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations D, f(a), D, f.

) of
Notations ﬁ(a)’ 0; f(a).

Lorsqu’une b’03e de E est fixée, identification entre f(x) et
flxy e, xp).

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable
en a selon fout vecteur.

Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire
tfangente & f en a. Unicité de la différentielle et relation
df(a)-v=D,f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.
Cas particuliers : application constante, application linéaire.
Lien entre différentielle et dérivées partielles.

Cas des fonctions d’une variable : si 2 est un infervalle ouvert
de R, la différentiabilité de f en a équivaut & la dérivabilité de
f ena;relation f/(a)=d f(a)-1.

Si I'espace E est euclidien, gradient en a d'une application
numérique différentiable en a. Expression du gradient en base
orthonormée.

Notation o(h). Développement limité & I'ordre 1.
Lorsque f=(f;,..., fp). f est différentiable en a si et seulement si
toutes les f; le sont.

Notations d f(a).

Notation d f.

Si 2 est un ouvert de R" et si f est & valeurs dans R, la matrice
jacobienne de f en a est la matrice de d f(a) dans les bases
canoniques.

Notation V f(a).

Interprétation géométrique : si Vf(a)#0, V f(a) est positivement
colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a
est maximale.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d’'une combinaison linéaire d’applications diffé-
renfiables, de M(fi,..., f,) ou M est multiinéaire et ou fi,..., f,
sont des applications différentiables.

Régle de la chaine : différentielle d'une composée d’'applica-
tions différentiables.

Dérivée le long d’un arc : si y est une application définie sur
I'intervalle I de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y(t),
alors (foyY()=d f(y(£))-y'(2).

Dérivées partielles d’'une composée d’applications différen-
tiables.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(¢)=x+tv.

Dérivation de ¢ — f(x;(1),..., x,(t)).

Dérivées partielles de

(g )= f0 (U Upy)s ey X (U, en, Upy)).

d) Applications de classe %!

Une application f est dite de classe €' sur un ouvert Q si elle
est différentiable sur Q et si d f est continue sur Q.

L'application f est de classe 6! sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement & une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe ¢!.

Si f est une application de classe 4! de @ dans F, si y est une
application de classe 6! de [0,1] dans Q, si ¥(0) = a,y(1) = b,

alors : .

f(b)—f(a):f df(r(1)-y'()de.
0

Si Q@ est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

La démonstration n’est pas exigible.

Cas particulier y(t)=a+ tv pour tout r €[0,1].

Démonstration pour Q convexe.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

e) Vecteurs tangents & une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E
est tangent & X en x s’il existe £ >0 et un arc y défini sur |—¢,¢],
& valeurs dans X, dérivable en 0, tel que y(0)= x,y'(0)=v.

Si g est une fonction numérique définie et de classe ¢ surl'ou-
vert Qde E,si x e X et dg(x)#0, alors T, X est égal au noyau de
dg(x).

Notation T, X pour I'ensemble des vecteurs tangents & X en x.
Exemples : sous-espace affine, sphére d’un espace euclidien,
graphe d’une fonction numérique définie sur un ouvert de RR2.
La démonstration de cet énoncé et le théoreme des fonctions
implicites sont hors programme.

Traduction en termes de gradient si E est euclidien, en particu-
lier pour E =RR"™ muni de sa structure euclidienne canonique.
Exemple : plan tangent & une surface de R3 définie par une
équation.

f) Optimisation : étude au premier ordre

Point critique d'une application différentiable.

Condition nécessaire d’existence d'un extremum local en un
point intérieur.

Si f est une fonction numérique définie sur I'ouvert Q, si X est
une partie de Q, si la restriction de f & X admet un extremum
local en x et si f est différentiable en x, alors d f(x) s’annule en
tout vecteur tangent & X en x.

Théoréme d’optimisation sous une contrainte : si f et g sont des
fonctions numériques définies et de classe %! sur I'ouvert Q de
E, si X est|'ensemble des zéros de g, si x € Xet dg(x)#0 et si la
restriction de f & X admet un extremum local en x, alors d f(x)
est colinéaire & dg(x).

Exemples de recherches d’extremums globaux.

Si E est euclidien, tfraduction en fermes de gradient.
Exemples de recherches d’extremums sous conftrainte.

g) Applications de classe ©*

Dérivées partielles d'ordre k d'une fonction définie sur un ou-
vert de R".

Une application est dite de classe ¢* sur un ouvert 2 de R” si
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur Q.
Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe ¢*. Com-
position d’applications de classe ©*.

akf

Notations W

'ajk '“aflf ‘afl vvvvv fkf‘
La notion de différentielle seconde est hors programme.

Démonstration non exigible.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.

Exemples simples d’équations aux dérivées partielles du pre-
mier et du second ordre.

2. Anneaux Z/nz

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Compléments sur les groupes

Groupe (Z/nZ,+). Générateurs de Z/nZ.
Tout groupe monogéne infini est isomorphe & (Z,+). Tout
groupe monogeéne fini de cardinal n estisomorphe & (Z/nZ,+).

Anneaux Z/nZ

Anneau Z/nZ.

Inversibles de Z/nZ. Condition nécessaire et suffisante pour
que Z/nZ soit un corps.

Théoréme chinois : isomorphisme naturel de Z/mnZ sur
Z/mZ xZ/nZ si m An=1; extension & plus de deux facteurs.
Indicatrice d’Euler ¢. Calcul & I'aide de la décomposition en
produits de facteurs premiers.

Théoréme d’Euler.

Notation F, lorsque p est premier.

Application aux systémes de congruences et & la résolution de
systémes d’'équations dans Z/nZ.

Relation ¢(mn) = p(m)p(n) si m et n sont premiers entre eux:
expression de ¢(p*) pour p premier.

Lien avec le petit théoréme de Fermat.

3. Révisions

Tout exercice portant sur le programme de MPI peut étre posé.



4. Questions de cours

(i) * Les vecteurs tangents en un extremum local d’une application différentiable sont dans le noyau
de la différentielle en ce point.

Théoréme d’optimisation sous contrainte.

(i) * Si p est premier et k € N*, calcul de ¢ (p*), d'oll une expression de p(n) & I'aide de ses diviseurs
premiers. Théoréme d’Euler, d'ou le petit théoréme de Fermat.

(iiiy >k Théoréme Chinois : L'application

) Z/an — Z/nZXZ/mZ
f: (k mod nm) ~— (k mod n,k mod m)

est bien définie et un isomorphisme d’anneaux.
L'application
(Z/nmz)X — (Z/nz)X X (Z/mz)x
k mod nm) — (k mod n,k mod m)

2l

est bien définie et un isomorphisme de groupes (multiplicatifs) (sans utiliser I'égalité des cardinaux
qui en est une conséquence).
(iv) * Exercice classique : différentielle du déterminant
(a) Calculer la différentielle et le gradient en toute matrice A € .#,(R) de I'application det en pas-
sant par un calcul de dérivées partielles.
(b) Retrouver ce résultat en montrant que detoexp = expotr et en utilisant la différentielle en 0, de
exp.
On commencera par calculer ddet(l,,).
(v) *k Exercice classique Soit f: M € #,(R)— (tr M, tr(M?),...,tr(M")) € R".
(a) Montrer que f est différentiable en tout M € #,,(R) et déterminer d f(M).
(b) Relier le rang de d f(M) et le degré du polyndme minimal de M.

(c) Montrer que I'ensemble des matrices de .#,(R) dont le polyndme minimal est égal au poly-
ndéme caractéristique est un ouvert de ., (R).

5. Exercices CCINP

»« CCINP 41 : Optimisation sous contrainte
Soit f I'application de R? dans R définie par f:(x,y)—4x>+12xy — y2.
Soit € ={(x,y)eR?, x*+y?=13}.

1. Justifier que f atfteint un maximum et un minimum sur C.
2. Soit (u,v)e C un point ou f atteint un de ses extremums.
(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant
soit vérifié
du + 6v = Au
(S)'{Gu - v = Av
(b) Montrer que (A—4)(A+1)—36=0. En déduire les valeurs possibles de A.
3. Déterminer les valeurs possibles de (u, v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

« CCINP 56 : Optimisation sur un compact Soit f la fonction définie sur R? par :
V(x,y)€R?, f(x,y)=2x>+6xy —3y*+2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.
3. Onpose K =[0,1]x[0,1].
Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

« CCINP 57 :
1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0,0)».
2. On consideére I'application définie sur R? par
2 2
fen=] Vs £
0 si(x,y)=(0,0)

(0) Montrer que f est continue sur R2.
(o) Montrer que f est de classe 6! sur R?.
« CCINP 58 : différentielle d’un application bilinéaire

1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit a € E et soit f: E— F une
application.
Donner la définition de « f différentiable en a ».

2. Soit n e IN*, Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit e =(ey, e,,...,e,) Une base de
E.

n
Onpose Vx € E, |lxlleo = maxlx, ol x= xie; €t ¥(x,y)€ E x E, [[(x, )| = max(l1xlloo, o).
= i=1
On admet que |||l st une norme sur E et que ||.|| est une norme sur E x E.
Soit B: E x E— R une forme bilinéaire sur E.
(a) Prouver que
ICeRY, V(x,y)€ EXE, |B(x,)| < Cllxllcoll¥ lloo-

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en tout (ug, v)) € E x E.

=« CCINP 86 : Preuve directe du petit théoréme de Fermat
1. Soit (a, b, p)€Z®. Prouver que sipra=1et pAab=1,alors pA(ab)=1.
2. Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que Yk e[1,p—1]. p divise (Z)k! puis en déduire que p divise (Z)
(b) Prouver que YneN, n?=n [p].

Indication : procéder par récurrence.
(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : pne divise pas n=> n?'=1 [p].

« CCINP 94 : Systéme de congruences

1. En raisonnant par I'absurde, montrer que le systéme (S) : { i i i {g} n‘a pas de solution
appartenant a Z.
2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. Soit ¢ eN.
Prouver que (a|c et b|c)< ab|c.
x = 6 [17]
3. On considére le systeme (S): 4 x = 5 [16] danslequel 'inconnue x appartient & Z.
x = 4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliere x, de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (S).
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