
Corrigé du CCP 2009 MP Maths II
A. ATTIOUI

PREMIER EXERCICE

1. Soit¸ une valeur propre deu, alors il existe un vecteur non nulx 2 E tel queu(x) = ¸x. Le polynômeP 2 R[X]
alorsP (u)(x) = P (¸)x. D’où le résultat.

2. On suppose queP est un polynôme annulateur de l’endomorphismeu.

(a) Soit ¸ une valeur propre deu, alors d’aprés 1.,P (¸) est une valeur propre deP (u) = 0. Donc,P (¸) = 0, car0
est la seule valeur propre de l’endomorphisme nul.

(b) On n’a pas nécessairement toute racine deP est une une valeur propre deu. Comme contre-exemple on prend
u = idE et P (X) = X(X ¡ 1). Alors, P (u) = 0 et P (0) = 0 mais0 n’est pas une valeur propre deu.

3. Le polynômeP (X) = X3¡X2+X¡1 est un polynôme deR[X ], annulateur deu etP (X) = (X¡1)(X2+1).
Alors, d’aprés 2.(a),Spectre(u) ½ f1g car1 est la seule racine réelle deP . D’autre part, le polynôme caractéristique
Âu de u est réel et de degré impair, cardeg(Âu) = dimE, alors Âu admet au moins une racine réellȩ. Par
définition, ¸ 2 Spectre(u) alors ¸ = 1 et Spectre(u) = f1g. Noter queÂu est un polynôme annulateur deu,
d’aprés le théorème de Cayley Hamilton.

DEUXI ÈME EXERCICE

1. Soit (x; y; z) 2 ¦, alors(x; y; z) = (x; y;¡2x¡ 3y) = x(1; 0;¡2)+ y(0; 1;¡3). Donc, les vecteursu = e1¡ 2e3
et v = e2 ¡ 3e3 forment une base de¦. Il est clair que le vecteurw est orthogonal à¦. Par conséquent, la famille
(u; v;w) est une base deR3.

2. Tout vecteur de¦ est invariant pars et le vecteurw est orthogonal à¦ alors : s(u) = u, s(v) = v et s(w) = ¡w.

Par suite, la matrice des dans la base(u; v; w) estS0 =

0
@
1 0 0
0 1 0
0 0 ¡1

1
A.

3. Si P désigne la matrice de passage de la base(e1; e2; e3) à la base(u; v; w) alorsP =

0
@

1 0 2
0 1 3
¡2 ¡3 1

1
A et

S = PS0P¡1 ( Attention, la matriceP n’est pas orthogonale alors son inverse n’est pas sa transposée. Pour avoir une
matriceP orthogonale, on doit choisir au départ le vecteurv tel que(ujv) = 0, ensuite il faut normaliser pour obtenir

une base orthonormale deR3). On trouve alors, aprés calcul,S = 1
7

0
@

3 ¡6 ¡2
¡6 ¡2 ¡3
¡2 ¡3 6

1
A. Noter qu’on possède déjà

l’expression suivante de la symétrie orthogonales : 8 x 2 R3, s(x) = x¡ 2 (xjw)
(wjw)w.

PROBLÈME: R ÉSULTANT DE DEUX POLYN ÔMES

I. Définition et propriétés

1. Cas oùu est bijective

(a) L’application u est bien définie car si(A;B) 2 E, deg(A) 6 q ¡ 1 et deg(P ) = p alorsdeg(PA) 6 p + q ¡ 1
i.e PA 2 F de mêmeQB 2 F . Donc u(A;B) 2 F . Par un calcul immédiat,u((A1; B1) + ¸(A2; B2)) =
u(A1; B1) + ¸u(A2; B2), 8 ((A1; B1); (A2; B2);¸) 2 E2 £ C.

(b) Si l’application u est bijective, le polynôme constant1 de F admet un antécédent unique(A;B) 2 E par u.
Donc,u(A;B) = PA+QB = 1. D’aprés le théorème de Bézout, les polynômesP et Q sont premiers entre eux.

(c) Soit (A;B) 2 Ker(u), alorsu(A;B) = PA+QB = 0. Si les polynômesA, B ne sont pas nuls, quite à diviser
par leur PGCD, on peut supposer qu’ils sont premiers entre eux. Mais, les polynômesP et Q sont premiers entre
eux alors par le théorème de Gauss,P est associé àB et Q est associé àA car l’un divise l’autre et vise-versa. Par
suite,deg(A) = q et deg(B) = p, ceci est absurde avec le fait que(A;B) 2 E, alors les polynômesA et B sont
nuls. Donc,Ker(u) = f(0; 0)g. Les espaces vectorielsE et F ont même dimension et l’application linéaireu est
injective alors elle est bijective.

2. Matrice de u

(a) Pourk de 0 à q ¡ 1 et h de 0 à p¡ 1, u(Xk; 0) = PXk et u(0; Xh) = QXh, alors le vecteuru(Xk; 0) a pour

composantes, dans la baseB0, (

k foisz }| {
0; ¢ ¢ ¢ ; 0; a0; ¢ ¢ ¢ ; ap;

(q¡k¡1) foisz }| {
0; ¢ ¢ ¢ ; 0 ) qui repésente la(k + 1)ème colonne de la matrice
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de u. De même, le vecteuru(0; Xh) a pour composantes, dans la baseB0, (

h foisz }| {
0; ¢ ¢ ¢ ; 0; b0; ¢ ¢ ¢ ; bq;

(p¡h¡1) foisz }| {
0 ¢ ¢ ¢ ; 0 ) qui

représente la(q + h+ 1)ème colonne de la matrice deu. Donc, la matrice deu, dans les basesB et B0, estMP;Q.

(b) Par définition et d’aprés 2.(b),R(P;Q) est le déterminent de la matriceMP;Q qui est la matrice deu. Donc,
R(P;Q) 6= 0 ssiMP;Q est inversible ssiu est bijective ssi les polynômesP et Q sont premiers entre eux, d’aprés 1.

3. Racine multiple

(a) Soit P 2 C[X ], on suppose queP est non nul ( sinon, il n’y a rien à démontrer). SiP admet une racine
multiple, alorsP 0 admet la même racine. En d’autres termesP et P 0 ne sont pas premiers entre eux. D’aprés 2.(b),
R(P; P 0) = 0.

(b) Le polynômeP = b+ aX +X3 admet une racine multiple ssi le résultant deP et P 0 = a+ 3X2 est nul.

R(P; P 0) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

b 0 a 0 0
a b 0 a 0
0 a 3 0 a
1 0 0 3 0
0 1 0 0 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
. Avec les opérations,

C1 Ã C1 ¡ C4
C2 Ã C2 ¡ C5

; R(P;P 0) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

b 0 a 0 0
0 b 0 a 0
0 0 3 0 a
¡2 0 0 3 0
0 ¡2 0 0 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

Aprés calcul, on trouveR(P;P 0) = 27b2 + 4a3. Donc,P admet une racine multiple ssi27b2 + 4a3 = 0.

II. Applications

4. Équation de Bézout.P = 1 +X3 +X4 et Q = 1¡X +X3

(a) D’aprés 2.(b) de la première partie, les polynômesP et Q sont premiers entre eux ssiR(P;Q) 6= 0. On a affaire
à un déterminent d’ordre7. Aprés calcul, on trouve :

R(P;Q) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 ¡1 1 0 0
0 0 1 0 ¡1 1 0
1 0 0 1 0 ¡1 1
1 1 0 0 1 0 ¡1
0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

= 1 6= 0

(b) On considèreE = C2[X] £ C3[X] , F = C6[X] et l’applicationu : E ! F définie par: 8 (A;B) 2 E,
u(A;B) = PA+QB. D’aprés la question précédente, les polynômesP etQ sont premiers entre eux. Alors, d’aprés
I.2.(b), u est bijective. Donc, il existe un couple(A0; B0) de polynômes de E tel queu(A0; B0) = PA0 +QB0 = 1
i.e. (A0; B0) = u¡1(1). En posant,A0 = a0 + a1X + a2X

2 et B0 = b0 + b1X + b2X
2 + b3X

3. Alors, ma-
triciellement cette égalité devient:t(a0; a1; a2; b0; b1; b2; b3) =M¡1

P;Q
t(1; 0; 0; 0; 0; 0) = t(1;¡1;¡1; 0; 1; 2; 1). Ainsi,

A0 = 1¡X ¡X2 et B0 = X + 2X2 +X3.

(c) Soit (A;B) un couple de polynômes deC[X] tel quePA + QB = 1. Alors, P (A ¡ A0) = Q(B0 ¡ B). Par
suite,P diviseQ(B0 ¡ B) et puisqueP et premier avecQ, par le théorème de Gauss,P diviseB0 ¡ B. Il existe
alors un polynômeR 2 C[X ] tel queB0 ¡B = PR et alorsA¡A0 = QR. Donc,(A;B) = (A0 +QR;B0 ¡ PR)
avecR 2 C[X ]. Inversement, pour toutR 2 C[X], le couple(A;B) = (A0+QR;B0¡PR) est clairement solution
de l’équationPA+QB = 1.

5. Équation d’une courbe

(a) Les applicationst 7! x(t) et t 7! y(t) sont polynômiales, alors elles sont définies et de classeC1 surR. Pour
tout t 2 R, x0(t) = 2t+ 1 et y0(t) = 2t¡ 1. Alors, ¡ est une courbe régulière. D’où le tableau des variations:

t ¡1 ¡1=2 1=2 +1
x0(t) ¡ 0 + 2 +
x(t) +1 & ¡1=4 % 3=4 % +1
y0(t) ¡ ¡2 ¡ 0 +
y(t) +1 & 7=4 & 3=4 % +1

m(t) = y0(t)
x0(t)

+ 1 ¡ 0 +

Tangentes: Ent = ¡1
2

, tangente verticale et la courbe à droite. Ent = 1
2
, tangente horizontale au dessous de la courbe.
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Branches infinies: En§1, la courbe¡ présente une branche infinie,y(t)
x(t)

! 1 et y(t) ¡ x(t) = ¡2t + 1 ! §1,
alors la première bissectrice est une direction de la branche parabolique. La courbe¡ recontre la droitey = x au
point de paramétret = 1

2
, elle est au dessous de cette droite pourt > 1

2
et au dessus pourt < 1

2
. La courbe¡ est

construite avec l’instruction suivante de Maple:

plot( x,[tˆ2+t,tˆ2-t+1,t=-10..10] ,x=-1.. 10,y=-2..10) ;

(b) Soit M(x; y) de la courbe

½
x(t) = P (t)
y(t) = Q(t)

, Il exite t0 2 R tel que

½
x = P (t0)
y = Q(t0)

. Alors, A(t0) = B(t0) = 0.

Donc les polynômeA et B ont une racine commune. D’aprés la partie I, le résultant deA(t) = ¡x + t + t2 et de
B = 1¡ y ¡ t+ t2 est nul. Aprés calcul,

R(A;B) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

¡x 0 1¡ y 0
1 ¡x ¡1 1¡ y
1 1 1 ¡1
0 1 0 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
= x2 + y2 ¡ 2xy ¡ 4y + 3

Donc, tout pointM(x; y) de la courbe¡ vérifie l’équation:x2 + y2 ¡ 2xy ¡ 4y + 3 = 0.

(c) On a8(x; y) 2 R2, q(x; y) = (x¡y)2. Alors, la forme quadratiqueq est positive, dégénérée et de rang1. Sa forme
polaire est la forme bilinéaire((x; y); (x0; y0)) 7! (x¡ y)(x0¡ y0). Dans la base canoniquefe1 = (1; 0); e2 = (0; 1)g
de R2, la matrice deq est alors

µ
1 ¡1
¡1 1

¶
dont les valeurs propres sontf0; 2g, un vecteur propre (unitaire)

associé à0 est u = e1+e2p
2

et celui associé à2 est v = ¡e1+e2p
2

. Donc, dans la base orthonormale directfu; vg,
la forme quadratiqueq ce réduit àq(X;Y ) = 2Y 2. Ensuite, l’équation cartésienne de la courbe devient alors,

2Y 2 ¡ 4X+Yp
2
+ 3 = 0. Ainsi,

³
Y ¡ 1p

2

´2
= 2p

2
(X ¡ 1p

2
). Donc, la courbe est une parabole d’axe focal la droite

(−; u) où − est le point de coordonnées( 1p
2
; 1p

2
).

6. Nombre algébrique

En posant,y =
p
3 +

p
7. On aura(y ¡

p
3)2 = 7, alors

p
3 est une racine commune deP = X2 ¡ 3 et de

Qy = (y ¡X)2 ¡ 7. D’aprés la partie I, le résultant deP = ¡3 +X2 et deQy = ¡7 + y2 ¡ 2yX +X2 est nul.
Aprés calcul,

R(P;Qy) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

¡3 0 ¡7 + y2 0
0 ¡3 ¡2y ¡7 + y2

1 0 1 ¡2y
0 1 0 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
= 16¡ 20y2 + y4 = 0

Donc,
p
3+
p
7 est une racine du polynôme de degré4 à coefficient entiers:X4¡20X2+16 ( On dit que

p
3+
p
7 est

un nombre algèbrique). En posantY = y2, on trouve facilement les autres racines de l’équation16¡ 20y2+ y4 = 0:p
3¡

p
7, ¡

p
3 +

p
7 et¡

p
3¡

p
7 qui sont aussi des nombres algèbriques .
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