MPI - Lycée Leconte de Lisle — La Réunion a rendre lundi 27 octobre

DevoIR LIBRE N° 4

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier

encadrer | les réponses, tirer un trait entre les questions et répondre de
maniére concise (mais compléete).

Les polyndmes de Tchebychev

On deésigne par R[X] I'espace vectoriel des polyndbmes & coefficient réels, et par
R,[X] le sous-espace des polynbmes de degré inférieur ou égal & n, pour tfout entier
naturel n.

Soit (T,,),en la suite de polynémes de R[X] définie par T,=1, T, = X, puis la relation

V=1, T=2XT,—T,,.

On utilise dans ce probleme une notation identique pour désigner un polynébme et sa
fonction polynomiale associée.

| - Etude de la suite de polyndmes (T,) e

1. Déterminer les polyndmes T, et T;.

2. Déterminer le degré, la parité et le coefficient dominant de T, pour n € IN.
Parité est & prendre au sens fonctionnel.
On pourra par exemple démontrer que pour fout n€ N, T,(—X)=(—1)"T,.

3. Soit n dans IN. Montrer que la famille (T, T3, ..., T,,) est une base de R,,[X].
4. (a) Soit (a,b)eR2.
i. Montrer que ch(a+ b)=chachb +shashb.
ii. En déduire une expression de chach b en fonction de ch(a + b) et ch(a—b).
(b) Etablir par récurrence les relations suivantes pour fout nombre réel ¢

VYnelN, T,cost)=cos(nt); T,(cht)=ch(nt)

(c) En déduire que |T,(x)| <1 pour |x| < 1.
(d) Soit n un entier non nul. Montrer que, pour tout x dans [1,+oo[, T(x)> 1.

(e) Endéduire que, pourtout n entier non nul et pour tout x dans J—co,—1]U[1, +o0[,
|T,(x)| > 1.

(f) Montrer enfin par récurrence que si x > 1 et n € IN*, T,(x) <2 'x".
5. Soit n e IN*,
(a) Résoudre dans [0, 7] I'égquation T,,(cos x)=0.
(b) En déduire que T, a n racines réelles dans [—1, 1].
(c) Donner la décomposition de T, en facteurs irréductibles dans R[X].
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Il - Etude de M(P)= Neo_1.1/(P)

Pour tout P e R[X], on pose M(P)= Ne_1,;(P)= max |P(x)|.

xe€[—1,1]
6. Soit P € R[X]. Justifier I'existence de M(P) en énongant précisément le théoréme
uftilisé.
7. Montrer que pour tout n €N, M(T,,)=1 (Utiliser 4).

8. Soit n € IN*. Montrer que I'équation |T,(x)| = 1 admet exactement n + 1 solutions sur
[-1,1], que lI'on précisera et notera ay, a4, ...,a, de telle sorte que ay>a, >...>a,,.

Soit n € IN* fixé. Classiguement, on note L, L,,...,L, les polyndmes de Lagrange
associés la famille (a;)y<;<, de réels deux & deux distincts.

9. Rappeler I'expression de L, et la valeur de L;(a;) pour tout couple (j, k) [0, n]?.
10. Démontrer que % =(Ly, L,,...,L,) est une base de R, [X].

11. Déterminer les coordonnées dans la base % d'un polyndbme P de R, [X].
12. En déduire que T, = > (~1)*L;.

k=0

13. Démontrer que pour tout x €[1,+00], T,,(x):Z|Lk(x)|.
=0

14. Soit P e R[X] un polyndme de degré n et de coefficient dominant égal & 1.
En utilisant les questions 4.f et 11, montrer que pour tout x €[1,+0o0[,

[P(x)|<2"'M(P)x".
1
En déduire que M(P)> pyen

15. Donner un polynéme Q,, unitaire de degré n tel que M(Q,)=

2n—1 ’

Il - Etude d’une application linéaire

On définit sur R,[X] I’'application ¢ felle que p(P)=(1—X?*)P”"—XP’.
On note #=(1,X,...,X") la base canonique de R, [X].

16. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

17. Ecrire la matrice M de ¢ dans la base 4.

18. (a) Montrer qu’il existe n+1 réels deux & deux distincts A tels que M —AI,,, n'est
pas inversible. On les notera A, pour k €0, n].

(b) Pour k €[0,n], montrer que M — A, I,,, est de rang Au moins n.
(c) Déterminer la dimension de I'image et du noyau de ¢ — A, id.
19. Pour k €[0, n], on note U, un élément non nul de Ker (¢ — A id).
(@) Montrer que si k€{1,...,n} et si (U,..., Ui_,) est libre alors (4, ..., U,) I'est aussi.
(b) En déduire que (U,...,U,) est libre.
20. (a) Pourtout x € R, montrer que sinx T,/(cos x) = nsin(nx).
(b) Pour tout u de [-1,1]. montrer que (1—u?)T/(u)+nuT,(u)—nT,,(u)=0.
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(c) Montrer que 1-X3)T/+nXT,—nT,_, =0.
(d) Montrer alors, par récurrence sur n, que ¢(T,)+ n*T, =0.
On pourra appliquer ¢ & la relation de récurrence définissant les T,,.
(e) Déterminer une base de Ker(p — A id) pour k €[0, n].
() Quelle est la matrice de ¢ dans la base (T, ..., T,,) ?

IV - Etude d’un produit scalaire sur R[X]

On associe & fout couple (P,Q) de polyndbmes de R[X] I'intégrale suivante

(PQ)= f P(cosx)Q(cos x)dx
0

On pose n entier naturel non nul.
21. Montrer que I'application (P, Q) — (P, Q) définit un produit scalaire sur R[X].
22. (a) Soient p,q €N fels que p # q. Calculer (T, T, ).
(b) Calculer (T, T) et (T, T,,)

(c) En déduire que, pour n > 1, T, est orthogonal & R,,_,[X], en ufilisant la question
3.

(d) En utilisant les questions précédentes, montrer que (T, X") = zﬂn

23. Déterminer une base orthonormale de R, [X] pour {-,-).

V - Méthode de quadrature de Gauss-Tchebychev

On désigne par n un entier naturel non nul et on pose x; = pa pour ke{l,...,n}.

Une méthode de quadrature est un procédé numérique pour approcher la valeur
d’une intégrale. On associe ici & foute fonction f : [0,7] — R, continue sur [0, 7], les réels

I(f):J flcosx)dx et S,,(f):%if(cosxk).
0 =1

On se propose de montrer d’abord la convergence de la méthode :
Sa(f) —=! (f)-

Puis que la méthode est d’ordre 2n, c’est-a-dire que la somme et I'intégrale ont exac-
tement la méme valeur pour chaque polyndéme de degré au plus 2n—1, mais qu’elles
different pour au moins un polynéme de degré 2n.

On admet la forme générale du théoréme sur les sommes de Riemann : Soit f une
fonction continue sur un segment[a, b] (a < b). Soit p un entier naturel non nul. On pose
pour k dans {0,....p — 1}, ap = a + k%. Alors, pour tous cy,...,c,_; tels que
Vke{0,...,p—1}, cre€lap, apal

b—a’s b
o2 f(e) HML flodr.

k=0
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24. Montrer que pour toute fonction f continue sur [0, ], Sn(f)m I(f).

25. On note, pour j€[0,n], c; :Zcos(jxk).
=1
(a) Calculer ¢, et c,.

(b) Calculer pourje[[l,n—l]],Z(eif%)k.
k=1
(c) En déduire que, pour je[l,n—1], ¢;=0.
26. (a) Pour p €[0,n—1], calculer I(T,) et S,(T,).
(b) En déduire que, pour tout P dans R,,_,[X], I(P)=S,(P).

27. Soit P un polyndme de R,,_,[X]. On note Q et R respectivement le quotient et le
reste de la division euclidienne de P par T,,.

(a) Montrer que Q eR,,_,[X].
(b) En déduire, en utilisant la partie IV que I(P)=I(R).
(c) En déduire que, pour P € R,,_,[X], I(P)=S,(P).

28. Calculer I(L,) et S,(1,,) et conclure.

FIN DE LENONCE
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