MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD * STRUCTURES ALGEBRIQUES

1. Structure de groupe

] Oral Mines Soit (G,*) un groupe tel que pour fout x € G, x2=e.

1. Montrer que (G, ) est abélien.
2. Soient H un sous-groupe strict de (G,x), a € G\ H. Montrer que HuUaH est un sous-groupe de (G, ).

3. Si G est fini, en créant par récurrence un suite de sous-groupe de G de cardinal une puissance de 2,
montrer que le cardinal de G est une puissance de 2.

4. On veut refrouver le résultat précédent par une technique pour le moins inattendue. On admet que
I’'ensemble des entiers modulo 2 : Z/2z = {0, 1} forme un corps pour les lois d’addition et de multiplication
modulo 2.

En interprétant G comme un Z/2z-espace vectoriel, montrer qu’il existe n € IN tel que (G, x) est isomorphe
Q ((%/2z)",+).
Retrouver en particulier le résultat de la question précédente.

Solution de 1 : Oral Mines

1. Tout x € G vérifie x 1 =x.
Onadlors xy=(xy)y'=y'x'=yx.

2. Tiens, une réunion de sous-groupe qui serait un sous-groupe ? Eh bien non. a H N’est pas un sous-groupe
en général.
En utilisant a? = e, on obtient facilement que HuaH est une partie non vide de G stable par la loi de
groupe et par I'inversion.

3. Soit G ={e} et c’est ferminé.

Soit G # {e} et Hy = {e} est un sous-groupe strict de cardinal 1. Par la question précédente, avec
a € G\{e}, H, = HyUayH,. on obtient un sous-groupe de cardinal 2.

En réitérant, on construit une suite de sous-groupes vérifiant H,,, = H, U a, H,, la réunion étant disjointe
car a, € G\ H, et |H,,,|=2|H,|=2""! (on voit facilement que |H,|=|a, H,| avec une bijection évidente).
Comme G est fini, le procédé s’arréte, c’est-a-dire qu’il existe n tel que G = H,, de cardinal 2”.

Autre argument possible, directement : il existe alors des éléments g,,...,g, de G tels que, en notant
(g1,...,8¢) le sous-groupe engendré par {g,..., g} (i.e. le plus petit sous-groupe contenant gi,...,g:). on
ait

Vkel2,m] g ¢(g-- ) 8k-1)
et G={(gy,...,g,) (sinon, on pourrait construire par récurrence une suite (g,,),»; d'éléments de G tels que

Vk>2 gk¢<g1v--"gk71>
ce qui contredirait la finitude de G). On vérifie alors que
(h,...,h,)— hy---h,

est un isomorphisme de (g;) x --- x (g,,) sur (G,*) ou (g) = {e, g} est le sous-groupe engendré par g. Ou
encore, fout élément de G s'écrit de maniére unique sous la forme

€1 €
& -8

ou les €, sont dans {0,1}.
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4, Le groupe (G, ) est abélien.
Pour0,1€Z/z et xeG,posons 0-x=e=x"et 1-x=x=x'
On vérifie que I'on définit alors un produit externe sur G munissant le groupe abélien (G, *) d’une struc-
ture de 7/2z-espace vectoriel. En effet, pour (x, y) € G? et (A, u) € (%/2z)*, on A
A+u)-x=A-x*xu-x A(x+y)=A-x*xA-y A(u-x)=(Au)-x I-x=x.
De plus, cet espace est de dimension finie car |G| est fini (sinon, on pourrait construire une famille libre
infinie), il est donc isomorphe & I'espace ((Z/2z)" ,+,-) pour un certain n e IN*,
En particulier, le groupe (G, x) est isomorphe & ((Z/2z)",+).
Dans la deuxieme méthode de la question précédente, (gi,...,&,) €st une base du z/2z-espace vec-
toriel G.

2 Oral Centrale Soit (G,x) un groupe. On suppose que le cardinal de G s'écrit pg, avec g premier et
p < q.Montrer que G contient au plus un sous-groupe de cardinal g.

Solution de 2 : Oral Centrale
Soit H un sous-groupe de cardinal g. Tout élément de H est d’ordre divisant g, donc d’ordre 1 ou g. Donc
tout élément de H quin’est pas d’ordre 1 (donc quin’est pas | élément neutre) est d’ordre g, donc engendre
H. Supposons qu’il y ait deux sous-groupes H et H’ d’ordre ¢q, distincts. Alors HNH’={e} (carsihe HNH’, s
h+#e,alors h engendre & la fois H et H’, qui sont alors égaux). Montrons que I'application

(h,h')— hxh'

est alors injective. En effet, si hy x h] = hyxh;, on a h,* « hy = hy x(h])™!, cet élément de G étant & la fois dans
H et H' est donc égal & e, d'ou h, = h, et h{ = hy. Il 'y aurait donc au moins g* éléments dans G, ce qui est
conftraire & I’hypothése.

3 1. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Z,+).
2. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Q*, x).
3. Déterminer tous les morphismes de groupes de (U,,,+) dans (C*, x).

Solution de 3:

1. L'image d’un morphisme est un sous-groupe de (Z,+) donc de la forme nZ. On a x € Q fel que f(x)=n.
Alors g =f(g) enZ donc n=0.
Réciproguement, I'application nulle est bien un morphisme.

2. Si f est un tel morphisme et r € Q*, pour tout k € IN*, f(x) = f(x/k)* € Q*. Alors toutes les valuations
p-adiques de f(x) (dans Z) sont divisibles par tout k € IN*, donc sont toutes nulles.
f est constamment égale & 1, ce qui donne bien un morphisme réciproquement.

3. Soit ¢ un tel morphisme. Si on connait ¢(w), ol w = e?*/", on connait ¢.
[Plus généralement, pour connaitre un morphisme d’un groupe cyclique (G,*) dans un groupe (H,-), il
suffit de connaitre I'image par ce morphisme d’un générateur de G. En effet, si g est un tel générateur,
on a pour fout neZ: ¢(g")=(¢(g))", ce qui donne I'image par ¢ de tous les &léments de G].
Soit zy = ¢(w). ON a, par propriété de morphism,

@ =¢")=¢(1)=1

Donc zJ' =1. Et donc z, € %,.

Réciproguement, soit z, un élément de U,,. On montre que I'application

v, — C

¢z0 : ezikn/n Z(;C

est bien définie (il s’agit pour cela de montrer que, si k ={[n]. z; = zg, ce qui se fait sans tfrop de mal).
C’est assez clairement un morphisme. Les ¢, z, € U,, sont les morphismes cherchés.
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4 Oral ENS Soit (G,*) un groupe, Aut(G) I'ensemble de ses automorphismes.

1. Montrer que (Aut(G),o) est un groupe.
2. Déterminer les groupes finis tels que Aut(G) soit réduit & un élément.

Solution de 4 : Oral ENS
La premiere question est simple, c’est une entrée en matiere dans laqguelle il faut montrer clarté et précision.
Soit G un groupe fini tel que Aut(G) soif réduit & un élément. Alors, pour tout g€ G,

¢y : h—ghg™

étant dans Aut(G), est égal a Id;. On en déduit que G est commutatif,

Mais alors x — x~! est aussi dans Aut(G), et donc est égal & Id;. On en déduit que (G, %) est un groupe fini
fel que pourtout ge G, g?=e.

Il existe alors des éléments g,,..., g, de G tels que, en notant (g,,..., g;) le sous-groupe engendré par {g,, ..., g}
(i.e. le plus petit sous-groupe contenant gi,...,g%). on ait

Vke[2,m] 8k (81 8k-1)
et G={(gi,...,gx) (SiNON, on pourrait construire par récurrence une suite (g,,),-1 d'éléments de G tels que
Vk>2 g #(g1-- 8k-1)
ce qui contredirait la finitude de G). On vérifie alors que
(hy,....,hp)— hy...hy,

est un isomorphisme de (g;) x--- x {g,,) sur (G,*) ou (g) ={e, g} est le sous-groupe engendré par g. Ou encore,
tout élément de G s’écrit de maniére unique sous la forme

g .8

ou les ¢, sont dans {0,1}. On a en fait revu G comme %/2z-espace vectoriel de dimension finie, comme dans
I'exercice 1, (g, ..., &n) €n est une base. L'application

€1 € €2 € €
8 - 8n 88 -8

définit alors un automorphisme de G autre que Id si m = 2. Les seuls groupes finis ayant un seul automorphisme
sont donc {e} et {e,g} avec g?=e.
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5 Oral X - Groupe dérivé Soit G un groupe. Pour (a, b) € G2, on note [a,b] = aba~'b~!. On note D le

sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme [a, b], ie le plus petit sous-groupe de G contenant
les éléments de la forme [a, b].

1. Montrer que Yge G, gDgg ' =Dg.
2. Montrerque YVgeG, gDg=D; g.
3. Onpose 2;={xD; ; x<G}.
(a) Montrer que £ est une partition de G.

(b) Montrer que la fonction (xDg, yDg) — (xy)Dg est convenablement définie et munit 2, d'une
structure de groupe, puis montrer que x — xDg est un morphisme de G dans 2.

(c) Montrer que 2 est abélien.

Solution de 5 : Oral X - Groupe dérivé

1. Soit (a,b) e G2. Alors
gla,blg™' =gaba'b'g ' =gag~'gbg'ga g 'gb g =[gag ', gbg ']

L'application h— ghg™' est un automorphisme du groupe G ; elle transforme les sous-groupes de G
en sous-groupes de G. Elle laisse invariant A={[a, b]; (a, b) € G?}. Elle transforme donc les sous-groupes
contenant A en les sous-groupes contenant A. Ef comme elle préserve I'inclusion, elle transforme le
plus petit d’entre eux, D¢, en lui-méme. On a donc gD;g ™! = Dg.

2. Facile conséquence de ce qu’on a fait précédemment,
3. (@) Supposons xD;NyD; #@; il existe alors hy, h, dans Dg; tels que

xhy=yhy
Mais alors, si h € Dg,
xh=yhh'heyDg;
N———
€Dg

d’ou xDg C yDg et, symétriquement, yD; c xDg. donc xDg et y D sont, sils ne sont pas la méme
partie de G, deux parties disjointes de G.

(b) Pourla définition convenabile, ils’agit de s’assurer que si x Dg = x'Dg et yDg = y’Dg alors x y Dg = x’y’Dg .
Ou encore, de maniére équivalente, on doit montrer que si x~'x’ et y~'y’ sont dans D, alors
(xy)'x’'y’ € Dg. Mais...

—1 ./ /7 __ -1 _.-1_7 /7 __ -1,/ -1 -1 7/ /
(xy)" Xy =y x Xy =y"y yo|lx x|y
EDG EDG

et il suffit d"appliquer 1. pour conclure.
Il est clair qu’on définit ainsi une loi interne sur 2.
Cette loi est associative, la vérification en est frés formelle : avec des notations évidentes,

xDg(yDg zDg)=xDg(yzDg)= x(yz)Dg =(xy)zDg =(xy)Dg z2Dg =(xDg y Dg)zDg

L'élément D; = eD; de 2, est neutre. Et I'élément x™1D; est symétrique de I'élément xD;. La
propriété de morphisme demandée est alors trés simple & écrire, elle découle de la définition.

(c) Il s’agit de montrer que, pour tous x, y dans G,

(xy)Dg =(y x)Dg

ou encore que (xy)'yx € D; ce qui est bien simple vu la définition de Dg.
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6 Oral X-ENS - Théoréeme de Sylow Soit p un nombre premier et k un entier naturel non nul. Soit G
un groupe de cardinal p*m avec p Jm. Il s’agit de montrer que G a un sous-groupe de cardinal p*.
1. Traiter le cas m =1 puis le cas ou G est cyclique.
On définit M ={Ac G, |A|=pF}.
2. Montrer que p ne divise pas le cardinal de M.
On définit une relation d’équivalence ~ sur M en posant pour A,, A, dans M

AINAZ (:)ElgEG, Alngz.

3. Montrer qu’il existe une classe d’équivalence de cardinal non divisible par p.
On prend A un représentant de cette classe, et on pose H = {g €G, gA= A}.

4. Montrer que H est un sous-groupe de G de cardinal p*.

Solution de 6 : Oral X-ENS - Théoréme de Sylow
FGN 1 1.24

1. Sim=1,|G|=p* et G lu-méme convient.

Si G est cyclique, engendré par x, considérons (x™). Son cardinal est I'ordre de x™. Or, comme G est
cycligue engendré par x, le plus petit n tel que (x™)" = e est n=p*. Donc (x™) est d’ordre pk.

2. Avec la formule de Legendre (voir exercice 14),

s 0= (7)) =1y ()= 1y (90— 1y (*m—1))
3 (e |

k
:Z(pk—fm_pk—l_pk—l(m_l))

Sans la formule de Legendre, en remarquant que vp(pkm—é) =v,(f) pourl e [1,p*—11,

pF-1

v, ((p;'cn)) =21 v, (P m—0)—v, (p*)) =k + ; v, (0=, ((p*)) =0,

En effet, comme p fm et 1 < < p*—1, donc la plus grande puissance de p qui divise p*m —¢ est la
méme que la plus grande puissance qui divise .

3. Comme la somme des cardinaux des classes est égale & |[M| qui n'est pas divisible par p, c’est aussi
le cas du cardinal d’au moins une classe.

4, On vérifie facilement que H est un sous-groupe de G.
Comme dans la démonstration du théoréme de Lagrange, en utilisant le relation d’équivalence sur A

a~b < a'beH,

on peut écrire A comme réunion disjointe de classes d’équivalences de la forme Ha donc foutes de
cardinal |H|, on obtient que |H| divise |A| = p* et donc |H|=p* avec (< k.

Enfin, on vérifie avec f: g € G — gA e cl(A) (classe de la relation d’équivalence de la question 3) que
pour fout g € G, f~}(gA)=gH, ce qui par lemme des bergers, nous dit que |G| = |H| x |cl(A)| et comme
p Mcl(A)l, |H| = p*.
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2. Anneaux et idéaux, corps

7 SoitD={x€Q, 3neZ, x-10"<Z}|'anneau des nombres décimaux. Montrer qu’il est principal.

Solution de 7 :
FGN 1212
C’est facilement un sous-anneau de (Q, +, x). Ses éléments s'écrivent de maniére unique 295/ p avec
p €Z premier avec 10 et o, € Z.
Comme dans Z, soit I un idéal non réduit & 0 de D et x =25/ p un élément non nul de 1.
Alors p =275 x eI car2757F e D. Ainsi |p| e N*n 1, partie non vide de N qui posséde un min noté a.
Onadéjaabcl.
Si, réciproquement, x =295 p e I, alors p € I et par division euclidienne, p=ag+r avec reInlN et r<a
donc r=0:p=aq et x=aq2°" . 1 cab.

8 Soit A un anneau et (a, b) € A%2. On suppose 1—ab inversible. Montrer que 1— ba |'est aussi.

Solution de 8 :
Si(ab)"=0,(1—ab)'=1+ab+---+(ab)*" .
Alors (ba)""'=b(ab)'a=0et(1—ba)'=1+ba+---+(ba)"=1+b(1—ab)'a.
On vérifie alors que 1+ b(1—ab)'a est bien 'inverse de 1—ba dans le cas général.

9 Idéaux principaux Soit A un anneau commutatif. Pour a et b dans A, montrer que si I'idéal (a)+ (b)

est principal, il en est de méme de (a)N(b).

Solution de 9 : Idéaux principaux
FGN 129
Ons’inspireducasde ZoUm=aVvb=da’b’oUd=aAb,a=da’ et b=db’.
On a(a)+(b)=(d) qui contient (a) et (b)doncona a’,b’e Atelsque a=da’ et b=db’.
Soit m=da’b’. On montrer que (a)N(b)=(m).
On a déja (m)c(a)n(b) car me(a) et me(b).
Réciproquement, si x € (a)N(b), on obtient x € (m) en utilisant une «relation de Bézout» d =au+bv : en
écrivant x=aa=p4b,

x=ada’ =alau+bv)a' =xua’+ mav=PFbua’+mav=m(Bu+av)e(m).

] 0 Anneau sans idéal non premier Soit A un anneau commutatif dont fout idéal I est premier

(xyel=xelouyel).
Montrer que A est un corps.

Solution de 10 : Anneau sans idéal non premier
FGN 12.21
Si x € Anon nul, on montre que x est inversible.,
Comme (x2) est premier, x €(x?) donc on a a € A tel que x =ax?.
Or (0) est premier donc A est intégre, donc comme x #0, ax =1.

] ] ldéaux maximaux Soit A un anneau commutatif et T un idéal strict de A.

1. Montrer que T est maximal pour lI'inclusion parmi les idéaux stricts de A si et seulement si pour tout
acA\I,onal+aA=A.
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On dit gu’un idéal I est premier si A\ I est stable par produit.
2. Montrer que tout idéal maximal est premier.

Solution de 11 : Idéaux maximaux
FGN 2.10

3. Arithmétique entiére

] 2 Montrer que si n, k €N, (n!)* divise (nk).

Solution de 12 :
FGN 1 3.1

(nk)! k (in
(n)x zl_ll(n)em

1

] 3 Valuations sur () On appelle valuation sur un anneau A toute application » de A dans RuU {+oo}

telle que pour tout (x, y) € A2,
() xy)=rx)+ny).
(i) v(x+ y)=min(v(x), »(y));
(i) Y(x)=+00 < x=0.
1. Donner des exemples de valuations sur Z, sur Q.
2. Déterminer toutes les valuations sur Q.

Solution de 13 : Valuations sur Q
FGN 12.27

1. On peut citer les valuations p-adiques sur Z qui s'étendent & Q (on fait la différence des valuations p-
adiques du numérateur et du dénominateur et on vérifie que le résultat ne dépend pas du représentant
choisi du rationnel).

Plus généralement, foutes les A», ol A > 0 et p premier conviennent et on va montrer que ce sont les
seules valuations non triviales (ie nulle sur @*).
2. Soit v valuation non triviale.
On vérifie alors que (1) =0 puis ¥(—1) =0 puis pour tout x € Q*, v(—x)= ¥(x) ie v est paire.
Puis, par récurrence pour fout n €N, ¥(n)>0.
Enfin, pour tout x € Q et n €N, v(x")=nv(x).
Puis E ={n € IN*, ¥(n)> 0} est non vide car v non trivial, son plus petit élément p est premier carsi p=ab
avec 1<a,b <p, v(p)=v(a)+ v(b)=0+0=0 ce qui est absurde.
Si g est premier distinct de p, par une relation de Bézout, on montre que 0 = (1) = (p u+q v) = min(¥(p), ¥(q))
donc v(g)=0.
On conclut par décomposition primaire que v=Av, ou A= »(p)>0.

] 4 Formule de Legendre - Trés classique - Oraux divers

1. Exprimer v,(n!) pour p premier et n € IN* sous forme de somme.

2. Combien y a-t-il de zéros & la fin de 2025!?

n—s
-1

3. Onécritnenbase p: n=ay+a,p+---+a,p” et on pose s =a,+---+a,. Montrer que v,(n!)=
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4. Soit D: xeR*—|x|—|x/2]—|x/3]—|x/5]+|x/30]. Montrer que D(x)> 0 pour tout x e R* et en déduire que
(30n)!n!
(15n)(10n)(6n)!

pour tout n €N,

Solution de 14 : Formule de Legendre - Trés classique - Oraux divers
Les multiples de g s'écrivent k = gf avec ¢ € Z uniquement déterminé par k et g, et adlors 1< k=gf < n si et
seulement si % <e< g si et seulement si1<£< [gJ avec ( €Z.

Le nombre de multiples de g entre 1 et n est donc [gJ

Ainsi, la valuation p-adique de n! avec p premier s'obtient en gjoutant les valuations p-adiques des
entiers entre 1 et m, d’aprés la question précédente .

« les [%J multiples de p fournissent chacun (au moins) un facteur p,
« les [%J multiples de p? fournissent chacun (au moins) un facteur p supplémentaire,

« les [%J multiples de p?® fournissent chacun (au moins) un facteur p supplémentaire,
« et qinsi de suite.

Le décompte s’arréte car la suite entiére ([%J),EN finit par s’annuler et on obtient la formule de Legendre
ieIN+
(avec un nombre fini de fermes non nuls) :

+00

vAn!)zZ{%J.

i=1

Autre rédaction possible : on peut dénombrer les entiers entre 1 et n ayant une valuation g-adique
exactement égale & i € IN : il s’agit des multiples de g’ qui ne sont pas multiples de gi*! et qui sont au

nombre de [%J—[q?ﬂ J d’ou la formule (les sommmes étant toujours faussement infinies)

+00

-S| 3 H DSk -8z

i=0 i=1 i=1 i=1

] 5 Encadrement de Tchebychev
On note 2, I'ensemble des nombres premiers au plus égaux A r et n(n) son cardinal.
Le tfres difficile théoréme des nombres premiers, démontré par Hadamard et De la vallée-Poussin dit que
n(n)~ L.
On se contente ici d'un encadrement, dd & Tchebychev.
In(2n)
Inp

2
1. Montfrer, en utilisant la formule de Legendre, que pour p premier et n € IN*, v, (( :)) <

En déduire que LI O(m(n)).
Inn

2. Montrer que tout p € 2,,\ 2, divise (2:) puis que n@r-nn)  22n,
En déduire que n(n)= O(L)

Inn

On a donc obfenu, avec les notation des informaticiens, que n(n)=0 (%)

Solution de 15 : Encadrement de Tchebychev
FGN 13.50 et 51
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n
P . 1
] 6 Théoreme de Kurschale Pour quelles valeurs entiéres n > m a-t-on E H eN?

Solution de 16 : Théoreme de Kurschak
FGN 13.32
C’est vrai pour n=m =1 et seulement dans ce cas Id.
Si n>2, on regarde la valuation 2-adigue des entiers entre m et n.
On peut supposer m < n et poser a > 1 la plus grande valuation 2-adique d’entiers entre m et n.
On vérifie que a est atfteinte une et une seule fois, sinon, si m < k =22r +1) < k/ =2%2s+1) < n, alors
2%(2r +2) est aussi entre m et n et ca contredit la maximalité de a.

n
- . 1 A
Donc, sous forme irréductible, E =28 ou A et B sont impairs et la somme n’est pas entiere.,
1
k=

] 7 Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux

Pour n > 1, on note r, la probabilité que deux entiers choisis aléatoirement entre 1 et n soient premiers
entre eux.

D’autre part, on définit la fonction de Mdbius u: IN* — Z par u(1)=1, u(rn)=0 si n est divisible par le carré
d’un nombre premier, u(p, --- p,)=(—1)" siles p; sont des nombres premiers deux a deux distincts.

1 & 2
1. Montrer & I'aide de la formule du crible que r,, = —Zy(d)lﬁJ .
n2 o da

2. Calculer Z“(d)
d|n

6
3. Montrer que r, — =
—+00 7'[2

Solution de 17 : Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux
FGN 13.48

1. Si A, est I'ensemble des couples (a, b) tels que aAb =1 et U; 'ensemble des couples (a, b) tels que
pila et p;|b, alors A, est le complémentaire de la réunion des U; ou py, ... px sont les nombres premiers
inférieurs & n. En appliquant la formule du crible & cette réunion, on obtient la formule attendue.

2. Zu(d) =0,; comme vu dans le TD précédent.
d|n

1 n? 1 a N
3. Comme —l—J ~ —,on s’intéresse &
n2ld dz?

u(d)

all 2l a)-o ()=

en utilisant H, ~Inn.

6 d) S
Comme — estI'inverse de {(2), on calcule Z Zu( ZZ
p=ldlp
fois & la convergence de la série de Rlemonn) et ovec la question preceden’re, ce qui conclut.

u(d)

=1 par sommabilité (due deux
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