MPI
CORRIGE DU DEVOIR EN TEMPS LIMITE N° 2

Sommabilité (CCINP MP 2016, 2017)

1. Par sommmation d’une famille & termes réels positifs, symétrie, puis somme double produit, dans [0, +o00],

> St Bt 5 )k m ) () e )

(i,j)eN2 (i,j)eN2 (i,j)elN2 (i,j)e

Premiére méthode On peut ensuite utiliser le théoréme de Fubini positif en écrivant

i+j +00 1\" +00 n—1 +00 400 +00 l k+1 AN 4

— _ — — — 2 _ — —
> =ada(z) =3 (5) = 2 (5) =3 =13 (5) ==
(i,j)eIN2 n=0 n=0 k=0 k=0 n=k+1 2 k=0 2

;. ) i+j
d’ou on tire que ( +]) est sommable, de somme 8.
21 )i, jeme

Deuxieme méthode Nous allons reconnaiitre un produit de Cauchy en écrivant

n 1 k 1 n—k 1 n
23 G) =eelz)
~\2) \2 2
Donc, par absolue convergence des séries géométriques (A termes positifs) toutes deux égales a

>(3)

n=0 n=0
Finalement,
l+] +00 n +00 n +00 1 n
> =i nern(g) <o Seen(z) a3 (3] =»
(i,j)eN2 n=0 n=0

(it
Ainsi, (—]) est sommable, de somme 8.
27 )i, jenv

2. On a affaire & une somme double produit. Comme les termes sont positifs, quitte & travailler dans
[0,+00], on peut toujours écrire

1 +00 1 +00 1 2\2
S e e ls) o

1 1 4
Comme le résultat est fini, (—) est sommable et 3., ., =T
P24% Jip,qrea p2q® 36
.o P 1 1
3. Premiere méthode On remarque que pour fout (p,g) € A, > =>0.

p?+q? (p+q)

+00
Puis par une sommation par diagonale (sommation par paquets A= |_| D, ou
n=2

D,={(p,q)€A, p+q=n}={(p,n—p), 1<p<n-—1}

on peut écrire dans [0, +00]

)

>
(p.q)eA pr+q? (pz p+q)2

+00 n—1
1

n2
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n—1 1 . . - .
Car 7~ est un terme général positif de série divergente.

1
Donc ), t ( ) n’est pas sommable.
(p.g)eA

pZ + qZ
Deuxieme méthode Par le théoréme de Fubini dans le cas positif, dans [0,+00], on a

p.qIEA p2+q2 =too €

1 picchc

2 i g

(p.a)eA p=1g=1

et on montre la divergence de la série de terme général Z;j‘l’ par comparaison d une

p?+q?

. . . 1 . L
intégrale. Soit p € N*. La fonction f,: t — P est continue et décroissante sur R*.

On a donc pour fout g € N*, f,(q) > f:“ f»(£)dt donc en sommant et en passant & la limite, la série

1 . .
E etant bien convergente,
2 + qZ
q=>1

SRR | dar 1 (T S 1 R n 1\_ 7«
Z = —_=— = — | Arctan — = ——Arctan — |2 —
oritqs ), prPttrop ), p p 2 pJ) 4p

+00

1
Or » — diverge donc, par comparaison de termes positifs,

= p2 + qZ

) diverge et

(pz i 7 )(p en n’est pas sommable.
Autour de la transformation d’Abel (CNM TSI 2002, CCINP MP
2014)

l. Transformation d’Abel

1. (O) Soit k € IN*, bk:Bk_kal'

(b) Soit n e IN*. On calcule avec la question précédente,
n n n n
Zakbk =agb, +Zak(Bk — Bi1)=agby +Zak3k _ZakBk—l
k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1
:ZakBk —Z Qg1 Bi
k=0 k=0

n—1

n
donc debk = ﬂan +Z(dk _ak+l)Bk'
k=0 k=0

2. On suppose la suite (B,),en 0OrmMée, donc ((a,, — a,.1)B,l = O0(la, — a, 1))

La série Z'“ﬂ_“nﬂl étant convergente par hypothése, les théorémes de comparaison des séries
a termes positifs assurent la convergence de la série ZK“"_“"“)B"" c’est-a-dire I'absolue conver-
gence, et donc la convergence, de la série Z(a,, —d,41)B,. Comme, de plus, a,B, — 0 car a, — 0 et
(B,,) bornée, la relation démontrée en 1.b montre que | la série de terme général a, b, converge.
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3. Supposons la suite (a,),ny décroissante de limite nulle. Alors, par télescopage,

n n
Z|ak_ak+1| ZZ(ak_akﬂ): ay—Aapy1 — Ao,
n—+oQo
k=0 k=0

c'est-a-dire que la série D |a, —a,..| converge.
Les hypotheses de la question précédente sont donc vérifiees, donc

la série de terme général a, b, converge.

n
4. Supposons lasuite (a,),«n décroissante de limite nulle. Sil’on pose b,, =(—1)" pour tout n, alors B, :Z b.=0

k=0
ou 1 selon la parité de n, donc la suite (B,),«n €St bornée. D’'apres la question précédente, la série
> a,b, converge.
On a donc démontré le crifere spécial sur les séries alternées :

Si la suite (a,,) e €St décroissante de limite nulle, la série Z(—l)"an est convergente,
(Notez que (a,), ey décroissante de limite nulle implique a,, = 0 pour tout n!)

5. (a) On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison e'?. Notons
que, par hypothése, el? #1.

Par théordme ieika _ o 1—ein? _ o0 ein9/2 (—2i)sin(n 6 /2) donc ieike _ plln+10/2 sin(n6/2)
’ e 1—eif eif/2 (—2i)sin(8/2) — sin(6/2)

ein@

(b) = Lorsque a>1,lasérie de terme général est absolument convergente donc convergente.

na
« Lorsque a <0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc

la série est grossierement divergente.

« Soit a € 10,1]. On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la
question 3.

Notons tout de méme que le fait que la série commence d n=1 & la place de n=0n"a pas
d’incidence.

La suite (1/n) est décroissante et tend vers 0.
k=1
tielles de Zei”e est bornée. Donc | la série est (semi-)convergente.

D’aprés la question précédente, Yn € IN¥, donc la suite des sommes par-

 —
|sin(6/2)|

in0

. Bilan : Z

n=1

— converge si et seulement si a > 0.

Il. Application a I'étude d’une série tfrigonométrique

Zeikx = ei%ﬂxw

1. Si x estunréeln’appartenant pas & 2xn7, alors, d’apres la question 5.a, C,,(x)+iS, (x)

= sin(3)
d’ol en séparant partie réelle et imaginaire,
C.(x) = cos(% x)sin (% x) 3 3 [sin(55) +sin (2 x)] 1 N sin((n+3)x)
= sin(%) B sin(%) 2 2sin(§)
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et
sm( x)sm( x)

Sn(x)= z

sin(3)

1 , . . .
< m c’est-a-dire que la suite (S,(x)), _ est bornée.
Sin 7
Comme en |.5.b qu’on peut aussi utiliser directement en prenant la partie imaginaire avec a =1, en

2. On adonc, pour x € R\ 27Z fixé, |S,(x)]

1
appliquant alors le résultat de la question 1.3. avec a,, = — pour n =1 (la valeur de a, importe peu) et

b, =sinnx, on obtient que la série frigonométrique

sinnx . , .
Z converge lorsque x ¢ 2nZ. Et puisqu’elle converge aussi lorsque x € 2nZ
n

n=1

+00 .
(sinnx =0 pour fout n), on peut donc définir Yx eR, f(x)= Z smnnx .
n=1

N
3. Posons pour xeR et N>1, fy(x)= Zsmnx

n=1

Alors fy estimpaire donc, pour tout x e R, fy(—x)=—fy(x) ef par unicité de la limite, f(—x)=—f(x) donc
f estimpaire.

On montre de la méme fagon que, puisque les fy sont 2z-périodiques, | il en est de méme de f.

sin((n+3)1)

1.
2sin (%) e

4, Pour x €]0, [ on a, en utilisant un résultat de la question 1.1, et puisque la fonction ¢ —

sin T
—+ Lt dt— cosktdt
L 2s1n f J ) ZL

done Zsin(kx): n—x_lfﬂ sin(n+%)tdt

. t
— k 2 2 sin 5

continue sur 10, 7|

5. (a) Une intégration par parties (les fonctions considérées étant toutes de classe ! sur [x,n] pour
x €]0,[) donne

T

—1
@sm(m%)tdt:[m cos((n+1) 1)l

u(t) v/(t)

f h'(t)cos(n+3)rde

1 1
X 2 X 2

1
= il cos((n+3)x)h(x)+ !

T
f h'(t)cos(n+3)rde,
X

On en déduit, en remarquant que k' est continue sur le segment [x, 7] donc bornée par une
constante M sur ce segment,

|cos((n+%)x)||h(x)|+ f |h’(t)||cos(n+%)t| dt
<1 . <M <1

(IR(x)[+ | — x| M),

T
f h(t)sin(n+3)tde|<
X

2n+1

T
ce qui implique que f h(t)sin(n+3)tdt ——0.

P n—+o0
Remarque : nous venons de redémontrer, dans un cas particulier, le fameux lemme de Borel-
Lebesgue.
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(b) On déduit alors de la question précédente et de la question 1.4, pour tout x €]0, x[,

z": sinkx T—Xx
)
n—+00
e k — 2

donc, par unicité de la limite, f(x)= ? et cette égalité est encore vraie pour x = 7.
Si x appartient A Jr,27] on a x —2n €]—m,0[ et 2n— x €]0, [, donc, h étant 2n-périodique et impaire,

n—Q2r—x) n—x
2 2

fX)=f(x—2m)=—f2n—x)=—

)

T—X
2

AN
AN

lll. Une majoration uniforme des sommes partielles de la série précédente

donc pour tout x €]0,2x[,  f(x)=

(©)

6. (Q)
1 Sinpx . 1 Sp( p 1 & S (x) ¢ Sp—l(x)
p:zm-i—l 14 p:zm;i—l p%—l p%—l p
_ Z = Sp(x) _ Sn(X) " E Sp(x) _ E Sp(x) 4 Sm(x)
p=m+1 p=m p+l1 n p=m+1 14 p=m+1 p+l m+l

S osinpx S,(x) A (l_ 1 )_Sm(x)
donc > — = h + > S,(x) ST

p=m+1

(b) On remarque déjd que, pour x €]0,2x[ et pour fout n €N,

sin(2% x)sin (% x)
ey

On déduit alors de la relation précédente et de I'inégalité triangulaire :

1S, (x)| =

i sinpx S, (x Z 15,(0]| 2 - N S (X)
p=m+l p p=m+1 p+1 m+1
>0
1 1 & (1 1 ) 1
< —+ e
sin(%) poam\p p+1) m+l1

1 1 1 1 1 2
S Y S PO R
sin($)\n \m+1 n) m+1) (m+1)sin()
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En faisant tendre n vers +oco, puisque la série converge (cf. 11.2), on obtient :

i" sinppx <

p=m+1

2
(m+1)sin(§)'

7. (Q) Par définition de k = EJ on a kx <7 donc pour tout p €[1, k], sin(px) > 0.
D’autre part, on sait que pour fout X >0 on a sin X < X donc pour tout p €1, k], sin(px) < px.

k .
. . SInpx
Ainsi, 0<Z P <7
p=1 p

s . : T, . . 2 ‘s .
(b) Inégalité classique : comme sin est concave sur [0, 5] (sin” =—sin<0) et y = —x est I'équation de
T

, ) , ) T . 2 T
la corde reliant les points d’abscisse 0 et 5 sinx > —x sur [0, 5]'
Tt

(c) D’aprés I'inégalité obtenue en lil.6.b et le résultat précédent (puisque ; € ]0, g]) ona:

Z":sinpx< 2 .2 om
b | kerusin(3) (k423 (k+D)

<2
X

— sinpx
<2
2

puisque par définition de la partie enfiére on a k< — <k +1. Donc <2.
X
p=k+1

8. En combinant les résultats des deux questions précédentes on a

< Zk: sinppx

S
p=1

n

sinpx
2

p=1

n

N Z sinppx

p=k

Vx €]0, ], <2+m,

n

sinpx
27

p=1

n

sinpx
2

p=1

puis, par r-périodicité de la fonction x — <2+

, VxeR,
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