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254, Soit n € N*. Pour A partic de [[1,71]]2, on note M(A) la matrice carrée de taille n 3
coefficients dans {0, 1} caractérisée par V(i, j), M{A)i; =1 <= (i,j) € A.On considere
I’ensemble P des parties de [1,n]? de cardinal n et une variable aléatoire X suivant la loi
uniforme sur P. Quelle est la probabilité que M (X)) soit inversible?  »°

255. Soit (X, )nen- des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {-1,1}L.

Xyt X

Pour nn € N*, soit M, = T L. Déterminer B (MF) pour k € N. Ind. Distinguer

selon la parité de &.

256. * Soient, pour A > 0, Ay, By, C, Dy quatre variables aléatoires indépendantes suivant
la loi de Poisson de paramétre A
@) Calculer lir}rl P (A, X? + ByX + Cy n’a que des racines réelles).

—too

b) Méme question pour Ay X3 + By X? + ChX + Dh.

287, Soit n € N*. On munit Pensemble S,, des permutations de {1,2,...,n} de la probabi-
lit¢ uniforme. Soit & &€ {1,...,n}. Pour ¢ € Sy, on note

Pu(o) = {(i1,....ix) € {1,...,n}F , i <dg <o <dpetolin) <ofig) <--- < olix)}
I’ensemble des sous-suites croissantes de longueur & de la permutation .

Déterminer |’espérance de Card(Py).

258. Soient A € [0, 1], (Xk.n)125<~ des variables aléatoires mutuellement indépendantes, ot
nzl

X stitla loi B(A/n). Onpose Xp = X1+ + Xnn.
Soit t € . Déterminer Lnr}rl E{exp(tX5)).
n o0

259, On dit qu’une variable aléatoire X 2 valeurs réelles est infiniment divisible si, pour tout
n € N*, il existe des variables aléatoires X n, . . ., Xn,n indépendantes et de méme loi telles
que X ~Xin++Xnn

a) Donner des exemples de variables aléatoires indéfiniment divisibles.

b) Soit X une variable aléatoire infiniment divisible non nulle telle que E(X) = Oet
E{X?) < --0o. Montrer que, pour tout A > 0, P(X > A)>0.

260, Pour z € R, on pose y(z) = %e“"’z/ 2 Soit (X, )nen- des variables aléatoires indé-

Xyt Xn

pendantes qui suivent la loi uniforme sur {1, 1}, Pourn € N*, on pose M, = N
i

“+oo

Montrer que pour tout polyndme P € R(X], ona TJ_I._I’EO E(P(M,)) = f y(z)P(z)dz.

—0oQ

261, On note (X)) le nombre de diviseurs premiers de X, ob X suit la loi uniforme sur

[1,n]. :
a) Calculer ngl}_loo E(D(X)).

b) Onadmet que Z Ly In(In n). Montrer EﬁlmP (
n

p premier, p€n

200>
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262. Soient C' € GL4(IR) et N € M (R) nilpotente. Soit p €]0, 1[. On définit (B, }pcp par
By = In et Buy1 = ApBp, o P(A, = C) = pet P(A, = N) = 1 — p,
Déterminer El_;l_l P(B, # O).

263. On munit R? de sa structure euclidienne canonique.
Soient @ € |—m, w] et p € |0, 1]. On note R(A) = (COS(Q) —sin(ﬂ)) = (1 0

} ] j0,11 e 1i(0) sin(d)  cos(6) et M = 0 0/
Soit (un) une suite de vecteurs aléatoires de R? avec ug = (1,0)7 et telle que, pour tout
neNPun=Ru) = pet P(upy; = Muy) = 1 — p. Déterminer la limite de

r
(E([|tn ) pour & = = buis pour f quelconque.

) o sinf  cosd
Les variables aléatoires (Ap)ncn» sont indépendantes et vérifient P(A4, = R) = pet

1 .
PA, = @) =1-p Onnote Uy = (O) puis, pour chaque n € N*, U,, = A, U,_1.
Onnote ¢y < ta < 3 < ... les instants n successifs ot A,, = Q.
a) Trouver la lo: de [|Uy, || ol || || désigne la norme euclidienne canonique.
b) Pour N c N*, donner une approximation du nombre d’indices ¢ tels que ¢; < IV,
Dans toute la suite, on suppose que 8 = 2_375
¢) Calculer E(In || Uy, |).
d) Déterminer la loi de {|Uy, |-

e) Déterminer la loi de [|Us, || pour & € N*,
£ Déterminer E(In (|U,, |1} pour & € N*,

264. Soit § € [0;27]. Soit p € ]0;1[. On pose R = (Cosg —Sing) Q= (1 0)_
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Algébre

265. ** Pour toute partie finie non vide X de B dont on note 1 < x4y < ---
n—1 n—1

éléments, on pose : a™(X) = H (g1 —z+ 1) eta (X) = H(miﬂ —x;—1). L'objectif
i=1 i=1

est d’établir que : Z a™(B) = a*(4) pour n’importe quelle partie finic non vide A de R.

BCA
B9

On se donne dong A = {a1...,a,} une partie finie non vide de R, avec a3 < --- < ay,.
@) On suppose le résultat acquis. Trouver une expression de : a(d) = Z a” (B).

BCA
a, el

< Iy les

b) Ftablir te résultat cherché.

¢) On suppose A = [1,n]. Calculer : Z

BcaA
B0
BN{B+1)=9

a”(B).
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266. a) Soit 2 un cntier supérieur 2 1 et premier avec 10. Montrer que n posséde un multiple
dont I’écriture en base 10 n'a que des 9.

b) Onremarque que = =0,142857 142857,..142857... avec 142+ 857 =999 .

5 . ' N 285 + 714 = 999
B 076923 076923 ...076923. ..

Expliquer.

267. Pour r un rationnel non nul s*écrivant r = Qka/b avee k € Z et a, b deux entiers impairs,
on définit la valuation dyadique de r par v2(r) = k.

On admet que : Vo,y € Q% va(aly) = vola) + va(y) etsiz +y # 0, vz +y) 2
min{ve(z), v2(y)), avec égalité si vo(z) 5-4 vg(J)

On note enfin, pour tout n € N*, A,
p kzl e
a) Montrer que pour toutn > 1, H,, ¢ Z.

&) Montrer que pour tous m, n € N* tels que m € n — 2, on a vo{ H,
¢) Montrer les propriétés admises plus haut,
d) Laquestion b) peut-elle s’adapter & la valuation 3-adique?

- H,) <.

268. * Quels sont les m: de N* tels qu’il existe m éléments consécutifs de N* divisibles par
des cubes d’éléments de N* \ {1} ?

N
269. Montrer que tout n € Z s'écrit sous la forme Zek( N* avee N >

k=0
{0,1}.

270. Soit n € N*. On note JF I’ensemble des entiers naturels qui ne sont pas divisibles par le
carré d’un entier supérieur ou égal & 2, et q(n) = |Fn[1,n]l

On note £(n, k) = RT™* N {Z\/_ Z\/_ (@1 @k b1,y by) € [[O,H]]%} el

Aln, k) =min&{n, k).
a) On admet que (v/n),er est libre dans le Q-espace vectoriel R.

0 et les &5 dans

Montrer que A(n, k) < k(yn—1)
gn)+k—1
& —~ 1

b) On démontre dans cette question le résultat admis dans la précédente.

i) Soit K un sous-corps de IR, et & un élément de KNR™*. Montrer que K[v/z] = K+ Kvz
est un sous-corps de B, et que si /= ¢ I alors il existe un unique automorphisme o de
'anneau K{/z] différént de I"identité et fixant tous les éléments de K.

Dans la suite, on fixe un entier n > 1 on suppose acquise, pour tout ensemble fini A constitué
de n nombres premiers, la liberté de la famille des +/m, ol m parcourt I'ensemble des ¢1¢-
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ments de JF ayant tous leurs diviseurs premiers dans A, Soit A un ensemble formé de n + 1
nombres premiers py, ..., Prai.
ii) Onconstruit par récurrence une suite (Ko, ..., K, ) decorps : Ko = Qet K; = K;_1[\/p;]
pour tout ¢ € [1,n]. Montrer que IK,, est de dimension 2" comme Kg-espace vectoriel,
et en préciser une base. Montrer qu’il existe un automorphisme o du corps K,, qui fixe
NI V/Pn—1 etenvoie \/p, sur —y/p,,. Dans la suite, on raisonne par I’absurde en sup-
posant que /P11 € K,.
iii) Montrer que \/pry1 = a + 8y/pn pouruna € K,_; etun 3 € K, _1, puis montrer
qu'en fait /Paa1 = By/Pu.

"

iv) Montrer que /Pny1 = A H VP pour un A € @, et conclure & une contradiction.
k=1
v) Conclure.

271. Soit p un nombre premier congru & 3 modulo 4. On note L 1’ensemble des carrés de F..
-1

a) Montrer que |L| = p_g )

b) Montrerquesiz € L, alors —x ¢ L.

¢) Onfixez € Fyetl'onpose A= {(£1,62) € L?; 2 = £ — £3}. Calculer card A.

272, * Soit p un nombre premier impair,
a) Dénombrer les (z,y) € (]Fp)2 tels que 2% + 3 = 1.
b) Soit z € Fy, \ {0}. Dénombrer { (x,y) € Fa, 2° + y* = z}.

273, Soit p un nombre premier impair. On pose ¢ = 2p - 1 et l’on/suppose g premier, On
considere I'équation : (E) : zF +y® + 2? = 0 d’inconnue (z,y, 2) € Z°. Soit (z,y, 2) € Z°
une solution de {£) telle que p ne divise aucun des entiers z, y et z et telle que =z, y, 2 soient
premiers entre eux deux & deux.

a) Montrer que ¢ divise x, y ou .

b) Montrer qu'il existe (e, b,c) € Z2telque:y+ s =aP, x+y = b*, x + 2 = .

Ind, Factoriser 47 4 zP.

¢) Conclure & une contradiction.

274, * So:ent p un nombre premier congru 2 1 modulo 4 ¢t § 'ensemble § = {z,9,2) €
N p=a? 4 dy2}. Pour (z,y, z) € S on pose :

-siz <y—z fle,y2) = (z+2z,2,~x +y—2);

Siy—z<z <, flzy, ) = Qy-—z,yz—~y+2);

“SiT > 2, f(z,y.2) = (- 29,2~y + 2,y).

Montrer que f définit une involution de S. En déduire que p s’écrit u? +v? avec (u, v) € N2,

275. Soit d € Z\ {0}. On considre I'équation () : #2 — dy? = 1 d’inconnue (z,y) € Z*
a) Traiterlescasd < Oetd = k? avec k € N,

b) Dans lasuite, on suppose d > Oet vid & N, Soit (2o, o) € N2\ {(£1,0)} solution de ().
On pose z = 25 + V/d . Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique (2, ¥,) € N?
tel que 2"+ = 2, + Vdy,.
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¢) En déduire que, si 'ensemble des solutions de (%) est non trivial, i.e. n’est pas réduit 4
{(£1,0}}, il en existe une infinité.

. A 1
d) Soit z € R. Montrer que, pour tout nn € N, il existe {p, ¢} € Z2 tel que lp—gz| < o
b i

T o ! 1
¢) Montrer qu’il existe une infinité de couples (p,¢) € Z x N* tels que [p - gz| < .

F Montrer qu’il existe K € R pour lequel il existe une infinité de couples d’entiers (p, ¢}
tels que |p® — dg?| < K.
g) Conclure que (x) posséde des solutions non (riviales.

276. a} Soit F un corps fini. On admet que le groupe multiplicatif F* est cyclique.

Soientz 2 letwu € F. On note F* L’ensemble des morphismes de F* dans C* prolongés par

0en 0. Onnote N(X™ = u} le nombre de zéros du polyndme X" — u dans IF. On note F* [5)]

I'ensemble des x € F* tels que x™ = 1. Montrer que V(X" =u) =1+ Z x().
XEF7 (), X1

b) Onsuppose F =Z/pZ avec p = 1 (mod 3) et p impair.

Montrer que N(X? +Y* = 1) =p+ Z J(x1,x2) =p— 2+ 2Ne J(w,w) si

. x1x2€F% 3\ {1}
we P\ {1}, 00 J(x1x2) = 3 xi(a)xa(b).
at+b=1
¢) On admet que |J(w,w)| = /p et pJ(w,w) = g2 ol g, = Zw(m)cg avec , = ¢
TelF
Montrer que N{(X? + V¥ =1)=p-—-2— a, avec af, + 27!1?] == 4p ol by, € Z.

2in
T

277, Pour p premier impair, on note x : F,, — {1, 1,0} la fonction définie par x(0) = 0,
x(x) = 1 pour tout élément z de I';; qui est un carré, et x(x) = —1 dans toute autre situation.

2ima . 2ink
Pourz € Fp,onnote e »  la quantité e“3" otk € Zestun représentant quelconque de z.
Pour t € N, on pose g,(t) = Z X(tg;)eafi,

x€F,
a) Soil p un nombre premier impair, et des entiers a et b tels que 0 < a < b < p. Montrer
b1 b—1
que gp(1) Z x(n) = Z x(x) Z ™" . On admnettra dans la suite que |g,(1}| = /p.
n=g z€F, t=a

b) Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que, quels que soient p premier impair, ct
a,bentiers tels que 0 < a < b < p, on ait card{k € [a,b — 1], & est un carré modulo p} =

b-a N
5 + tUpap OU [Up 08| < M /P lnp.

278. ** Soit G un groupe fini de cardinal 2n ol n est impair.

a) Monlirer que & posséde un élément d’ordre 2.

b) Montrer que ¢ posééde un sous-groupe d’ordre n.

Ind. Considérer I’application ® qui 3 g € & associe O(g) : G — G telle que, pour tout
z e, P(g)(z) = gz

¢) 'Trouver un contre-exemple si » est pair.
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279. Soit p un nombre premier, On dit qu’un groupe G est un p-groupe si, pour tout g € G,
'ordre de g est une puissance de p. 8i k € N*, on dit que G est k-divisible si, pour tout
g € G, ilexiste z € G tel que z* = g.

a) Montrer qu’un p-groupe non Irivial et p-divisible est infini.

b} Donner un exemple de tel groupe.

¢) Montrer que G est alors k-divisible pour tout k.

280. Soit G un groupe d’ordre n > 1. Pour gy, ..., gx € G, on note Elgr,...,gx) =
{gs, - gi. s seN, 1<4; <+ < i, <k} (avec la convention que 1'élément neutre est le
produit vide donc appartient & cet ensemble).
a) Soient g, ..., gx € Gtel que G = E(gy,..., g). Montrer que & 2 |log,(n)].
b) Soit A C . Montrer que Z AN Az| = |A)2 :

G

¢) Montrer qu'ilexiste gy, ..., g € Gtelsque G = E(gy, ..., gx) avec k < [logy (20 lnn}|.

281. On note S(C) le groupe des permutations de C. Soit G’ un sous-groupe cycligue de S (@
d’ordre 2", obi » > 2, contenant la conjugaison complexe.

a) Montrer que, pour tout z € C\ R, il existe 7 € G tel que 7(z) # :£2.

b} Soit H un sous-groupe de G d’ordre 21, Montrer que H contient au moins deux appli-
cations R-linéaires,

¢) Montrer que G contient exactement deux applications R-linéaires.

282. Soit A une C-algebre. On suppose que A est munie d’une norme N vérifiant ; Va, b €
A, N(ab) = N(a)N(b). ,

a) Soitx € A Enposant z = z - 1 4, on identifie C 3 une sous-algébre de .4, Montrer qu'il
existe zg € Clel queVz € C,N(z — z) < N(z — z). Onposea = = — zp.

b) On suppose que N(a) = 2. Montrer que Vn € N*, ¥z € U,, N(a — z) > 2. Montrer
ensuite que N(a — 1) = 2 puis N{a— 5) = 2.

¢) Montrer que A est isomorphe 2 C, i.e. dimA =1,

283. a) Soil f Iapplication qui & z € U\ {i} associe le point d’intersection de R et de la
droite passant par z et <. Montrer que f(2) € Q & 2 € Q(4).

b)2 Mo2ntrer qu’il existe une infinit¢ de triplets non proportionnels (a,b,¢) € 73 tels que
a4 b% =2

S a
284, * On appelle nombre de coefficients positifs du polynéme P = Z TS G- R[X | de
k=0

degré n > 1 le cardinal de I'ensemble {i € [0,7], a; > 0}

a) Soit P € R[X] de degré n > 2. Montrer que 2 a au moins trois coefficients positifs.

b) Montrer que, pour tout entier n > 2, il existe P € R[X] de degré n tel que P? ait
exactement trois coefficients positifs.

285. * Soienin c N, P ¢ Z[X] de degré majoré par n, A le pged de P(0), P(1),..., P(n).
Montrer que, pour tout & € Z, A divise P(k).
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286. Soit P = ZakX’“ € C[X] de degré n = 2 dont on note g, ..., 2,1 les racines, On
k=0

note ty, ..., t,—1 les racines complexes de P’ et I’on suppose que : ¥k € [0,n—1], 2| € 1.

a) Montrer que : Vk € [1,n — 1], |t| < L. a

P”(ZD)

P"(Z’g)

(i) en fonction de zg et des £,  (ii) en fonction de zp et des z;,.
1 1

¢) Soit z € T\ {-1} tel que {2| < 1. Montrer que MRe (m) = 3"

d) Onsuppose que zp = 1 et que 2p est racine simple. Montrer qu’il existe & € [1,n — 1]] tel

que |1 —#f < 1. ]

e) On suppose que [zp| = 1. Montrer qu'il existe 7 € [1,n — 1] tel que |29 — ¢;| < 1.

f) Soient @ € R[X] non constant et o € R*. On pose P = Q2 + o”. Montrer qu’il existe

une racine z de P et une racine £ de P’ telles que |z — ¢] < |2].

b) On suppose que zg est racine simple de P. Calculer de deux fagons :

n 1/2
287. %% Pour P = ag+ a1 X + -+ + an X" € C[X],onpose | P = { > Jayf?

i=0
a) Montrer que, pour tout P € C[X] et pourtout 2 € C, |[(X - 2)P| = {|(1 — zX)P|.
b) On suppose P unitaire et on note Mp le produit des modules des racines de I? de module
supérieur ou égal & 1. Montrer que Mp < | P}

—1 -1
¢) Montrer, pour 1 <k < n— 1, que |ai| € (n f )Mp + (: B 1).

288, a) Solent P =ap+ a1 X + -+ +a,X" € C[X] de degré n ¢ N*,
On pose r = min{lz| ; z € C, P(z} = 0} et on suppose 7 > 0. Si ax # 0, montrer que

k n Y lagl
g —.
(k) |(Lk|
b) Soit Ap = {P € C[X}; deg(P) =n, P(~1) = P(1) =0}
Montrer que sup {min{|z|; 2z € C, P'(2) =0} < +oc.
P

n

289. Soient w, g € C* tels que w? n’est pas une puissance entiere de g. On considére I'équa-
tion (*) 1 w f(2) g (¢2) = w™ ' f(gz) g(2) + P(z), 'inconnue (P, f, g) € C[X}3 avec g, P
unitaires.

a) Si(P,f,g) vérifie (x), trouver une relation entre les degrés de P, f et g.

b) On fixe P. Montrer I'existence de {f, g) tel que (P, f, g) vérifie (x).

¢) Onifixe (P, f). Y a-t-il unicité de g tel que {P, f, g) vérifie (x)?

290. Soit # € C un nombre algébrique, i.e. pour lequel il existe P € Q[X] \ {0} tel que
P =0,
a) Montrer que I’ensemble des polyndmes annulateurs de @ est I’ensemble des multiples d’un

ki
certain polynéme P € Q[X] unitaire, déterminé de maniére unique. On écrit P = Z apX®
k=0
avec ap = 1, et on suppose P i coefficients entiers, & irrationnel et ag = 0.

Epreuves orales: Ecole Polytechnique - MP - MPI 6l

b) Montrer que n 2 2, ap > 0, et @ est racine simple de P,

. P
¢) Onpose = X"P{1/X)et f 1z e —@ Montrer que si 8! est un pote de f alors

‘ Q(z)
ag = 1 et n est pair.
d) Montrer qu’il existe un réel » > 0 et une suite (b, )necw d’entiers telle que, pour tout

+oo
2 € Do(0,7), on ait f définie en z et f(z) = Y by2™
n=0

291. * Soit M € M,(R).

a) Si M estinversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum pour la
rendre non-inversible ?

b) Si M n’est pas inversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum
pour la rendre inversible ?

292. Soient V' un R-espace vectoriel de dimension finie, et a,b € L{V). Pour u,v € L{V),
on pose {u, v] = uv — vu. On suppose que a est nilpotent et que [a, [a, b]] = 0. Montrer que
[a, b] et ab sont nilpotents.

293. Soit p, . .., V;, des espaces vectoriels, (v, ..., v¥ ;) € L(Vo, Vi) x - x L(Vy_1, Vi)
et (vy,... v, ) € L(V1, Vg) x -+« x L(Vp, V_1). On suppose que v, oV = -, ov,”
pour tout ¢ € [1,n — 1], et que vf_; o v;; = 0. Montrer que 'endomorphisie v; o vy de
V est nilpotent. Déterminer I"indice de nilpotence maximal possible de v o vy .

294, Pour tout o € Sy, on note P, &€ M, (R) la matrice de permutation associée et, pour
tout k, (o) le nombre de cycles de longueur & dans la décomposition de o en produit de
cycles 4 supports disjoints.

a) Soit ¢ € S,,. Calculer, pour tout &, tr( P¥) en fonction des ne{a).

b) En déduire que deux permutations o, 7 € S,, sont conjuguées dans S, si et seulement si
les matrices P, et P sont semblables.

295, Soient V = C" et T = (C*)™. Pour tout v € V et toute partic H < V,.on note
H.oy= {(hlvl, e ,h.nvn), he H}

a) Soitv & V. Déterminer la nature topologique de 7'+ v. Préciser notamment son adhérence.
b) Quels sont les sous-espaces W < V tels que, pourtout v € T, W - v = W?

¢) Dénombrer les familles (W) icjo,n] de sous-espaces vectoriels satisfaisant la condition de -
la question précédente et les inclusions strictes WoC Wy € C W,

296. [MPI] Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle et ¢ un morphisme
de groupes de U dans GL(V') tel que {0} et V soient les seuls sous-espaces vectoriels de V
stables par tous les (g) pour g € U.

@) Montrer que dim V' = 1,

b) On suppose £ : 6 € R s (') dérivable en 0. Déterminer .

2_97. ** Soit M = (mi5)1<i.5<n € Mn(C). On dit que (V, A, B) est une réalisation de M
si:
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- V est un C-espace vectoriel de dimension d,

- A= {ay,...,an) est une famille libre de formes linéaires sur V,

- B = (b,...,by) est une famille libre de vecteurs de V,

- pour tous i, 7, a;(b;) = my ;. =

On dit que d est 1a dimension de la réalisation.

a) Montrer que si M est réalisée par un espace de dimension d, elle I’est aussi par un espace
de dimension d’ > d.

b) Trouver une réalisation de la matrice My = (_11 _11)

¢) Trouver ta dimension minimale d’une réalisation de A
298, [MPI] Soient A, B € M,(R) sommutant 2 AB — BA. Calcuter exp{A + B).

299, Soient A, B, M € My (R) telles que x4 = xg et AM = MB.
a) Montrer que, pour tous 7 ¢ Net X € M, (R),onatr({Ad— MX)") = te((B—- XM)").
b) En déduire que, pour tout X € M, (R), on adet(4 —~ MX) = det(B — X M).

300.* Lo matice [ 1 2024 R < o D T )
. amatrice { 7 peut-elle s’écrire Z m/l avec A € Mo(R)7
n=0 '

301. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient a,b € £{E). On suppose que :
ab—ba=fov avec feL(C,F)etve L(E,C).

a) Calculer det(ab — ba).

b} Montrer que a et b sont cotrigonalisables.

302. [MPI] Soit A un sous-espace vectoriel de M, (R) stable par crochet de Lie : pour
M,Ne A [M,N|=MN-NMcec A

a) On suppose que, pour tout M € A, N — [M, N] induit un endomorphisme diagonali-
sable de .A. Montrer que VM, N ¢ A, [M, N] = 0.

&) On suppose que dim.A < 3 et que, pour tout M € A, N — [M, N] induit un endomor-
phisme nilpotent de A. On pose Ag = Aet, pour j € N, 4,44 = {[M,N], (M,N) ¢ Aﬁ}.
Montrer que Az = {0}.

303, Soit £ un espace vectoriel de dimension n. Un drapeau de F est une famille de sous-
espaces (Fy)icponp telleque Fy C Ky G - ¢ Fy.

a) Soit (Fi)ie[o,n) un drapeau de . Déterminer dim F}, pour tout k € [0, n].

On considere dorénavant deux drapeaux (1%5)ieo,n et (G1)icqo,n)-

b} Soienti € [1,n], jo € [0,7] tels que F;_1 + Gy, = F; + G,,. Montrer que, pour tout
7 =5, Fioa +Gj =F+ Gj.

c) Soiti € [1,n]. Montrer qu’il existe j € [1,n] tel que Fy_1 + G, = F; + G;.

d) Montrer que I"application o qui & 7 associe min{j € [1,n], Fi_; + Gj=F;+Gj}est
une permutation de [1,7%].

¢) Montrer qu’il existe une base (e1,...,e,) de £ telle que Vi € [1,n], e; € Fin Goi).
) Soit A € GL,(K). Montrer qu'il existe une unique permutation T € S,, pour laquelle
il existe deux matrices I et V" triangulaires supérieures dans M, (K) vérifiant 4 = UP,V
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oit Pr = {d; r(5))1<i,5<n» €L montrer qu'on peut en outre imposer que 1 soit la seule valeur
propre de U,

304. On considere un groupe fini G' et un C-espace vectoriel V' de dimension finie. Soit p un
morphisme injectif de G dans GL(V).

a) Calculer tr{p(e)) oii e est le neutre de G,

b) Montrer que, pour tout g € G, p(g) est diagonalisable.

¢) Montrer que, si tr(p(g)) = tr{p(e)), alors p(g) = p(e).

d) Soit f: G — C.Pour m € N, on note a,, = Zf(g) (tr(p(g)))™. Démontrer qu'il

ge
existe m € N tel que a,,, # 0 lorsque f{e) +# 0.
+o0

¢) Montrer que  ; z E @y 2™ estune fonction rationnelle.
m=0

S Onprend G =Gz et p: &3 — GL(V).
Montrer qu'il existe une décomposition de V sous la forme EB E; telle que :

(i) Vi, Vg ¢ G, E; est stable par p(g), (i) Vi, dim £; € {1,2}.

305. * Soit d > 2. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Solent d;,d2 > 0

avec §; # 8. Soient zq,...,z, € R On suppose que Vi # i, {|lz; — z;]| € {61,482}
d+1)(d+5

Montrer que n < (——i—%

Ind. Montrer que les f; @ y = (Hy — @:l|* — 67) (lly — 2:]|®> — 63) sont linéairement indé-

pendantes.

306, * * Pourn € N*, soit H,, = {M € M,({~1,1}); MTM = nln}.

a) Déterminer H{, Hy et Hj,

b) Soitn > 4 tel que H,, # . Montrer que 4 divise n.

¢) Alaidede A € H,, construire une matrice B € Hy,.

d) Soit p un nombre premier tel que p = 3 [4]. Montrer que H,.1 n’est pas vide.

307. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit u € R unitaire.

Soient oy 1z z — 2{r, u)uet Qy = {z € R®; (2,u) 2 0et (z,0,(z)) < 0}.

a) Décrire et représenter §2,,.

b) Montrer que £, est auto-dual, ¢’est-a-dire que Q, = {y € R® ; Yz € Q,, (2,9} > 0}. .
¢) Onditque z € Q, estextrémal si: Vo, 20 € Q,, 2 = 21 + 2o = x, T, T colinéaires.
Quels sont les points extrémaux de £, 7

d) Si f € L{R®), on dit que f est extrémat si f(8) € Q, et, pour tous g, h € L(R?) tels
que f =g+ h, g(Q) C Qs A1) Q. 0na £, g, h colinéaires.

Déteriminer les endomorphismes extrémaux de rang 1.

308. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient (vy, ... ,v,) € R” \ {0} et
r =1g(vy,...,vs). Oncherche A quelle condition il existe une base orthonormée (fi,.. v fn)
de R™ et un projecteur orthogonal p tels que : Vi ¢ [1,n], p(f;) = v;.

a) Traiter le cas r = n.



64 Epreuves orales: Ecole Polytechnique — MP - MPI

B) On suppose dans cette question que n = 2 et v = 1. Donner une condition nécessaire et
suffisante dans ce cas.

309. [MPI] Combien y a-t-il de matrices orthogonales de taille n € N* & coefficients dans
Z7?

310. Un produit scalaire hermitien @ sur le C-espace vectoriel E est une application ¢ :
ExE — Ctelleque: Yy ¢ E, z — $(z,y) est lindaire ; V(z, y) € E?, Oy, x) = @(z,y);

Yz € E\ {0}, ®(x,z) > 0. On note alors |[z|| = 1/®(z,z) pourz € E.
@) On munit C* du produit scalaire hermitien tel que {(x1,22), (W1, 2)) = z1F7+ 2273, Soit

T I’endomorphisme de €2 dont ta matrice dans la base canonique est (D 1). Déterminer

0 0
{{Tz,z) ; € C%, |lz® =1} .
b) On munit I’espace £2(N, C) des suites complexes (Un )nzo de carré sommable du produit
+0o0
scalaire défini par : (u,v) = Z UnTn. Soit T P'endomorphisme de Z*(N, C) qui & (un)nzo
n=0
associe la suite (Un+1)nzo. Déterminer {{Tu,u) ; u € £2(N,C), |lu|? = 1}.

311, Soientn € N*,a; < --- € ayeth) € - < by, des nombres réels, A et B dans Sn(R)
n n

. n
telles que x4 = H(X —ag)etyp = H(X - b ). Montrer que tr(AB) Zakbk.
k=1 k=1 k=1

312. [MPI] On munit I'espace £ = R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit u un
endomorphisme autoadjoint de E. On note Ay € -+ < A, les valeurs propres de u. Soit
(€1, ..., €n) une base orthonormée de E telle que Vi € [1, 7], {u(e;), e;) = Ay

Montrer que {e1, ..., ,) est une base de vecteurs propres de .

Analyse

313. [MP1] Soit E un espace vectoriel normé. Que dire d’une partie A de E 2 la fois ouverte
et fermée ?

314. [MPI] Trouver une partie A de R telle que A, A4, Z et 4 sojent toutes distinctes.

315, {MPI] Soit IV une norme sur B? (ob d > 1).

a) Montrer que la boule unité fermée pour N est fermée, bornée, d’intérieur non vide,
convexe et symétrique par rapport 2 0.

b) Soit C' une partie non vide de E, fermée, bornée, d’intéricur non vide, convexe et sy-
métrique par rapport & 0. Montrer qu’il existe une norme sut R? dont € est 1a boule unité
fermée.

316, [MPI] Soit f: 10,1] —» R,
@) Montrer que si f est continue alors le graphe de f noté T’ 7 est fermé dans R2. La réci-
proque est-elle vraie 7
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b} Montrer que si I'y est compact alors f est continue.

317. Soient E I'ensemble des polyndmes A coefficients dans {—1,0,1} et A I’ensemble des
racines des polynémes non nuls de E.

a) Trouver des propriétés de base sur A (stabilité ou symélrie),

b) Montrer que, pour tout a € A, |a} < 2.

¢) Montrer que A = [—2,-1/2] U {0} U [1/2,2].

318. Soit E = C°([0, 1], R) muni de la norme infinie.
a) Soit by : £ — R définie par Ay {f) = Z f (g) q% Montrer que /; est bien
]

Begnio,
rhAg=1
définie et continue.

b) Soient g : R — R croissante et hy : £ — R définic par ha(f) = sup g(f(t)).
te(0,1]
Déterminer les points de continuité de ha.

319. Existe-1-il une fonction continue f : C — Ctelle que f o f = exp?

320. a) Soit A € M,(R), exprimer la norme subordonnée de A relative & la norme infinie,
puis 4 la norme 1.

b) Montrer que si [[A]jop,00 € et Allop,s < 1, alors |Aflopz < 1.

¢) Soit A € GL,(R), montrer que inf ggqr,, vy || B — Allop,2 = VAL ol Ag est la plus
petite valeur propre de AAY, .

2n
1
321, [MPI] ** Soit (u,,) une suite réelle majorée telle que Vn € N*, u,, = - Z Uk
k=n+1
Montrer que la suite (u,,) est constante,

. 1 1
322, ** On définit la suite (z,) par zg € C* e, pourn € N, 2,41 = 3 (zn + z_)
(2]
a) Lorsque 2o € R™, étudier ’existence de la suite (z,,) et sa convergence.
b) M&me question lorsque z € C*,
.
323.a) Sin e N*, montrer que I'équation Z:ck = 1 admet une unique solution ddns R*.

k=1
que 1'on note a,.

b) Montrer que (a,)n1 converge vers une limite £ 4 déterminer, Donner un équivalent de
an — &.

324. Soit (a,)nen une suite strictement décroissante A termes dans ]0,1]. Soient & > Q et
(un) définie par : ug € RT et VR € N, upq1 = tn (4% + ay,). Montrer qu'il existe un unique
up € R tel que la suite (u,,) converge vers un réel strictement positif. Déterminer alors cette
limite,
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325.a) Soienta,b € N* avec a A b = 1. Montrer Pexistence de V & N* tel que, pour tout
n 2 N, il existe (u,v) € N? vérifiant n = au + bu.

b) Soit (85 )nz1 Une suite strictement croissante d'éléments de N\ {O 1}. On suppose que
I’ensemble § = {s,, n € N*} est stable par produit. : ( )

Sntl _, | si et seulement s°il existe p, g € N* tels que ;

Sn ( )
326. * Soil f : R — R 1-périodique.
On définit: VS € RY, ¥n e N*, M, (f,8) =

¢

Montrer que ——

Zf Sk).

a) Montrer que la suite {M,(f,§)) converge pour toute suite S si et seulement si f est
constante.
&) On dit qu'une suite réelle (un) est équirépartie modulo 1 lorsque

Yfe C(R,R) I- pérlodlque, 1 Zf ———>f fx)dz.

Montrer que la suite (v/n) est éqmrepartle modulo 1.
327, Calculer 1a somme de la série de terme général p2o~(n+l),

328. Soit ¢ : N* = N* injective. Nature de > 5‘97%) ?

sin(my/n)

ne

329, Déterminer la nature de la série Z

330. [MPI] Soit (1) une suite réelle stricternent positive telle que la séric Z 1y, CONVErge.

Montrer que la série de terme général v, = diverge.

1
1+ n2u,
331, a) Soit (Uy)nzo € (RT)N. Pour n € N, on pose S, = ug +-

S ;
2. — g > 0. Déterminer la nature de (S,,). Donner un équivalent de — E k.
Nty 00 Un e

b) Soient (4n)nz0, (Vn)nzo € (RT*). Pour n € N, on pose S, = ug + -
Th=wv+t+--- S b € R™*, Donner

Ny n—>+o0

o Up. On suppose que

4 U, et

— geRM™et =

. ON SUPpOSE que
+Un ppose q N, n oo

LS

nnko

un équivalent de

332. Déterminer les fonctions dérivables f : R — R telles que

V(z,y) € R, f(2)f{y) = fl= +yf(2)).

333, Soit f: N* — R telle que f(mn) = f{m) -+ f(n) pour tous m,n = 1.
a) Onsuppose f croissante. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que : Yn € N¥, f(n} =clnn.
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b) On suppose que f{n + 1)
que: ¥ € N*, f(n) =clnn.

— f(n) — 0 quand n — +oo. Montrer qu’il existe ¢ € R tel

334, Seit E I'ensemble des f € C*°(R,R) telles que f = 0.
o0

Sife E, onpose A(f):z > flz+1)— f(z).

a) Montrer que A est un endoinorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?
b) Soient f € B,z € Retn € N*,

Montrer qu’il existe z, € |z, + nf tel que A™(f}{z) = £ (z,).

tnd. Brudiery - (o + ety oo VI WZE D) ey

k=0

335, Déterminer les f € C2(]0, 1], R) telles que Yz € [0, 1], f(z) = 2(f(x/2)+ f(1—-z/2)).

336. Soient N et d deux entiers supéricurs ou égaux a 1. On pose D = [N N]j et on note
(e1,. .- eq) la base canonique de R¥.

On note D = {Zmiei; (x1,...,z) € D, Ji € [1,d], |xi! —N} etIDD:D\BD.

Pouri € [l,d]etu: D — R, on pose Yr € IOD Asu(z) = 2u(z)

HAu

a) Construire une fonction u : D —> R* concave, i.e. vérifiant Vi & [1,d], Ajuz
]
que Vo € D, Mu(z) > Oetulsp = 0.

—u(zr + e;) —ule —e;).
On pose, pour ¢ € D Mulx

0, telle

Pour f : D — RV fixée, on note A "ensemble des b : D — R concaves, nulles sur 8D et
telles que Mh = f. Soitu: z s égg h(z).

b) Montrer que A est non vide.

¢) Montrer que w € Aetque My = f.

337. Si f est une fonction de [0, 1] dans R, on note V(f) la borne supérieure, dans [0, +oc],

n—1

de I'ensemble Z |flagr1 — flag)l; neN"0<ay<a; - <ap, €13, Onnote VB

k=0
I'ensemble des fonctions f de [0, 1] dans R telles que V{f) < +oo.
a) Montrer que V B est un sous-espace de I’espace vectoriel des fonctions f de [0, 1] dans R
contenant les fonctions monotones et les fonctions lipschitziennes.
b) Donner un exemple de fonction continue de 0, 1] dans R n’appartenant pas 2 VB,
¢) Montrer qu’une fonction f de [0, 1] dans R est dans V B si et seulement si elle est diffé-
rence de deux fonctlons croissantes de {0, 1] dans R,
d) Soit f &€ RI%!, Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
Vg e [0,1]%V(g) < +o0 = V(fog) < +oo;
(ii) f est hpschltzwnne

338. * * 4) Soit £ : R** — R une fonction convexe.



68 Epreuves orales: Ecole Polytechnique — MP - MPI

i) Montrer qu’il existe £ € R tel que *-—~ 'f( ) ——:—) £; déterminer les valeurs possibles de £,
z

it) Sif € R, montrer que f(z) — éx posséde une limite dans R quand x tend vers +o0 et
déterminer les limites possibles. .

b)i) Soient f, g convexes et continues sur [0, 1] vérifiant max(f, g) > 0.

Montrer qu’il existe o, 3 positifs et non tous nuls tels que aof + 8g = 0.

i) Soient f1,..., f, : [0,1] — R convexes el continues vcrlhant max(fi,....fn) =2 0
Montrer qu’il existe ay, . .., o, positifs et non tous nuls vérifiant Z e fro 2
k=1

339. Soient f € CT(R,R) et (a,b) € R? avee a < b, Montrer I'équivalence entre :
(1) f n’est pas polynomiale,

(i) Vect ({z > f(az + 8) ; (@, B) € R?}) est dense dans C°([a, b}, R).

340, Soieat F un ferméde R, O =R\ F.
a) Montrer que O est réunion dénombrable d’intervalles ouverls bornés.
b) Montrer qu’il existe une fonction f de classe C* de R dans R telte que F = f~1({0}).

341. On munit £ = €°([0, 1], R) de ta norme |} | so-
Pour f € E,soit T(f) : t € [0, 1] > sup(f) — f(2). Soit f € E.
[0.1]

a) Montrer que 7' f} est continue, que T(f) = 0 et que T(f)(0) = 0.

b) Montrer que la suite ([|T"(f)|]),,5q est décroissante.

¢} Si f est K-lipschitzienne, montrer que T'( f) est lipschitzienne.

d) Soit f € E lipschitzienne. Montrer que (1™ f) converge uniformément vers la fonction
nuile,

342. Soit f : {0,1] — [—a, b] continue, oit a et b sont dans R™, On suppose que/ f®)dt =0.

Montrer que/ F(£)3dt < ab.

1
343. Pourr € Retn € N, soit D, (r) = (1 — 2" cos(rz)da.
—1
a) Montrer que, pour tout n € N, il existe P, et @, des polyndmes & coefficients entiers de

degré au plus n tels que, pour tout r € R, D, (r) = r;z.“ (Pp(r) cos(r) + Q,(r) sin(r)).
b) En déduire que 7 est irrationnel.

344.* Soient f : R — R de classe C* & support compact et E' I'ensemble des fonctions ¢

+oc
de R dans R, de classe C! bornées par 1. Déterminer sup { f foipe E}

—00

83:
e”" + e2%| sin x|

+oo
345, Nature de f
0
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346. * Soit f : R — R intégrable et lipschitzienne. Peut-il exister un réel = non nul tel que
la série de terme général f(nx) diverge?

347, [MPI] a) Soit (f,,} une suite de C*([0, 1], R) convergeant uniformément vers une fonc-

tion £ sur {0, 1]. On suppose que, pour toute fonction g € C1{[0, 1}, R), / frg — 0 quand
n — +oo. Que dire de f7

b) Soit x € R. Caleuler Z
neMN*

cos(n)
n?

+oo
348, [MPI] Montrer que Z (1—-(1- e” ™)) ~ In{z) quand & — +oo.

=0

349. Soit ¢ € R*, Soit & € C*(R,R*). Soit m, M deux réels vérifiant : 0 < m < M el

1
m < |a| € M. On suppose également que m > 2 ou M < 3 Montrer qu'il existe une

Fgt)
alt)

350, [MPI] Soit Z anz" une série entidre dont le rayon de convergence appartient 4 |0, +oo|.

unique fonction ' : R — R* continue et bornée vérifiant : V¢ € R, F(t) =

2
Déterminer le rayon de convergence de E "

351, Soitz > 0.
on-+1
a) Montrer que : Vn € N, Z

—<eF< E

2n+1 L T 22h+1 2n 22641
: N, —1 ; ; -1
b) Montrer que : ¥n ¢ g: ) T < arctanx < kg 0( )k T
2n+1 kook
(—1) 2 / cos(z ( ke
; e < — dt <
¢) Montrer que Vn & N, kio (R < =/ E (

+00  n

r
Z o cos(nd).

n=1

352, Montrer que, pour tous r € ]0,1[et# € R, In |1 — et = —

353, Soit f : B > Rdeclasse C™ telleque Vn € N, Yz € R, f(2) = 0.
@) On suppose que f{0) = 0. Montrer que Vo < 0, f(z) =

b) On suppose que f(0) = 0. Montrer que Vz = 0,Vn & N* f( )< -
en déduire ?

¢) Démontrer que Vr & R, Z 1t k'(O) ¥ rH+oo} f(z).

Sie

f/(z). Que peut-on
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354, Soit (L )npo définicpar Lo = Ly = let,sin = 1, Ly = (n + 1)L, — (;) Ly_a,

avec L_y = 0. On pose f: :BHZ

a) Monlrer que ie rayon de convergence de f est strictement positif,

b) Montrer que ""T — 0.

¢) Déierminer f.  Ind. Trouver une équation différenticlle vérifiée par f.
d) En déduire un équivalent de %

355, ** Une série Z ar, est dité primitive lorsqu’elle est & termes entiers et il n’existe pas
nz0
d’entier d > 1 divisant tous les a,,.

a) Soit Z an et Z b, deux séries primitives. Montrer que leur produit de Cauchy est une

n20 nz0
série primitivc
b) Soit Fi(z Z cnz™, ol ¢, € Z pour tout n, telle qu'il existe P et @ dans C[X] avec
neN
PAQ =1etQ(0) =1, tels que, pour z voisin de 0, on ait F'(z) = % Montrer que
z
(P,Q) c Qlx]”
1 (2%
386. ** Soit n > 2. On pose g, = Z 7% ( fc) . Soit I, I"élément de R, [X] tel que
k=0
1 n
= Ko(x) +o(z™).

1 2 i 2
a) Montrer que %/o |Kn (e’e)| d#t = g,.

b} Soit Z ax 2" une série entidre de tayon de convergence supérieur ou égal 3 1, de somme

n
> a

k=0

f(z). On suppose que, pour |2 < 1, [f(z)| < 1. Montrer que £ gn.

+o0
357. [MPI] Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = n f sin(t") d¢.
0

T

358. {MPI] Soit r € ]0, 7[. Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = / -
sin

-7

1
359. Déterminer un equwalem enl”dex — f dt.
V(1 —82){1 - zt2)

gin{nt)
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it

dt.

e
360. [MPI] Calculer f(z) = fm I e
+oc 2
361. Soit¢t > 0. Pour p € R, on pose F,(p) = / e ¥ cos(pz?) dz,
+oo 2 0
Fy(p) = / e sin(pr?) daet Z = F. + iF,.

0
a) Montrer que Z est de classe C°° sur IR,

b) Déterminer une équation différentielle du premier ordre satisfaite par F'.
¢) En déduire F; et F,.

zf(x)
f(z)

admet une limite en 4+oc; la calculer,

362. Soit f: RT — R** de classe ! telle que

f{mx)
f(z)

— o€ Rquandz — +oo.

a) Soitm € R™*. Montrer que =

+oo
Soit [ : £ f e f(z)dz

0
b) Montrer que I est définie sur R,
¢) Montrer que T admet une limite finie en +oc.
d) Supposons a < —1. Déterminer la limite de J en 0.

363. [MPI} a) Soient I et J deux segments de B, et f : 7 x J — R continue. Montrer

I’existence et I’égalité des deux quantités / (f f(a:,y)dy) dx etf (f Sz, y)cl:c) dy.
Ny J NI

b) Pour o € [0,1{et f : R — R de classe C! telle que f2 et f'? sont intégrables sur R,

_ 2
on note || f||2 = f ( A %dy) dx. Montrer que || |, définit une norme sur

Iespace vectoriel {f € C'(R,R), (f, f) € L*(R,R)?}.

364, Soient n € N*, (a;,;)1<1,5<n des éléments de R, f1, ..., f, des fonctions dérivables
ki3

de R™ dans R tendant vers 0 en +oo telles que, pour tout i € [1,7n], f] = Z a;,; ;- Montrer
j=1
que la famille (f1,..., fr) est lide,

365. 4) Soit f ¢ C’l([O 7], R) telle que £(0) = f(m) = 0. Montrer /” 2 ﬁ/‘”’f ne
. 1, — 0. que f < (S

b) Soit f,q € C°([0, %], R) telle que Vz: € [0, 71], q(z) < ; Soient a,b € R, Montrer qu’il
existe une unique fonction y € C*([0, 7], R) telle que " + gy = £, y(0) = a, y(x) = b.

366. Pour f € C*°(R,R), onpose H(f) : z = 2 f(z) — f'(z), A_(F) : x> —f'{z} +
zf(x)et AL(f) a0 fl(z) +zf(z).

@) Déterminer A_oc A, et A o A_,

b) Montrer qu’il existe une unique ¢y € C*°(R, R) de carré intégrable, telle que H (¢g) = dy
et gp(0) = 1.
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On pose, pour n € N¥, ¢, = A™ ().
¢} Montrer que, pour tout n € N, H(¢,) = (2n + 1)¢,,.
d) Montrer que ¢, s’écrit sous la forme P, X ¢ avec P, pelynomiale.

367.a) Soit f une fonction croissante de [a, b] dans [a, b, Montrer que f posséde un point
fixe.

b) On s’intéresse & 1’équation différentielle (E') 2/ (t) = cos(z(t)) + cos(t). On admet que,
pour tout a € [0, 7], il existe une unique solution ¢, définie sur R telle que ¢ (0) = a, et de
plus que s'il existe ¢ tel que ¢, (t) = ¢;,(t) alors a = b.

Montrer qu’il existe une unique solution ¢, de (E) qui est 27-périodigue,

Ind. Montrer que toute solution ¢, est & vateurs dans [0, 7).

368. ** a) Soit z de classe C! au voisinage de --0o. On suppose qu’il existe 7 > 0et A > 0
tels qu’on ait 2’ () + Az(t — 7) < 0 et z(t) > 0 au voisinage de +co.

Démontrer que z(t — 7) < x(t) au voisinage de +oo.

(Ar)?
b) Soient z declasse C! sur B, metndans N, Af, ..., An, [ty ooy i des réels, 7¢, ..., T,
des réels strictement positifs, o1, ..., oy des réels positifs.

m m
On suppose que V¢ € R, 2/(t) + Z)\iw’(t - 7i) + z,u.@m(t —0;)=0.

Démontrer qu'il existe cot K réels tels que, pour ¢ au vmsmdgc de +oo, |7'(t)] € Ke.

369.a) Soient f,¢ : R -» R des fonctions continues ¢t X un réel strictement positif. On
! p

t) +Kf'f(u) du.
0

:
(t) +K/ X9 g4y du.

b} Soient A,B : RT™ — M,(R) des fonctions continues, et M, N : RT = M, (R)
de classe C'. On suppose que Vt € RY, M'(t) = A@®)M (), N'(t) = B{E)N(t) et que
M(0) = N{0) = I,.

On suppose de plus que [|A(t)!| < K et ||A(t) — B(t}|| € npourtoutt € [0,T], ot K,n,T
sont des réels strictement positifs, et || || une norme subordonnée sur M, (R).

Montrer que, pour tout ¢ € [0, T, | M(t) — N{)| < e¥* (e™ - 1).

suppose que, pour tout ¢t € R, f(#) < g(

Montrer que, pour tout ¢ € R*, f(t) < g

370. On munit R? de la norme euclidienne canonique. Soit P : R? — R une fonction poly-
nomiale A valeurs positives.
a) La fonction polynomiale P atteint-elle nécessairement un minimum ?

b) Onsuppose que P(z,y) " T +oc. La fonction polynomiale P atteint-elle néces-
)| 3 +oo

sairement un minimum ?
¢) On garde I'hypoth&se précédente. On note S{0, 1) le cercle unité.

Montrer que : V(z,y) € §(0,1),3C(z,y) € R U {—#—oo},t_lmloO I—D% = Cl(z,y).

d) Montrer que C' est & valeurs dans R™ ou qu’il n’existe qu'un nombre fini de couples
(z,u) tels que Oz, y) < +oo.
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371. [MPI] Soient u, 7 € CP(R, R). Déterminer les fonctions % : B2 — R de classe ¢
Pu u (5u)2 (0u)2 du

telles que —— 52 e~ \oz) " \Br cavecu(t = 0,-) = ug et E(tko,-) = uj.

Ind. On utilisera la fonction U = f o w avec f € C*™(R, R) convenable.

372, ** Soientn € N* etr € {0, n], P l'ensemble des projecteurs orthogonaux de R™ sur
un sous-espace de dimension 7 et p € P. Déterminer ['ensemble des vecteurs tangents 3 P

en p.

Géoméirie

373. Soit F un polyndme réel de degré 6. Une droite D est tangente & la courbe Cp en trois
points A, B, C d’abscisses a < b < ¢.

a) On suppose que AB = BC, Montrer que les aires délimitées par [BC) et Cp d’une part,
et par [AB] et Cp d’autre part, sont égales.

b) Onpose: g = et €} = — avec A; et A, les aires susmentionnées. Montrer que :
2 5« 7

< =q .
7’? SQ < 2(]

374. On se place dans le plan R?. Soient ey = (1,0), e1 = (0,1) e3 = (~1,0), e3 = {0,-1)
et,pourk = 4, e = €xmodd. S0it P € R[X]. Onéerit P = ¢g X" —e XL+ F{=1)"cy.
On pose M_;(P) = (0,0), et pour k € [0,n], My (P) = My_1(P) + cper. Pour k € N,
soit Dy la droite passant par M (FP) dirigée par e, Soit A € R. On pose A ()) la droite
passant par (0, 0) de pente A, Ap(A) la perpendiculaire & A¢()) et passant par (0, 0) et, pour
k22, Ap(A) = Dkmod 2y (A).
On pose pg = (0,0). Pour & € N*, i, est I'intersection de Dy, et de la parallele & Az (X)
passant par fig—1.
a) On suppose dans cette question que P = X3 — 2X% — 5X 6.

i) Déterminer les racines de P.

if) Pour chaque racine A de P, construire My et pg.

iff) Que peut-on conjecturer ? .
b) En notant §; la distance algébrique selon ey de M; & uy, montrer que M, = pu, si et
seulement si P(A) = 0.

Probabilités
375. Soient v4,...,v, des vecteurs unitaires d’un espace euclidien. Montrer qu'il existe

n
1 Zﬁivi < V.
i=1

376. [MP1] Soit E un ensemble fini, Dénombrer les triplets {A, B, ('} de parties de E telles
que AcC BcC. '

(€1, ,en) € {=1,1}" tel que

377. [MPI] Soit » ¢ N*, Combien y a-t-il de fagon d’apparier les entiers de 1 2 2r ?
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378. [MPI] Soit n € N*,

a) Dénombrer les décompositions n = ny + -+« + n, od r 22 1 est arbitraire, et 11, ...,y
sont des entiers naturels non nuls.
b) On fixe r € N*. Dénombrer les décompositions n = ny + -+ + n, olt iy, ..., 7, sont

des entiers naturels non nuls.

379, [MPI] &) Dénombrer les triplets { A, B, C) de parties deux & deux disjointes de [1, n].
b) Soit N & N*. Dénombrer les fonctions f : [0,2N] — [0,2N] telles que F(0) =
FN)=0etVk € [0,2N — 1], |f(k+1) — (k)] = 1.

380. [MPI] Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}.
n

On pose Sp, = ZXk. eton note N : w card{n ¢ N*, S {w) =0} e NU {+o0}.
k=1

a) Montrer que E(N) = +oo.

b) Exprimer P(N = 2) en fonction de P(N = 1).

¢) Montrer que P(V = +o0) = 1.

381. {MPI] Soit n € N*. Déterminer espérance et variance du nombre de points fixes d’une
permutation de [1, n].

382. On munit &, de 1a loi uniforme et on considére X, la variable aléatoire qui associe &
une permutation le nombre d’orbites de cette permutation.

a) Calculer P(X,, = 1) et P(X,, = n}.

b) Déterminer la fonction génératrice de X,.

¢) En déduire des équivalent de E(X,,) et V(X,,) quand n — 400,

d) Comment peut-on déterminer 1a loi de X, ?

383. aj Déterminer le nombre de lisies de k entiers non consécutifs dans ’intervalle d’entiers
[L,n].

b) On place aléatoirement des couples (A;, B;), ol i € {1,...,n}, autour d’une table ronde
a 2n places, de sorfe qu’aucun des A; ne soit assis & co6té d’un autre A;. On cherche ia
probabilité p,, que A; et B; ne soient pas & c6té. Montrer que, si la configuration des 4; est
fixée, la probabilité que A; et B; ne soient pas & c6té est inchangée. En déduire une expression
sommatoire de p,,.

1
384, Soit 5 un réel > 1. On munit N* de la probabilité P, définie par P,({n}} = )
pour tout n 2 1. On note par ailleurs 7 I’ensemble des nombres premiers. Pour tout p € P
on note X, la variable aléatoire définie sur N* telle que X, (n) = 1 si p divise n, et 0 sinon.
a) Monlrer que les variables aléatoires X, sont mutuellement indépendantes.

. 1
b} En déduire que ({s) = H ——,
peEP (1 —p7)
¢) Pourp € Petn € N* onnote uv,(n) la plus grande puissance de p qui divise n. Déter-
miner 1 loi de v, et étudier I'indépendance mutuelle des variables aléatoires v,
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385. [MPI] On joue 2 pile ou face avec probabilité p €]0, 1[ d’obtenir pite. On découpe 1a suc-
cession des lancers en séquences maximales de résultats identiques. Déterminer I’espérance
de la longueur de la deuxigme séquence.

386. [MPI] * Une grille {1,2,3} x {1,2,...,n} modélise un tuyau vertical. On dépose 2
I'instant t = 0 une goutte d’eau au point (2,n). A chaque instant, si elle se trouve au milieu

) . o, 1
(i.e. en un point (2, k)), la goutte descend d’un niveau avec probabilité 7 ouse déplace 2

R
droite (resp. gauche) avec probabilité Z; si elle se trouve sur un bord, elle descend avec

1 - 1
probabilité -- ou va au milieu avec probabilité =,

a) Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau & un instant ¢.
b) Calculer I'espérance du temps d’attente pour que Feau sorte du tuyau,

387.* a) Soientn € N*et X oY deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur les entiers pairs entre 2 et 2n, Déterminer P(|X - Y| < 1) et P(| X - Y| < 2).
b) Soient n € N* et Xy,..., X, des variables aléatoires 2 valeurs dans Z, indépendantes ct
idcnthuement distribuées. Pour . € N, on pose :

Sm®) = | {(G,4) € [1,nl%; [ X; — X;| < m}.

Montrcr que E(S (n)) =n+n{n—-1P(|X1 — Xo| < m).

¢) Soit () € ZN

Pourn e N*etm € N, on pose : sm{n) = [{(¢,7) € [1,n]?; |z: — 25 € m}.

Montrer que pour tout n &€ N*, s5(n} < 3s1(n).

d) En déduire que, si X, Y sont deux variables aléatoires A valeurs dans Z, indépendantes et
de méme loi, alors P(|X — Y| <2) <3P(|X — Y| < 1).

388. Soit, pour n € N*, X, une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [1,7]. On
pose: A, = (\/X » admet 1 pour ler chiffre aprés la virgule) et

B, = (v/X,, admet 1 pour ler chiffre) , C,, = (2% admet 1 pour ler chiffre) .

a) Etudier Iexistence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(A4:)).
b) Etudier Pexistence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(B,)).
¢) Btudier ’existence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(C)).

389. On dit qu’une variable aléatoire ¥ est k-divisible lorsqu’elle a la méme loi que la somme
de k variables indépendantes et identiquement distribuées.

@) On suppose que Y ~ B(n,p). Pour quels entiers k > 0 la variable Y est-elle k-divisible ?
b} Construire une variable aléatoire Y non constante infiniment divisible.

¢) Soit Y une variable aléatoire bornée infiniment divisible. Montrer que Y est constante
presque sOrement.

390, ** Sojent o > 0 et (Bi)ien- une suite de variables aléatoires indépendantes telle que
1
P(B;=1)=1-P(B; =0)—— Soit § = {n e N*, B, = 1}.

@) Donner une condition sur o pour que S soit infini presque srement, puis pour que 3 soit
fini presque siirement.
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b) Onsuppose a < 1. Onpose 3 > Oct N = max{n € N*, 51 [n,n+n’] =
des conditions sur g pour que P(N = +o0) = 1 et pour que P(N = toc) =0,
¢) Montrer que, presque sQirement, il existe un rationnel ~ tel que |42 J ¢ Spourtoutn € N.

@}. Donner

391 ** Soient N > 1, 41 une distribution de probabilité sur ﬂl,’N]} telle que p(1) > 0,
(Xn)nz1 unesuite iid. de variables aléatoires suivant la loi g. On pose Sy = 0 et, pour
ne NS, =X +---+Xn.SoitE: {Sm, m € N},

E:u%
+oo

Onpose I z v ZPRGE)Z et z#—)Z,u (k)z".
n=0 k=1

b) Onpose D = {z € C, |z| < 1}. Montrer que : ¥z € D, F(z) =

a) Pour n € N* montrer que P(n € E) = (n—ke k).

1
1-G(z)’

¢} Monlrer que 1 est un pdle simple de £ et tous les autres poles de F ont un module
strictement supérieur i 1.

d} Montrer que P(n € E) !

—>+OO E(Xl)

Ecole Polytechnique — PSI

Algébre
k—1

392, Soitn € N*. Onpose Py = let,pour 1 € k < n, P, = H(X — 7). Montrer qu’il
i=0

existe (S,...,8,) € Z" ™ tel que X" =

T
Z S},;Pk.
k=0

393. Soit £ un R espace vectoriel de dimension finie,
a) Quels sont les endomorphismes de £ qui commutent avec tous les projecteurs ?
b) Quels sont les €léments de GL(E) qui commutent avec tous les éléments de CL{E)?

394, Soient A,,..., 4,, des matrices distinctes de M,,(R), commutant entre elles et telles
que: Vi€ [1,m] , A? = I,,. Montrer que m < 2".

395, Soient A, B € M,(C). Montrer que A et B ont une valeur propre commune si et
seulement s’il existe C' € M,,{C) non nulle telle que AC = CB.

Analyse

396. Soit n € N*. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout (vy,...,v,) € (R*)?,
ki3

< CH ||v?HCx}
i=1

| det{vy, ..., v )|

A oA
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T4y

f)dt.

¥

397. Déterminer les f € C°(R, R) telles que : V(z, y) € R?, f(2)fly) = ]

398, Onnote S(R) = {p € C®(R,R) ; Yk € N, Vj e N, £ — 2% (2) est bornée}.

a) MontrerqueVk e N, Vi e N, z — a:kcp(j)(a:) est intégrable sur R,

b) Soit ¢ € S(R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur o pour que
posséde une primitive appartenant 4 S.

399, On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient I/ et W deux sous-espaces vec-
toricls de méme dimension m. On suppose qu’il existe un vecteur u € U tel que v € W+,
u # 0. Montrer qu'il existe v # 0 € W tel que v & U+,

w2
400, Soit f € C°([0,7/2],R). On pose, pour n € N*, I, = (n+1)/ x fla} cos(z)™ du.
0

Déterminer la limite de (1,,)n 0.

w/2
Ind. Utiliser J,, = (n + 1) f sin{a} cos(z) dz.
0

+o
401, Soient f € L'(R) et F:z € R v / £) e’ ®dt. Montrer que F est définie et

qu'elle tend vers O en +oo.  Ind. Traiter le cas ob f est C1, le cas ol f est nulle sur R privé
de [—a, a]. ‘

r

402, Soit (E) : ¢ + y = 0. Montrer que ( E) admet une solution non bornée,

14-t3

403. On considére I’équation différentielle (E) : " (t) + o(#)y(t) = 0, avec ¢ continue 27-
périodique et on note Sol I’ensemble des solutions de {E) de classe C* & valeurs complexes.
a) Montrer qu'il existe y; € Sol telle que y1(0) = 1, y1(0) = 0, et y2 € Sol telle que
y2{0) = ané(o) = 1.

Montrer que toute solution de {E) est combinaison linéaire de 3 et y».

b) Pour y € Sol, on note W(y) 1a fonction ¢ — (¢ + 27). Montrer que ¥(y) € Sol.
Déterminer la nature de 1'application ¥,

¢) Montrer que, si z € Sol avec z # O est telle que Vt € R, 2(t + 27) = Az(t) avec X € C,
alors A est racine du polynome X2 — (y; (27) + y5(27)) X — ¢, (2m)y2 (27) + 1 (27 )/} (20).
Etudier la réciproque. ‘
d) Montrer que A ne peut &tre nul puis que det(¢) = 1.

404. Soient E, 4 = {{i1,...,14) € Nd, i1+ tig =n}et
Vo ={f: (z1,.,zq) € RY 1 2t coeitgt, (i1,..0,00) € Engl
a) Montrer que V;, ¢ forme une famille libre et déterminer son cardinal.

b) Soit A f € Vect(V,, 4) = A(f) = o' f *f

o5 + o+ =5, Déterminer Ker A,
a3 dx2

Géométrie



