MPI - Lycée Leconte de Lisle 2024 - 2025

PREPARATION AUX ORAUX

1. Polynobmes

1 Mines-Telecom 2019

Soit (n, m) € (IN*)2. Démontrer que X" —1 divise X™ —1 si et seule-
ment si n divise m.

Variante : montrer que XM —1=(X"—-1)A(X™ —1).

2| Mines-Telecom 2019

Soit P € R[X] un polyndme de degré n > 2, scindé & racines
simples dans R[X].

1. Démontrer que P’ est scindé & racines simples dans R[X].
2. On note ay,...,a, les racines de P et f,...,B,, celles de P’.

1 n 1 n—1
On pose M=—zak eTm:—Z/}k.
s n—1ld4

Comparer M et m.

3| Mines-Telecom 2018

1. Soit meIN*, P e Ry,,[X] et (a,b)eR? tel que a < b.
On suppose que a et b sont racines d’ordre m de P.

Montrer que pour tout k € [1,m], P*) admet k racines dis-
tinctes dans la, b[.

2. Soit n e N*. On note Qn(X)=((X2—1)n)(")'

Quel est le degré de Q, ? Montrer que Q,, admet n racines
simples dans ]—1, 1[.

4| CCINP 2017 Polyndmes de Tchebychev

Soit (T;,) e la suite de polyndmes définie par To(X)=1, T;(X)=X
et, pour tout ne IN

T2 (X) = 2X Ty 1 (X) — T (X).

1. Déterminer, pour tout n € IN, le degré et le coefficient domi-
nant de T,.

2. Démontrer que pour tout 8 e R et fout ne N,
T,, (cos(8)) = cos(nB).
3. Pour tout n €N, on note
E,={PeR[X], (1-X?)P"—XP'+n?P=0}.

a) Soit neN et P e R[X]. Démontrer que si P € E,,, alors P =0
Oou deg(P)=n.
b) Démontrer que pour tout neN, T, € E,,.
4. Démontrer que pour tout n €N, E,, = Vect(T;,).

S| TPE (Mines-Telecom) 2017 - Théoréme de GauB-
Lucas

Soit neIN*, P e C[X] de degré n et zy,...,z, lesracines de P dans
C. L'ensemble :

n n
Gp= {szzk avec (Ay,...,A,) €(Ry)" tel que Zak=1}
k=1 k=1

est appelé enveloppe convexe des racines de P.
Démontrer que toute racine complexe de P’ appartient & 6p.

2. Algébre générale

6| ccINnp

Soit n € IN*, (G,*) un groupe cyclique de cardinal n et a un gé-
nérateur de (G, %).

Soi’rre]N*,d:PGCD(n,r)e’rf:i — G

—  x’.

1. Montrer que f est un morphisme de groupes.
2. Déterminer le noyau de f.

3. Montrer que I'image de f est le sous-groupe de (G, *) engen-
dré par a?.

4. Soit y € Im(f). Déterminer les solutions de I'équation x" = y
d’inconnue x €G.

7 CCINP

Soit (G, %), (H, x) deux groupes et f un morphisme de groupes de
(G,*) vers (H, x).

1. Soit x € G et n € N*. On suppose que x est d’ordre fini égal &
n. Montrer que f(x) est d’ordre fini et que son ordre divise n.

2. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Z/77Z,+) vers
(Z/13Z,+).

3. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Z/3Z,+) vers
(Z./12Z,+).

8| Mines-Telecom 2019

Pour fout (x,y)eIN?, onnote xVy le PPCM de x et y, et xAy le
PGCD de x et y. Déterminer fous les couples (x, y) € IN? vérifiant

xVy+11(x Ay)=203.

9 | Mines-Telecom 2019

Par combien de 0 se termine |'écriture décimale de |'entier na-
turel 20221 ?

10| Mines-Telecom 2018
Résoudre le systeme

4 [11]
10 [11]

) { xx+yy

d’inconnue (x, y) e Z2.

3. Algeébre linéaire

11

Mines-Telecom 2022 (Lilian)

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
1. n est pair.
2. llexiste A,Be9.%,(R) telles que AB+BA=0,.
3. Il existe A,B< 0,(R) telles que AB+BA=0,,.

12| CCINP 2021 (Marcelin)

KK désigne R ou C, E est un K-espace vectoriel de dimension n.
Soient f et g deux endomorphismes de E.
Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes
() rg(f+8)=rgf +188.
(i) ImfNImg ={0} et E=Ker f +Kerg.
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13| CCINP 2021 (Maximilien)

Soit f e.2(R3) tel que f2#0 et f3=0.
1. Montrer qu’il existe une base & déterminer dans laquelle
1 0

1.
0 0

Matg(f)=

o o o

1 1 0
2. Soit B=(0 1 1. Calculer B".
0 1

0

3. Soient (uy,). (v,). (w,) tfelles que uy =0, vy = wy =1 et pour fout
nelN,
Up41 = Uy + Uy
Upy1 = Vp+ Wy
Wyl = Wy

Exprimer ces suites en fonction de n.

14| ccCINP 2021 (Mdilane)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, f endomor-
phisme de E.

1. Soit f un projecteur, la condition «rg f =1 » est elle nécessaire ?
Suffisante ?

2. Soit ftelquergf=1ettr f=1. Montrer que f est un projecteur.
3. Déterminer une base de £ (E) formée de projecteurs.

15| CCINP - Mines-Telecom 2019

Soit E un C-espace vectoriel et p, g des projecteurs de E.

1. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(P1) p+gq estun projecteur;
(P2) pog=0=gqgop.
(P3) Im(g) c Ker(p) et Im(p) c Ker(q).

2. On suppose que p + g est un projecteur. Démontrer que

Ker(p +gq)=Ker(p)nKer(q) et Im(p+q)=Im(p)+Im(q).

16| Mines-Telecom 2019

Soit (a, b) € C? et n e N*. Calculer le déterminant de taille n défini

par :
a+b ab 0 .. 0

) .

Dn=| o 0

ab

0 0 1 a+b

17| ccINp 2019

1. Soit neN et g, I'endomorphisme de R, ;[ X] défini par :
VP eR,41[X], g2(P)=P(X +1)—P(X).

Déterminer le noyau et I'image de g,,.
2. Soit g I'endomorphisme de R[X] vers R[X] défini par :

VP eR[X], g(P)=P(X+1)—P(X).

Montrer que g est surjectif.

18 cciNP 2018

Soit (a, m) e R?. Résoudre le systéme

3x + my + z = 1
(S) (m—3)x - z = -1
X + oy + mz = a

d‘inconnue (x, y, z) € R? en discutant selon les valeurs de m et a.

19 Mines-Telecom 2018
Soit (a, b) e R? et

a b b b
b a b b

M=ty b a bl
b b b a

Calculer M" pour tout n €N,
20| cciNp2018
Soit n e IN*, Ae #,(C) fixée et
M(C) — My (C)
X —  —X+u(X)A

1. Montrer que u est une application linéaire.
2. Montrer que u est injective si et seulement si tr(A) #1.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que u
ne soit pas bijective.

4. Soit B € ., (C) fixée. Résoudre I'équation linéaire u(X)= B d’in-
connue X € .,(C).

21

Mines-Telecom 2018

Soit n € N*. Pour tout k €[1, n], on note f; et g, les fonctions de
R vers R définies par :

VxeR, fi(x)=cos(kx) et gi(x)=sin(kx).
Montrer que (fi,..., fu, &1,---,&x) €St une famille libre de I'espace
vectoriel Z(R, R).
22| Mines-Telecom 2018

Soit 8 € R. Calculer, pour tout entfier n > 2, le déterminant de
taille n défini par :

cos(0) 1 0 ... ... 0
1 2cos(f) 1 :
A, = 0 1
: 0
: .o . 1
0 ... 0 1 2cos(0)

23 | Mines-Telecom 2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>1.
Soit u et v deux endomorphismes de E tels que u+v =idg et
rg(u)+rg(v)< n.

Démontrer que E =Im(u)®Im(v) puis en déduire que u et v sont
des projecteurs.

24 1PE (Mines-Telecom) 2018

Soit ne IN* et Ae .#,(C) telle que A3 =0.
1. Montrer que I,, + A est inversible.

2. Soit Be 9¢,(C) telle que AB = BA. Démontrer que A+ B est
inversible.
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4. Réduction des endomorphismes

25 Mines-Telecom 2024 (Simon)

Soit Ae .#,(C) tel que trA=0.
1. Montrer que A est diagonalisable ou nilpotente.
2. Est-ce foujours le cas pour A€ ., (C) avec n > 3.

26 Mines-Telecom 2024 (Nicolas)

. | RylX]
Soif n>2etf: p (X2+X)P(1)+(X2—X)P(=1)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].
2. Déterminer une base de Ker f et Im f.

3. Déterminer les valeurs propres de f.

4. f est-il diagonalisable ?

27 | Mines-Telecom 2022 (Aure) couplé avec 20

Soit u : X — X4,
Montrer que u est diagonalisable et donner ses sous-espaces
propres.

28 | CCINP 2022 (Greg) couplé avec 17

Soit n>2et Ae.#,(R)tel que A2=1,, A#1, et A#—I,.
1. Montrer que trA= n[2].
2. Montrer que trA<n—2.

29 | CCINP 2022 (Guillaume) couplé avec 11

Soit  n > 3 un enfier naturel On pose
0 1 1....... 1
1 0
M = 0 € M,(R) et f I'endomorphisme ca-
i "o

noniquement associé.
1. Déterminer le rang de M.

2. Trouver les valeurs propres de M ainsi que les sous-espaces
propres associés.

3. Donner la matrice de la projection orthogonale sur Jm f dans
la base canonique de R,,.

30| Mines-Telecom 2022 (Guillaume)

Soit Ae ., (C) telle que rgA=1.
1. Donner le polyndme caractéristique de A.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que A soit
diagonalisable.

3. Bonus : montrer que A% =tr(A)- A.

31| Mines-Telecom 2022 (Aure)

Soit n € N* et N € .#,(C) une matrice nilpotente d’indice de
nilpotence p € IN*.
1. Donner son polyndme minimal.

2. (a) On suppose que eN est diagonalisable. Montrer que
el —1I, est diagonalisable et nilpotente.

(b) En déduire que N =0,,.

32| CCINP 2022 (Louise) couplé avec 9 Soit ue #(E) ol
E est un R-espace vectoriel de dimension n. On suppose que u
admet n valeurs propres distinctes.

1. Soit v € Z(E). Montrer que uov=vou < u et v possedent
une base de vecteurs propres en commun.

2. Soit A la matrice de u dans une base e. Discuter du nombre
de solutions de I'équation X2 = A.

33| CCINP 2021 (Lucas)

ja—

. Soient A, B e /4 ,(R). Que pensez-vous de I'affirmation
AB=0=A=00uB=0
Question bonus hors exercice : frouver une condition supplé-
mentaire & AB =0 pour que cela implique A=0.
2. (a) Soit Ae.#,(R) telle que A(A—1,)?> =0. Montrer que trAc N,
(b) Déterminer A dans le cas ou trA=0.

3. Soit A e .#,(R) tel que A(A—1I,)> =0. A est-elle toujours diago-
nalisable ?

34

Mines Telecom 2021 (Eléonore) Soit n > 3. On pose A

la matrice carrée de taille n avec des 1 sur la premiéere ligne, la
premiére colonne et la diagonale et des 0 ailleurs.

Montrer que 1 est valeur propre de A et calculer son sous-
espace propre.

Déterminer les autres valeurs propres de A et leurs sous-espaces
propres.

35 Mines Telecom 2021 (Mariette) Soit Ac.4,(C). Montrer

que
trl,=trA=trA’=---=trA”

si ef seulement si SpA={1}.

36| CCINP 2019 soit beR et ne IN\ {0,1}. On considére dans

b 1. 1
LT Looinn 1
Mn(R) les matrices A= et J={: " 1]
s 1o, i
l.......:1 b

1. a) Exprimer A en fonction de I, et J.
b) Montrer que P(X)=X?+(2—2b—n)X +(b—1)(n+b—1) est
un polynédme annulateur de A.
a) Déterminer les valeurs propres et la dimension des sous-
espaces propres de A.
b) Calculer det(A).

37| CCINP 2019

Soit n € N* et A, B deux matrices de .#,(R) telles que AB = BA.
On pose M = (g i).

1. Montrer que pour fout k € IN, A¥B = BA*, Calculer M* pour
tout k e IN*,

/
2. Montrer que pour tout P € R[X], P(M)= (P(A) BP (A)).

0 P(A)
3. Soit Q un polyndme annulateur de A, scindé & racines simples.
Montrer que Q’(A) est une matrice inversible.

4. Montrer que si M est diagonalisable, alors A est diagonali-
sable et B=0.

5. Etablir la réciproque.
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38

39

TPE (Mines-Telecom) 2019 43

0 z =z
SoitzeCetA=|1 0 =z|.
1 1 0
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur z pour que
A soit diagonalisable dans .#3(C).
CCINP 2019 Soit dans .#5(R) la matrice
3 -1 1
A=| 2 0o 2
1 -1 3

40

41

42

44

1. Calculer A2—4A. En déduire un polyndme annulateur et le po-
lynédme minimal de A. En déduire I’'unique valeur propre de A.
La matrice A est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible ?

. Soit n e N tel que n > 2. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de X" par (X —2)2.

3. Exprimer A" en fonction de A, I; et n.

4. L'expression obtenue a la question 3) est-elle toujours vraie
pourn=0?n=1?n=-17

45

TPE (Mines-Telecom) 2019 Sofit E le R-espace vectoriel

défini par E:{fe%O(R+,]R), f(x)—>0}~

x—+00
Soit T I'endomorphisme de E défini par :
VfeE, VxeRy, T(f)x)=f(x+1)

Déterminer I'ensemble des valeurs propres de f.

46

11 1
CCINP 2019 soitA=| 0 o0 1
0 -1 0

1. Dans cette question, on considéere A comme matrice de
M3(R).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une base de
chaque sous-espace propre de A.
La matrice A est-elle diagonalisable? Déterminer le poly-
néme minimal de A.

. Dans cefte question, on considére A comme matrice de
M3(C).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une base de
chaque sous-espace propre de A.

La matrice A est-elle diagonalisable? Déterminer le poly-
néme minimal de A.

. Calculer A" pour tout n e N.

47

Mines-Telecom 2019

2 1 1
Soit A=[1 2 1|e.ss(R).
1 1 2

1. Exprimer A? en fonction de A et I.

2. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.

3. Soit A; et A, les deux valeurs propres de A. Onpose B=A—A I3
etC=A-1L.
Calculer BC, CB et, pour tout n € IN*, B" et C".

Exprimer, pour tout n € IN*, A" en fonction de B et C, puis cal-
culer A",

CCINP 2019

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux

endomorphismes de E.

1. Démontrer que si f est bijectif, alors fog et go f ont méme
polynéme caractéristique.

. Démontrer que si f, g sont bijectifs et fog est diagonalisable,
alors go f est diagonalisable.

. Démontrer que fog et go f ont les mémes valeurs propres.

. Donner deux matrices A, B de .#,(RR) non diagonalisables et
telle que AB est diagonalisable.

Mines-Telecom 2019

Soit neIN\{0,1} et Ae .#,(R) telle que A>+A+41,=0.

1. Montrer que A n‘admet aucune valeur propre réelle.
2. Montrer que n est pair.

3. Déterminer tr(A) et det(A).

0 1 0
CCINP 2019 soita=|{0 0 1].
0 0 0

1. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Onsuppose qu’il existe une matrice B € .#;(C) telle que B% = A.
Déterminer le polyndme caractéristique de B. En déduire une
contradiction. Conclure.

0 0 1

3. Montrer que A est semblablea |1 0 0.

0 0 0

CCINP 2019

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et 8 = (e, e, €3)

une base de E.

Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base %

0 0 -—12
estA=| 1 0 4
0 1 3

Pour tout vecteur x € E, on pose E(x)= Vect({f*(x), ke IN}).

1. Déterminer E(e;).

2. Calculerle polyndme caractéristique de f et vérifier que 2 est
valeur propre de f.

3. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces
propres associés.
'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

4. Déterminer tous les vecteurs x de E fels que E(x)#E.

CCINP 2019

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3+ f=0et f#0.
1. Soit A la matrice de f dans la base canonique de R3.
Montrer que A est diagonalisable dans .#5(C).

2. Déterminer le rang de f.

. Montrer que R3 =Ker(f)® Im(f).

4. En Ufilisant le lemme des
R® =Ker(f)®Ker(f2 +idg).

. Montrer que Im(f) = Ker(f? +id).

. Montrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice
0 0 0
0 0 -1
0 1 0

noyaux, montrer que

de festA=
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48 | CCINP 2019 soit a R, b € R, et ¢ € R,. On pose

a 0 b
A={0 a 0
c 0 a

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Diagonaliser A lorsque
A est diagonalisable.

2. On suppose ¢ =0. Calculer exp(A).

3. On suppose bc # 0. Expliquer comment on peut calculer
exp(A).

49 CCINP 2019

E — R

Soit neIN\{0,1}, E=.#,(R) et tr: M — M.

1. a) Montrer que Im(tr) =R.
b) Déterminer dim (Ker(tr)).
c) Montrer que E =Ker(tr) @ Vect(1,,).

2. Mon’rrerqueI’endomorphismef:‘ 161 : f/[+tr(M)I est
n

diagonalisable.

3. Soit J € E telle que tr(J) =
| E — E
8N\ M — M+uM)).

0 et I'endomorphisme

Montrer que X2—2X +1 est un polyndme annulateur de g. L'en-

domorphisme g est-il diagonalisable ?

50| Mines-Telecom 2019

0 a a?

SoitacR*et A=| 1/a 0 a | e /:(R).
1/a® 1/a 0
1. Montrer que A est diagonalisable sur R.
2. Calculer exp(A) sans chercher & diagonaliser A.

51

CCINP 2019 Soit neIN\{0,1} et Ac .#,(C).

On suppose que A" = I, et que (I,,,A4,...,A" 1) est une famille
libre. Montrer que tr(A)=0.

52| 1PE (Mines-Telecom) - CCINP 2019

0 1 1 01 0
SoitA=[(1 0 O|etB=|1 0 1 |. Montrerdedeuxmaniéres
2 1 0 1 2 0

différentes que A et B sont semblables.

53 CCINP 2019 soit neN* ot Ae.,(R) telle que A>=A+1,.

1. Montrer que A est diagonalisable dans .#,,(C).

2. Montrer que le polyndme X3 —X —1 admet une unique racine
réelle A, puis que 1> 0.

3. En déduire que det(A)> 0.

54| CcCINP 2019 soitne IN\ {0,1} et f I'application définie sur

My(R)par VM e #,(R), f(M)=M +2MT.
1. Vérifier que f est un endomorphisme de .4, (R).
2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de

f.
3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
4. Calculer tr(f) et det(f).

55| Mines-Telecom 2018 soit E un espace vectoriel de di-

mension finie n>2 et u un endomorphisme de E.

1. Démontrer que pour fout k€N,
dirn(Ker(uk“)) < dirn(Ker(uk))+dim(Ker(u)).

2. Dans la suite de cet exercice, on suppose que u" = 0 et
rg(u)=n—1.
Démontrer que pour fout k €[1, n—1], dim (Ker(u*))=k.

3. Soit k€[1,n—1] et F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion k. Démontrer que F =Ker(u*).

56

CCINP 2018 soit f I'application définie sur R[X] par

x+1
VP eR[X], VxeR, f(P)(x)=f P(t)dt.

X

—_

. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

2. Soit neN. Pour tout P e R,,[X], on pose f,(P)= f(P).

a) Montrer que f,, est un endomorphisme de R, [X].
b) Calculer le déterminant de f,.

c) L'endomorphisme f;, est-il diagonalisable ?

57 CCINP 2018 Pourtout P eR[X], on pose
f(P)=2X+1)P—(X>—1)P’.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].
2. Pour tout P € Ry[X], on pose ¢(P)= f(P).
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R;[X].
b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R,[X].

3. ) Soit Q un vecteur propre de f. Montrer que Q’ #0 et dé-
tferminer le degré de Q.

b) Déterminer les éléments propres de f.

58 | ccinp 2018

1 1 1 1 16 1 1 1

. 1 1 1 1 1 16 1 1
Soit A= 111 1 etB= 1 1 16 1 dans #,(R)

1 1 1 1 1 1 1 16

1. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.
2. En déduire que B est diagonalisable et diagonaliser B.

3. Donner deux polynémes annulateurs de la matrice B ainsi
que son polyndme minimal.

59| CCINP - Mines-Telecom 2018

11
Soit A:(1 1) et M e #,(R) telle que M?+M = A.

1. Montrer que toute valeur propre de M prend au plus quatre
valeurs que I'on donnera.

2. a) Montrer que 0 ou —1 est valeur propre de M.
Indication : utiliser det A.

b) Que peut-on en déduire pour le polyndme caractéris-
fique de M ?

c) La matrice M est-elle diagonalisable ?
3. a) Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.
b) Soit X e .#,(R) telle que X%+ X = A.

Montrer qu’il existe P € 4.4,(R) telle que P~ AP et P~1XP
sont diagonales.

c) Déterminer toutes les matrices X € .,(R) telles que
X2+X=A.
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60| Mines-Telecom 2018 soit £ = €9([0,+00[,R) I'espace vec-

toriel des fonctions continues de [0, +oo[ vers R.
Pour toute fonction f € E, on définit la fonction &(f): R, — R par

®(f)(0)= f(0) et, pour tout x >0, ®(f)(x)= % flr)de.
0

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les éléments propres de ®.

61

Mines-Telecom 2018 Soit n € N* et A, B dans .#,(C). On

suppose que B est nilpotente et AB = BA.

1. Démontrer que si A est inversible, alors A1 B est une matrice
nilpotente.

2. Démontrer que det(A+ B) =det(A).

3. Démontrer que A+ B et A ont méme polyndme caractéris-
tique.

62| CCINP 2018 soit ne .

—_

X1 N
. Soit X :( : ) ety :( : ) deux matrices non nulles de ., ,(C).
Xn Yn

On pose A=XYT.
a) Quelle est la taille de A?
b) Calculer A.
c) Calculer le rang de A.
d) Déterminer la dimension de Ker A.
e) Exprimer tr(A) en fonction de X et Y.

2. Soit Ae .#,(C) une matrice derang 1.

Montrer qu’il existe X et Y non nulles dans .#,,(C) telles que
A=XYT,

3. Soit Ae #,(C) une matrice derang 1.
a) Quel est le spectre de A?

b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si
tr(A) #0.

63

TPE (Mines-Telecom) 2018 Soit E un K-espace vectoriel

de dimension finie n > 2. Soit f un endomorphisme de E admet-
tant n valeurs propres distinctes. Démontrer qu’il existe a € E tel
que (a, f(a), f3(a),..., f""Y(a)) est une base de E.

64 CCINP 2018 Sot nel of Ac.s,(©). Onpose 5=y ).

1. Calculer B™ pour tout m € IN.

2. Soit P € C[X]. Exprimer P(B) en fonction de A, P(A) et P’/(A).
3. Montrer que si B est diagonalisable, alors A I'est aussi.

4. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A=0.

65 CCINP 2018 soit Eun C-espace vectoriel de dimension finie.

Onnote ¥ ={f e Z(E), Vg€ Z(E), fog=gof}.
1. Soit fez.
a) Montrer que pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée.
b) En déduire qu'il existe k € C tel que pour tout x € E,
f(x)=kx.
2. Déterminer Z. Vérifier alors que % est un sous-espace vecto-
riel de £(E) et préciser sa dimension.
3. Soit f et g deux endomorphismes de E. On suppose qu’il
existe AeCtelque fog—gof=Af.
Montrer que f et g ont un vecteur propre en commun. On
étudiera d’abord le cas A=0.

66 CCINP 2018 soit nelNtel que n>3, et (apay,...,a,_1) € C".

0 1 0........ 0 ap ay Ayeeeeennnn. anp_
: @n—1
Soit J = o|etA=| : a
0 1 alz ay
1 [ 0 ay az ....... ap_1 ap
dans ., (C).

1. Calculer j* pour tout k €[1, n].

2. Exprimer A en fonction des matrices de la famille (7)<,

3. Soit Q un polyndme non nul de C[X] fel que deg(Q) < n. Montrer
aue QU)#0,.

4. Que peut-on en déduire sur le degré de n;, polyndme mini-
mal de J?

5. Déterminer r; et y;.

6. Montrer que A est diagonalisable et donner les valeurs propres
de A.

67| CCINP 2018 soit f un endomorphisme de R3 tel que

fP+f=0etf#o.
1. Montrer que R? = Ker(f) ® Im(f).
2. Montrer que Im(f) = Ker(f? +id).

3. Montrer que f n’est pas injectif. Indication : on pourra raison-
ner par I’absurde.

4. Montrer qu'il existe a € R3 tel que (f(a), f%(a)) est libre. En dé-
duire que rg(f)=2.

5. Montrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice

0 0 0
defestA=( 0 0 -1
01 0

68 | CCINP 2018 soit E un K-espace vectoriel de dimension

finie n > 2. Soit p un projecteur de E distinct de I'endomorphisme
nul et de idg. On note @ I'endomorphisme de £(E) défini par :

YueX(E), ®(u)=uop—pou.

1. Soit ue Z(E)telque u=uop—pou.

a) Montrerque pou=0et u=uop.

b) En déduire que u? =0 ef Im(u) c Ker(p) c Ker(u).
2. Justifier que ® n’est pas injectif et déterminer Ker(®).

3. Montrer que I'endomorphisme & est diagonalisable et donner
ses valeurs propres.

4. Montrer que ¥(E)=Ker(®)® Im(®).

69 CcCINP2018 soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie

n > 2. Soit f un endomorphisme de E tel que rg(f)=1.

1. Montrer qu’il existe A€ R tel que f2=Af.

2. A-t-on nécessairement E =Im(f)® Ker(f)?

3. Montrer que les frois propositions suivantes sont équivalentes :
(P1) il existe ¢c e R* tel que ¢ f est une projection;
(P2) fof#0;
(P3) E =Im(f)®XKer(f).

4. On suppose que f vérifie (P1). Montrer que f est diagonali-
sable et tr(f)#0.
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70 ccCINP 2018

Soit n € N\ {0,1} et (a,b) € C% Pour tout x € C, on pose

: € .M, (C) et A(x)=det(M(x)).
e X—a

1. Montrer que A est une fonction polynomiale de degré au plus
égalal.
2. On suppose que a # b. Calculer A(x) pour tout x € C.

3. On suppose a = b. Soit x € C. Montrer que M(x) est diagonali-
sable et calculer A(x).

71 ccinp2018

On note E = 6°([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on note T(f)
I’application de [0,1] vers R définie par

1—-x
Vx€[0,1], T(f)(x)zj f(e)de.
0
Pour toute fonction f € E, on pose ||fllco = sup |f(x)l.
x€[0,1]

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Soit f € E. Montrer que T(f) est dérivable et calculer T(fY(x)
pour tout x €[0,1].

3. Lendomorphisme T est-il injectif? surjectif? Justifier les ré-
ponses.

4. Montrer que pour toute fonction f € E, [|T(flloo < Iflloo-
Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de T ?

5. Soit f € E un vecteur propre de T et A la valeur propre qui lui
est associée.
Montrer que f est solution de I'équation différentielle

1

v+ 2V =0 et vérifie f(1)=0, f/(0)=0.

6. Déterminer le spectre de T et donner le sous-espace propre
associé & chaque valeur propre.
On vérifiera que Sp(T) est une famille dénombrable conver-
geant vers 0.

72 CCINP 2018

Sotnem+eta=[ O In
_In On

R ou C.

). On note K I'un des deux corps

1. Déterminer de trois manieres différentes les valeurs propres de
Adans K :

(a) en utilisant la définition d’une valeur propre et d'un vec-
teur propre de A;

(b) en calculant le polyndme caractéristique de A;
(c) en déterminant le polyndbme minimal de A.
2. La matrice A est-elle frigonalisable dans .#,,(R)?

3. Montrer que A est diagonalisable dans .#,,(C) et déterminer
une matrice P € 4.%,,(C) telle que P71 AP est diagonale.

73 Mines-Telecom 2018

Soit n e IN* et Ae 4, (R) vérifiant A3+ A2+ A=0.

1. Montrer que la matrice A est diagonalisable dans .#,,(C). Est-
elle diagonalisable dans .#,,(R)?

2. Démontrer que rg(A) est un entier pair.

3. Donner un exemple de matrice non nulle A € .#3(R) telle que
AB+A2+A=0.

74 Mines-Telecom 2018

Soit E = 6°([0,1],R). Pour toute fonction f € E et pourtout x €[0,1],
on pose

1
i)(f)(x):f min(x, £)f(£)dt.
0

1. Montrer que ® est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les éléments propres de ®.

5. Algeébre bilinéaire
75| CCINP 2024 (Nicolas) couplé avec 22

1. Soit E un espace euclidien de dimension 2, p endomorphisme

. . 0 2 .
représenté par (0 1) dans une base orthonormale fixée de

(a) Donner la matrice représentant p*.
(b) Montrer que

= p et p* sont des projecteurs.

= p+p* estinversible.

u Im(p+p*):lmp+lmp*.

2. Soit E un espace euclidien de dimension quelconque, p un
projecteur de E.

(a) Montrer que p* est un projecteur.

(b) Soient F,G des sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que (F+G)t=F+nGL et (FNG)t=FL+GL

(c) Soit x eKer(p + p*). Montrer que (p o p* + p*o p)(x)=0g.
(d) En déduire que Ker(p + p*) =Ker p nKer p*.

76 | Mines-Telecom 2024 (Melvyn)

Soient § € *(R), X € .#4,,(R) une colonne non nulle et pour

Skx
tout ke N, Yk = M

1. Montrer que la suite (Yi)rew est bien définie et qu’elle
converge vers un vecteur propre de S.

2. (Question oubliée)

77 | Mines-Telecom 2022 (Cybélia)

Soient f,g € E = 6([0,1],R). On définit

1 1
(r1g)= f f(r)g(r)dr+f f'(0)g'(1)de.
0 0

On pose
v={fe¢'(0,1]R), f(0)=f(1)=0},

w={fe%*(01,R), f'=f}.
1. Montrer que (-|-) définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que V et W sont des sous-espaces vectoriels de E et
que (t—e!,t—e*) est une base orthogonale de w.

3. Montrer que V et W sont orthogonaux.
4. Calculer py (f) projeté orthogonal de f € E sur W.
5. Montrer que V et W sont supplémentaires.
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78 | CCINP 2021 (Hugo)

Soit (E,{(,)) un espace préhilbertien avec E |'espace vectoriel
des fonctions continues sur [a, b] & valeur dans R, a, b réels, et (,)

b
le produit scalaire tel que (f,g):f fe.

a
On admet I'existence d'une suite  orthonormale
(Lnen € (Ry[XDN de polynémes tels que pour tout k € IN,
degLy =k.
Soit n € IN. On note F, le sous espace vectoriel des fonctions
polynomiales engendré par Ly, ... ., L, et P,(f) la projection ortho-
gonale de f sur F,.

1. Exprimer P,(f) et ||P,L(f)||2 en fonction des L.

2. Montrer que que la suite (||f—P,,(f)||2)n est décroissante.
3. Montrer que la suite (L,,),, est totale dans E.
4

. Donnez la limite de la suite (|| £ —P,(/)]*)

.

+00 b 2
5. Montrez que ||f||2:Z(J f(t)Lk(t)dt) .
=0 \Ja

79| ccinp2022 (Théo) Soit E un espace euclidien de dimen-

sion n > 3.

Soit a, b deux vecteurs unitaires et linéairement indépendants
de E.

On pose, pour fout x € E, u(x)={a,x)a+(b,x)b.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E.

2. Déterminer Ker(u).

3. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de
u.

80 Mines Telecom 2021 (Maryam)

Soit 2 une base orthonormale directe. Soit E un espace vecto-
riel euclidien de dimension 2.
1. Décrire I'ensemble des isométries vectorielles.
Déterminer I'expression de la représentation matricielle d’une
isométrie dans R2.

2. Montrer que la représentation matricielle d’une isométrie vec-
torielle directe ne dépend pas de la base orthonormée choi-
sie (O I'aide des regles de calcul usuelles sur . 0,(R)).

3. Trouver la nature et les éléments caractéristiques de I'isomé-

%)

) . . - 1(4
frie représentée matriciellement par A= 5(3

81| ccinp2019

Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n > 2. Soit u un
vecteur unitaire de E. Pour tout a € R* ef tout x € E, on pose
fax)=x+a(x,u)u.

1. Soit a € R*. Montrer que f, est un endomorphisme symétrique
de E.

2. a) Montrer qu’il existe un unique b € R* vérifiant
Vx€E, [If(xll=1xIl.

b) Montrer que Ker(f, —idg) et Ker(f;, +idg) sont supplémen-
taires dans E.

3. Soit a € R*. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces
propres de f,.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R*
pour que f, soit bijectif.

82| ccINP 2019

Soit n e N*. On note %, (R) I'ensemble des matrices symétriques
de #,(R). On pose

SHR)={M € #,(R), VX € M, (R), XTMX >0}.

1. Soit M € &, (R).
Montrer que M € #F(R) si et seulement si foutes les valeurs
propres de M sont positives.

5 1 1
2. SoitA=|1 5 1],
1 1 5

a) Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A dans
une base orthonormale de /5, (R).

b) Montrer que A€ #(R).

c) Montrer qu’il existe R € 4 (R) telle que R? = A.
3. Soit Be %(R).

a) Montrer que B% € %' (R).

b) Montrer que si AB = BA, alors (AB)? € % (R).

83| ccINP 2019

Soit ne IN* et Ae #,(R) telle que A2 +AT=1,.

1. Déterminer un polyndme annulateur de A de degré 4. Que
peut-on en déduire pour A?

2. Démontrer que 0 et 1 ne sont pas valeurs propres de A.
Indication : on pourra considérer XTAX oU X est un vecteur
de #,,(R) bien choisi.

3. Montrer que A est une matrice symétrique. Que peut-on dire
de ses valeurs propres ?

4. Déterminer toutes les matrices M de .#,(R) telles que
M?+MT=1,.

84 | cciInp 2019

1
Pour tout (P,Q) € R[X]?, on pose (P, Q) =J P(r)Q(t)dt.

0
1. Montrer que () est un produit scalaire sur R[X].
2. Déterminer une base orthonormée de R,[X].

1
3. On pose a:min{f
0

Justifier I'existence de a et déterminer a, ainsi que deux
nombires réels a et b réalisant ce minimum, en utilisant deux
méthodes différentes :

= O |'cide de la base orthonormée de R,[X] trouvée & la
question précédente;

(t2—ar—b) dr, (a,b)eIRz}.

= en cherchant a et b de telle sorte que X2—aX —b appar-
tienne & R, [X].

85| ccInp 2019

Soit n € IN*. On note 0,(R) I'ensemble des matrices orthogo-
nales de .#,(R) et TF(R) I'ensemble des matrices triangulaires su-
périeures de ., (R) dont tous les coefficients diagonaux sonft stric-
tement positifs.

1. Montrer que O,(R) et Tj(R) sont des sous-groupes de
(9L n(R), x).

2. Montrer que O,(R)N T (R)= {I,}.

3. Montrer que pour foute A € 92 ,(R).
(0,T)e O,(R) x Tf(R) tel que A=OT.
Indication : on pourra ufiliser une base orthonormale
construite & I’aide du procédé de Schmidt.

il existe un unique
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86| ccINP 2019

Soit n € IN* ef U, V deux vecteurs de .#,;(R). On pose
M=1,+UVT et t=tr(UVT).

1. Montrer que M?—(t +2)M +(t +1)I, = 0. Indication : on pourra
remarquer que VTU e R.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur r pour que
M soit inversible.
Dans ce cas exprimer M~ en fonctionde ¢, U, V et I,,.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢, U et vV
pour que M soit diagonalisable.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de
M.

87 | Mines-Telecom 2019

Soit (E, {, )) un espace euclidien de dimension n > 2.

Soit a, b deux vecteurs de E et f I'endomorphisme de E défini
parVxeE, f(x)=(a,x)b.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour
que f soit diagonalisable.

88 | CCINP - Mines-Telecom 2019

Soit n e IN*, On munit R" du produit scalaire canonique (, ). Soit
f un endomorphisme symétrique de R” dont toutes les valeurs
propres sont strictement positives.
1. Justifier qu’il existe une base orthonormale 8’ =(u,,...,u,) de
R" formée de vecteurs propres de f.
Rn
(x,y)

— R
(x, f(y)

2. Démontrer que I'application ®: estun

—
produit scalaire sur R".

3. Démontrer qu’il existe un unique endomorphisme symétrique
g de R" tel que g% = f et n"admettant que des valeurs propres
strictement positives.

4. Justifier que g est bijectif et démontrer que (g7 (wy),..., g7 (uy))
est une base orthonormale de R" pour le produit scalaire .

89 | Mines-Telecom 2018

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soit 8 =(ey,...,e,)
une base orthonormée de E.
Soit F un sous-espace vectoriel de E et p le projecteur orthogo-

n

nal sur F. Démontrer que Z llp(e;)lI? estindépendant du choix de
i=1

la base orthonormée 4.

Q0| CCINP - Mines-Telecom 2018

Soit E un espace préhilbertien et p un projecteur de E.

1. Montrer que E =Ker(p) ® Im(p).

2. On suppose que p est un projecteur orthogonal. Démontrer
que pour tout x € E, ||p(x)|| < || x]|.

3. On suppose que pour tout x € E, ||p(x)|| < ||x||. Démontrer que
p est un projecteur orthogonal.

4, Dans cette question, E =R?, ¢; =(1,0), &, =(1,1), D = Vect(e;) et
A =Vect(e,).
Soit p le projecteur sur A =Vect(e,) parallélement & D = Vect(e,).
a) Donner la matrice de p dans la base canonique de R?.
b) Trouver x € E tel que ||p(x)||> || x]|.

5. Soit u € £(R%) canoniguement associé &

o5 -1 o2
A== -1 5 2
6l 2 2 o2

Démontrer que u est un projecteur orthogonal sur un plan
dont on donnera un vecteur normal.

91| ccInp2018

Soit E = ¢°(-1,1,R) et & I'cpplication définie sur E? par
1

V(f,g)€ E% 0(f,8)= | [f(x)g(x)dx.

On note P (resp. I)_Iia sous-espace vectoriel de E des fonctions
paires (resp. impaires).

1. Montrerque E=P@o1.

2. Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

3. Montrer que P+ =1.

4. Soit ¥ la symétrie orthogonale de E par rapport  P.

Soit f € E. On note f = ¥(f). Déterminer f(x) pour fout
xe[-1,1].

6. Espaces vectoriels normés

92 Mines-Telecom 2022 (Cybélia)

Soit H={(x,y)eR?, y?—x?*=1}.

1. La partie H de R? est-elle fermée ?

2. Rappeler la définition d’une partie connexe par arcs.
3. La sphére unité S de R? est-elle connexe par arcs?
4

. Montrer que I'image de S par une fonction f : R? — R conti-
nue est un segment.

93 CCINP 2022 (Ammar) couplé avec 82

1. Soient E, F espaces vectoriels normés. Montrer que I'image
d’un compact de E par une application continue f: E — F
est un compact de F.

2. Soit (E,|I.|l) un espace vectoriel normé, K un compact non
vide de E, f: K — K continue telle que
Vix,y)e K%, x#y = f(x)=fl <llx—yl.

a) Montrer que g: x — || f(x)—x]|| est continue.

b) En déduire que f admet un point fixe et qu’il est unique.
On le note ¢.

) Soit (u,)nen € KN telle que Ve N, u,.; = f(u,). Montrer
que (u,)ner € KN converge vers ¢.
Indication : on pourra montrer que (||u, —L||),ew CONVErge
et que sa limite ne peut étre que 0.

3. Soit f:x e [0,%] — cos x. Montrer que f admet un point fixe
T
ZE[O,E].
94| Mines Telecom 2021 (Marcelin) soit E = C[x],

P=Y a; X eE. On définit la norme ||.|| par
keN

VP €E, |P||=suplag].
keN

Soit b eN, on définit I'application

f:|E — C
P — P(b)

1. Montrer que f est linéaire.
2. Etudier la continuité de f.
95 Mines-Telecom 2019 Soit E = %(0,1, R) et ¢ < E. Pour
foute fonction f € E, on pose ||fllco = sup |f(x)l et Ny(f)=If¢lloo-
x€[0,1]

Démontrer que N, est une norme sur E si et seulement si o= (IR*)
est dense dans [0,1].
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Q6  CCINP 2019 Soit f£:]-1,1[— R? définie par V¢ €]—1,1[,

0,0) si t€]—1,0]

f= (tzsin(%),tzcos(%)) si t €]0,1[

On note ||.||, la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique sur R2.

1. Montrer que f est dérivable sur ]—1,1].

2. Caleuler ||f/(0)lI3 pour tout r€]—1,1[.
3. f(1—1,1]) est-il connexe par arcs? f’(]—1,1[) est-il connexe par
arcs?

Q7 CCINP 2019 Soit £ = {(up)nen € RY, (tn)nens €5t bomée}.

Pour tfoute suite u € (°°, on pose Ny (u) = suplu,| et
nelN
N(u)=sup|uy41— tnl.
nelN

1. Montrer que N, est une norme sur £°°.
2. Soit E le sous-espace vectoriel
E ={(up)pen €£°°, uy=0}.
Montrer que N est une norme sur E. L'application N est-elle
une norme sur £ ?

de (% défini par

3. Comparer les normes N, €f N sur E.
4. Soit F = {(u,,)ne]N €E,IpeN, Vn=p, u, =0}.

L'ensemble F est-il un fermé de E pour la norme N, ? pour la
norme N ?

Q8 CCINP 2018 soit neN\{0,1}

F={Ae.,(C), A*=A}.

1. Démontrer que ¥.¢ ,(C) est un ouvert dense de .#,,(C).
2. Démontrer que F est une partie fermée de .#,(C).

3. Démontrer que F n’est pas compact.

4. Démontrer que F est d’intérieur vide.

Q9 | cCINP 2018

Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé de dimension finie et A
un fermé non vide de E.

1
Soit f: A— A une application vérifiant 3k € [0, E[' V(x,y)e A?,

I£ )= FOI<E(IF )= xl+I1F ()= yII)-

1. Montrer que f admet au plus un point fixe dans A.

2. Soit (x,),enw UNe suite définie par x, € A et, pour tout n € IN,

Xp+1 = f(x,). Montrer que pour fout ne N,

k. n
Xpe1— Xpll S| —— X1 — Xl
=l < (7 ) =0l
3. Montrer que la suite (x,),,ew converge.

4. Démontrer que f admet un unique point fixe dans A.

100| Mines-Telecom 2017

Soit E = 6'([0,1],R). Pour foute fonction f € E, on pose :

1flloo = sup |f x) et N(f W

1. Montrer que N est une norme sur E.
2. Comparer les normes N €t ||+ ||oo-

101 1PE (Mines-Telecom) 2017

On note £2°(C) I'espace vectoriel des suites complexes bornées.

Pour toute suite u = (u,),enw AppPartenant & £°°(C), on pose
letlloo =sup |up|.

nelN
Pour toute suite u = (u,)ew Qppartenant & £°°(C), on pose
O(u)=(Ups1 — Up)neN-

1. Montrer que |||l €St une norme sur £°°(C).

2. Montrer que ® est un endomorphisme de (°°(C).

3. Montrer que |'application ® est continue pour la norme ||||oo -
4, Calculer la norme d’opérateur de @ subordonnée A ||| oo -

7. Dérivation, fonctions convexes et inté-
gration sur un segment

102 cCINP 2022 (Anatol) couplé avec 102

Soit f: R — E continue avec E espace vectoriel de dimension
finie, F I"'unique primitive de f s’annulant en 0. On pose

ARG

f(0) sinon.

Si x #0,
VxeR, Gylx da

1. (a) Montrer que

L (F(x)— F(=x)).

2x
ffxu

(c) Montrer que Gy est paire et donner I'ensemble des réels
en lesquels elle est continue.

Vx#0, Ge(x)=

(b) Pour x € R, montrer que Gy(x

(d) Montrer que Gy est nulle si et seulement si f est impaire.
2. Soit ¢ : f — Gy.

(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.

(b) ¢ est-elle injective?

(c) ¢ est-elle surjective ?

103 | Mines-Telecom 2022 (Perrine) soit a,b € R tel que

b
a<b. Soit fe€%a,b],R)tel que f f=1

2 b “
Comparer (f tf(t)dt) e’rf 2 f(r)dt

104 | ccCINP 2021 (Clément)

Soit ¢ une fonction continue et convexe sur R, f une fonction
continue sur un segment [a, b].

1. Démontrer que

1 b

Indication : penser aux sommes de Riemann.

b
e(f(r))dr.

2. Montrer que In(1+1)< 1.

3. ()
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105| ccinp 2019

2x

Pour fout x €]0,+00[, on pose g(x) :f de .
. B+t
1. Montrer que g est de classe 6! sur R* et calculer g’(x) pour
fout x e RY.
2. Dresser le tableau de variation de g.
3. Ffudier le comportement de g en 0+,
4. Etudier le comportement de g en +co.
5. Tracer |'allure de la représentation graphique de g.

106 cciInp 2019

Soit P € R[X] un polyndme de degré impair et f une fonction
de R vers R. On suppose que f est de classe € sur R et que :

VneN, VieR, |f"(0)]<|P(1).

1. Montrer qu'il existe a € R tel que pour tout ne N, fI(a)=0.
2. En déduire que f est la fonction nulle sur R.
3. Ce résultat subsiste-t-il si P est de degré pair?

107 | Mines-Telecom 2018

Soit f:[0,1]— R une fonction continue telle que

1
f f(r)dt=0.
0

1. Justifier I'existence de m= inf f(x), M = sup f(x)et montrer
x€[0,1] x€[0,1]
que mM <0.

2. Montrer que f s’annule sur [0,1].

1
3. Montrer quej f(x)?dx <—mM.
0

Indication : on pourra considérer la  fonction

g:x—»(M—f(x))(f(x)—m).

108 | ccinp 2018

Soit f la fonction de R vers R définie par f(0)=1 et, pour tout

xeR*, f(x)= Shix).

n
Pour fout n e IN* et fout x € R, on pose F,(x)=
k=1

sin(k x)
k

1. Montrer que f est de classe 6! sur R.
2. Soit n e IN*, Résoudre |'équation F,(x)=0 d'inconnue x € R.
3. Pour tout n € IN*, on note

Xn :min{x eR,, F,;(x): 0}.

T
Montrer que Fn(x,,)mj f(r)de.
0

dt
144"

2x
109 ccINp 2018 soitia fonc’rionf:x»—>f

1. Etudier la parité de f.
2. Déterminer xlir+nw f(x).

3. Montrer que f est de classe 6! sur R et exprimer f/(x) pour
fout x e R.

4. Etudier le sens de variation de f sur R puis tracer son graphe.

5. Donner un équivalent de f’(x) quand x tend vers +oo, puis
déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers +oco.

110 1PE (Mines-Telecom) 2017

Soit I un intervalle de R et f une fonction de I vers R.

1. Démontrer que si f est convexe sur I, alors pour tout (a, b) € 1%,
f est majorée sur [a, b] et atteint son maximum en a ou b.

2. Démontrer que les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(C1) f estconvexesurI.

(C2) Pour tout (a, b) e I? et tout A€ R, la fonction x — f(x)+Ax
est majorée sur [a, b] et atteint son maximum en a ou b.

111 1PE (Mines-Telecom) 2017

Soit f:R— R une solution sur R de I’'équation différentielle
y” +(2—cos(t?))y =0.
1. Dans cette question, on suppose que pour tout r e R, f(t)<0.

a) Montrer que f est convexe sur R.

b) On note ¢, le graphe de f. Soit a € R. Ecrire I'équation
de la tangente & 6y au point d'abscisse a. En déduire
une contradiction.

2. Montrer que I'équation f(t) = 0 admet au moins une racine
réelle.

8. Suites et séries numériques

112 Mines Telecom 2024 (Simon) Soit (u,), la suite définie

1
paruy>0etVneN uy =u,+—.
Un

1. Justifier la bonne définition de (u,,).

2. Trouver la monotonie de (u,,). Est-ce que la suite converge ?
3. Trouver un équivalent de (u2,, —u?).

4, Déduire un équivalent de (u,,).

113

1. Démontrer I'existence et I'unicité d'une suite (x,),>, de solu-
tion de (E,).

2. Montrer que (x,),, converge vers 1.

3. Calculer un développement asymptotique de (x,) & deux
termes.

ENSEA 2024 (Mickaél) Soit x>0,n>2,(E,): x"=x+1.

Mines-Telecom 2022 (Aure) Soit xe]—1,1[.

1. Montrer que la famille (x*¢) 12 est sommable.

(k,0)e(IN*
2. Pour tout n € IN*, on note d(n) le nombre de diviseurs de n
dans IN.
+00 xk +00
Démontrer que ——=>d n
q kz:l: =<k ; (n)x

118 cCINP 2021 (Matthieu)

n
1
On pose pour fout n e IN*, u,, :ZE et v, =u,—Inn.
=1

+00
1. Montrerque R, = Z % existe puis en frouver un équivalent.
k=n+1
2. Trouver un équivalent de v,,; — v, puis en déduire que (v,)
converge vers une limite 7.
3. Trouver pour quelles valeurs de « la série de terme général
a, =a%n converge.
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116 | Mines Telecom 2021 (Mariette)

Soit fe ¢ (R), f>0, f' <0, f(0)=1.

Soit (x,)us0 € RN, telle que x, € R} et pour tout entier n € N,
Xnt1 = xnf(xn)-

1. Etudier la suite (x,),s1.

2. Etudier la série de tferme général x,,.

117 | 1P (Mines-Telecom) 2019

Soit z e C. Monftrer que

Z n
(1+2) e

n n—+00

118 Mines-Telecom 2019

n
Soit a e R* . Déterminer un équivalent de Zln"‘(k).
k=

119 Mines-Telecom 2019

. L —1)"
Etudier la nature de la série Z (7“
&in +(-1)

120 CCINP 2019 soit (a,) (R*)* et () e la suite définie

n+a
par uy=1et, pourtout neNN, u,,; = —— u,.
n+b
1. a) Vérifier que pour tout ne€NN, u,, > 0.
b) Soit @ € R. Pour fout n € IN*, on pose x, =In(n%u,,).
Déterminer une valeur a pour que la séfie > (x,.41 — x,)
nz1
converge.

2. Etudier la nature de la série > u,.

n=0

121| ccinp 2019

Soit (u,)nen 10 suite définie par uy = 1 ef, pour fout n € N,
Upy) = Uye ln,

1. Soit (x,).ew Une suite réelle convergente. On pose ¢ sa limite
1 n—1
ef, pour fout neIN*, y, = = > x;.
n k=0
Démontrer que la suite (y,),>1 converge vers ¢.
2. Montrer que la suite (u,),eny converge et calculer sa limite.

1 1 .
— —. Montrer que la suite
Up+1 Upn

3. Soit, pour tout n € N, v, =
(vn)new CONverge vers 1.

4. En déduire un équivalent de u,. La série > u, converge-t-
n=0

elle?

122 | Mines-Telecom 2018
“ k
Soit, pour tout n e IN*, v, :Z Vi—n.
k=1

. §
1. Etudier sur Rt la fonction f:x — 2.
X
2. Montrer que pour fout x €[0,1], [e* —1— x| < 2x2.
3. Déterminer nliToo v, puis donner un équivalent de v, quand
n tend vers +oo.

9. Suites et séries de fonctions

123 | Mines-Telecom 2024 (Nicolas)

On pose, pour n e IN*, f,: x —

+00
S= an.
n=1

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z fa.

2x
———, et, lorsque cela a un sens,
X2+n2

2. Etudier la continuité de S.
3. Déterminer les limites de S en +oo.

124 | ccINP 2021 (Jéhanne)
On définit zuhf%.
n=1

1. Donner I'ensemble de définition de Z et son sens de variation.

2. Calculer la limite de Z en +o0.

1
3. Montrer que Z(¢) T

4. Etudier la convexité de Z sur son ensemble de définition.

125 ccINP 2021 (Amaury)

1— x2n+2

On pose pour fout n € N, f, : x € R\ {-1} —

1 1+x
cxe R\ {-1}—» ——.
f \{ } 1

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,)nen-
2. Donner les infervalles sur lesquels il y a convergence uniforme.

3. Déterminer une majoration de et en dé-

1
f (fulx)—F(x)) dx
0

1
duire ”l‘i’T""L fu(2)dt.
4. Proposer une autre méthode pour déterminer cette limite.

n n
5. Montrer que f,, : x — Z X2k —Z x 2L
=0 =0

. . —1) .

6. Justifier a convergence de la série Z % et expliquer com-
k>0

ment calculer la somme avec les questions précédentes.

126 | Mines Telecom 2021 (Eléonore)

P . —X 4 3
Pour tout n €N, on définit, sur R*, f, : x — 2625,

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme
de la suite de fonctions (f,)nen-

1
2. On pose, pour tout n €N, u, =J fa(£)de. Etudier la conver-
0

gence de la suite (u,)en-

Autre question posée & I'oral : On note f la limite de (f;,)nen. Pour
tout n €N, on pose g, = f, — f. Etudier la convergence de la série

&

127 | ccCINP 2019
_n(x—1)"
T 2n(3n—-1)

1. Déterminer I'ensemble D de convergence simple de la série
de fonctions > f,.

nz0

Pour tout n e IN et tout x e R, on pose f,(x)

+00
2. Montrer que la fonction f = an est continue sur D.

n=0

Préparation aux Oraux - page 12



3. La série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur
nz0

D?

128 CCINP 2019 Pour fout n € N et fout ¢ € R, on pose

2
e—nt

T n241’

un(1)

+00
1. Justifier que f:t— Z u,(t) est définie et continue sur R.

n=0
2. Montrer que f(t)ml.
3. Soit n e IN*. Etudier les variations de u/, sur R, et en déduire
N4}l oo = sup |u;,(1)].
teR
4. Montrer que f est de classe %' sur R.

5. Etudier le sens de variation de la fonction f et donner I'allure
de sa représentation graphique.

6. Démontrer que la fonction g : r— f(t)—1 est intégrable sur R,

129 | ccinp 2019

Pour tout n € IN* et tout x e R, on pose

n

un(x):gcos(zik).

1. Soit x € R*. Montrer que pour tout n e IN*,

sin(x)
n

un(x)sin(zi") =

En déduire qu’il existe N, € N* tel que pour tout n > N,.,

1y (x) = sin(x)
" _2"sin(2in)'

2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions
(Un)nz1-

3. En étudiant la suite (u, (2"*'n)) ..
converge pas uniformément sur R.

4. Soit ¢ :[-1,1] - R la fonction définie par :

montrer que (u,),>; nNe

©(0)=0 et, pour tout x € [-1,1]\ {0}, p(x)= S,nl ——.

Justifier que ¢ est bornée sur [—1,1].

5. Démontrer que (u,),>1 converge uniformément sur [—1,1].
Cela se généralise-t-il & [—a,a] avec a>07?
Indlication : on pourra utiliser la fonction .

130 ccinp 2019
Pour tout n € IN et tout x €[0,2], on pose
fa(x)=n%x(1—x)" + Arcsin(x —1).
1. Déterminer le domaine D de convergence simple de la suite

de fonctions (fy,)nen-

2. Soit « €10, 1[. Etudier la convergence uniforme sur [¢,2—a] de
la suite de fonctions (fy,)nen-

3. Etudier la convergence uniforme de (f;, ), Sur [0, 1] par deux
méthodes différentes :

= en étudiant les variations de f,,—f sur[0,1].0U f = nlier(>o fu:

1
= en calculant ngﬂnoojo fu(t)dt.

131 CCINP 2019 Pour tout n € IN* et tout ¢ < [0,1], on pose

gn(t)=¢e' (l—l)n.

n
1. Soit n e IN*,

t
a) Montrer que pour tout ¢ €[0,1], g, (#)| < %.

b) Montrer que pour tout r €[0,1],
n
«'=(1-3)
n

2. Pour tout n € IN* et fout x €[0,1], on pose hn(x):f
0

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme

de la suite de fonctions (hy,),>; sur[0,1].

<

t
e
X

gn(t)de.

132 Mines-Telecom 2019

+00
Soit la fonction f:x— >

n=1

Arctan(n x)
n2 '

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
2. Etudier la continuité de f sur D.
3. Etudier la dérivabilité de f sur D.

133 | Mines-Telecom 2019

aﬂ

+00
Soit a €]—1,1[ fixé et la fonction §:x— > )
=0 n+x

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction S.
2. Calculer xhﬂnoo S(x) puis déterminer un équivalent de S au voi-

sinage de +oo.
a 1
L+ o (5)
X x2 x—too\ x2

134 Mines-Telecom 2019 Soit (u,),s, la suite de fonctions

3. Déterminer (a, B) € R? tel que S(x)=

de R vers R définies par

xefnx

Yn=2, VxeR, u,(x)= )

1. Déterminer le domaine D de convergence simple de la série
de fonctions > u,.

nz2

2. Etudier la convergence normale de la série de fonctions

Zun sur D.

nz2

3. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions

>y sur D.

nz2

135| ccinp 2018

(l’z—l)"ﬂ

Soit, pour tout n e IN et tout ¢ €[0,1], f,(t)= P}

1. Montrer que la série de fonctions Zf,, converge simplement
n=0
sur [0,1].
2. Etudier la convergence normale de an sur [0,1].

nz0

3. Etudier la convergence uniforme de an sur [0, 1].

n=0
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4. Donner le développement en série entiére de x — In(1—x). En
+

oo
déduire Zf,,(t) pour fout ¢ €[0,1].
n=0

1 (l’2 _ 1)n+1
5. Soit, pourtoutneNN, u, :J ) dt. Montrer que la série
0

> u, converge.
n=0

1 +00

6. ColculerJ In(2—¢2) dt et en déduire D u,.

0 n=0

136| Mines-Telecom 2018

Pour tout n € IN*, on note f,, la fonction de [0,1] vers R définie
par

d
€|l—,—
n+l n

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de
la série de fonctions > f,.

n=1

137 | ccinp 2018
Soit, pour tout n e N et tout x €[0, 7],
fulx)=cos"(x)sin(x).

1. Etudier les convergences simple et uniforme de la suite de
fonctions (f,)uen Sur [0, 7).

2. Etudier les convergences simple, uniforme et normale de Ia
série de fonctions Z f,, sur [0, 7).

n=0
+00
La fonction § = Z fn est-elle définie sur [0, ] ? Est-elle continue

n=0
sur [0,7]?

138 Mines-Telecom 2018
Soit (fu)n>1 la suite de fonctions de R vers R définies par

VnelN*, VxeR}, fu(x) !

T ntnex
+00
1. Montrer que la fonction f = an est de classe ¢ sur R}.
,
2. Démontrer que f(x)x_:oo e

+00
Mines-Telecom 2018 Soit la fonction f: x — Ze"‘ﬁ.
n=0
1. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.
2. Montrer que f est de classe ¢ sur Dy.
3. Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 0%.

10. Intégrales généralisées, convergence
dominée et intégrales & parameétre

140 cCINP 2022 (Gabriel) couplé avec 61 soit
) +oo Arctan(xt)
F:x ’—’J;) m dr
1. (@) Montrer que F est de classe 6! sur R.
(b) Déterminer F.

T
2

Arctan(x tan )

2. Soit G:x—
tan 6

dg. Déterminer le domaine de
définition de G.

3. Trouver une relation entre F et G.

T

4, En déduire f

0
—d6
o tan6

141 CCINP 2021 (Théo)

Soit f:[0,+00[— IR une fonction continue n-périodique telle que
K

f(x)dx=0.
0

” +00
Soit n e IN* et u, = f flx)e™/"dx et v, = f fx)e/" dx.
0 0

1. Justifier I'existence de u,, et v,.

2. Montrer qu'il existe (a,, )k, nenxn+ telle que pour tout n € IN*,

+00

v, = u,S, ous, =Zak,,,.
k=0

3. Montrer que §,, ~ %

4. Montrer que u,, ——0.

n—-+00

5. Etudier la limite de (vy).

142 | ccinp 2021 (Pierre-Louis et Eléonore)

+00 sy .
t

Soit F(x):f %dt

0

1. Montrer que F est continue sur R}.
2. Montrer que F est dérivable sur R} .

3. Calculer F’ puis en déduire F.

143 | Mines-Telecom 2019

Soit @ e R. Etudier la nature de I'intégrale

+00
J xIn(x +e**) dx.
0

144 | ccinp 2019

+00

dr
Pour tout n € N*, on pose I, = _
" POSE In JO A+ )

1. Montrer que pour tout n € IN*, I,, existe.
2. Montrer que la suite (I,,),> est décroissante et converge.
3. Soit n € N*, Déterminer une relation de récurrence entre I, et

In+1-

1
(1+4)""
Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;,),s1
sur [0,+o9].

La suite de fonctions (f;,),>1 converge-t-elle uniformément sur
[0,+00[?

4. Pour tout n e IN* et tout ¢ €[0,+o00[, on pose f,(t)=

5. Calculer la limite de la suite (1,,),,»1 €n appliquant le théoreme
de convergence dominée.

Préparation aux Oraux - page 14



145 | ccinp 2019

*° sin(rx)et
Soit la fonction f: x—»f — dr.
0

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
2. Démontrer que f est de classe 4! sur D.

3. Calculer explicitement f/(x) pour tout x € D.

4. En déduire f(x) pour tout x € D.

146 | cciNp 2019

Soitf les fonctions

x 2
f:x~—>(J e’ dt)
0

b o—x?(1+12)
g:x~—>J —— dt.
0

et

1+1¢2

1. Montrer que f est de classe ¢! sur R et calculer f/(x) pour
tfout x eR.

2. Montrer que g est de classe ¢! sur R et calculer g’(x) pour
tout x e R.

3. Montrer que pour tout x € R, f’(x)+g’(x)=0.
4. En déduire que pour fout x e R, f(x)= %— g(x).

+00 +0o

5. Démontrer que f e~ dr converge et colculerf e dr.
0 0
147 | ccinp 2019
+oo xp+l
Soit p € N. Pour tout n €N, on pose S, :f e e dx
. _
1. Montrer que pour tout n €N, S, existe.
+00
x%e ¥ dx.

2. Soit (a, b) € IN x IN*, On pose I'(a, b):f
0
a) Justifier I'existence de I'(a, b).

b) Calculer I'(a, b) sachant que pour tout n€ N,

+0oQo
f t"e tdt=n!
0

3. Montrer que pour tout n € IN*,

SIS |
So=(p+1) e +S,.

k=1
En déduire que (S,),ev COnverge.

+0o0 xp+1 +00 1
4. Mont ——dx= 1! .
on rerqueL e dx=(p+ );k!’”

148 | Mines-Telecom 2019

Soit (a, b) € (R% ).

a—1 +00
sous la forme Z u,(t).

n=0

. t
1. Soit ¢ €]0,1]. Ecrire
1+1tb
1
2. Etudier la nature de la série Z |, () dt.
n=0J0
a—1

dr et démontrer

1
t
3. Justifier I'existence de f que

o 1+1?P
1 — +00
tal —1)"
dt:E 1) .
o 1+1P a+nb

n=0

149 | ccinp 2018

1. Justifier, pour tout n € IN*, I'existence de

+00 dx
I,= .
" J; (1+x3)n

2. Montrer que la suite (I,,),,>; converge et déterminer sa limite.

3. La série Z(_l)klk converge-t-elle? Si fel est le cas, calculer

k>1
+00

150| Mines-Telecom 2018

+0o

B 1
Etudier la nature de J ln(1+ ;) dx et si elle converge, cal-

0
culer cette intégrale.

+oo sin3(x)

x2

151 Mines-Telecom 2018 Soit I:f dx.

0

1. Justifier que l'intégrale I est convergente.
3x .
sin(t)

. dt est de classe 4!

2. Montrer que la fonction g : x —

sur R* et calculer sa dérivée.
3. Déterminer xginoog(x) et J}Lr{)l+g(x).

4. En déduire la valeur de 1.

152 | Mines-Telecom 2018 Pour tout n e N et fout x € [0,1], 0n
pose fu(x)=x"(1—vx).

1
1. Soit neIN. Colculerf fu(x)dx.
0

+00 1
2. En dédui —_—
n déduire nZ:;) e T3)

153 | 1PE (Mines-Telecom) 2018

+0oo +00 1
Soit x €]1,+o0[. On pose F(x):f t* et dr et ¢(x)= Z e
0 n=1

x—1

+00
Justifier I'existence de l'intégrale f dr et montrer que
0

OO a1
J dt =T(x){(x).
0

el —1

el —1

154 | cciINP2018 soit f : R, — R une fonction de classe €. On

suppose que les fonctions ¢ — 2 f(t)? et t — f(t)? sont intégrables
sur R,.

1. Montrer que la fonction ¢ — ¢ f(¢)f’(¢) est intégrable sur R.,.
2. Montrer que pour fout x e R,

X

xf(x)? =f f(t)zdt+2f tf()f(¢)de.
0 0

3. Montrer que la fonction ¢ — f(¢)? est intégrable sur R, et que

2
A=

4. En déduire que

+00 2 +00 +00
U f(t)zdt) <4U tzf(t)zdt)(J f’(t)zdt).
0 0 0
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155 | ccinp 2018

1. Enoncer le théoréme de convergence dominée.

n

t n
2. Calculer lim f (14_,) o2t dr,
n—+0Q0 0 n

3. A I'cide du théoréme de caractérisation séquentielle de la
continuité et du théoreme de convergence dominée, dé-
montrer le théoréme de continuité d'une fonction définie par
une intégrale & parameétre.

156| Mines-Telecom 2018

Soit I:ffl n(sin(z))dt et J= f ’ In(cos(t))dt.
0 0

1. Justifier I'existence de 1.

2. Montrerque I=].

7in(2)

3. Montrerque I+ J=1— et en déduire I.

11. Séries entieres

187 | ccine
1
Soit (d,),en la suite définie par dy =1, d; = 3 et, pourtout n>2:

n 1 0 0

n+1 Vn+i

1 n—1

vn+1 n

dn: 0 0

2 1
3 V3

0 0o —— !
V3 2

1. Calculer d, et ds.
2. Montrer que pour tout n>2,

(n+1)d, =nd,_1+d,_».

3. Montrer que pour tout n e N*, |d,,| < 1.
Que peut-on en déduire sur le rayon de convergence R de
la série entiere > d, x" ?
nz0

+00
4, Soit S:x— z d,x™. Montrer que pour tout x €]—R,R[,
n=0

(1—x)S"(x)—xS(x)=

1—e™*

5. En déduire que pour fout x €]—1,1[, S(x) = T

6. Déterminer d,, pour fout n e IN.

158 ccinp

Arcsin(x)
Vi—xZ '
1. Donner I’'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est solution sur ]—1,1[ d’une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 1.

3. Déterminer le développement en série entiere de f sur]—1,1].

4. En déduire le développement en série entiére de la fonction
g: x — Arcsin®(x) sur ]—1,1[.

Soit la fonction f: x —

159 CCINP soit ia fonction fix— > In(n)x"
n=2

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére

Zln(n)x”

nz2

2. Montrer que pour tout x €]—R, R|[,

+00
1
=> (1)
n=2 n

n
n ) J ﬂ,don—
—1 t

n—1

3. Soit x €[0,1].
En remarquant que pour tout n > 2, ln(

ner un encadrement de (x —1)f(x).
4. Déterminer un équivalent de f en R™.

Mines-Telecom 2018

1. Donner le développement en série entiére de la fonction
Arctan.

2. Exprimer, pour fout x € ]7

(1/> 1)2i'l+1
2n+1 '

E, %[ tan(2x) en fonction de tan(x).

3. Montrer que 7= 82

4. Soit N € IN. Donner une majoration de I'erreur commise lors-
qu’on approche « par la somme partielle :

Sy = sz

1/~ 1)2n+1
2n+1

_ ' . e 1 .
161 cCINP 2017 soit la fonction f.x_);mn(ﬁ)x .

1. De’rermlner le rayon de convergence de la série entiere
Zsm( )«

. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f.
. Montrer que f est continue sur Dy.
. Déterminer linl1 f(x)

x—1-

a N W N

. Démontrer que (1—x)f(x)——0.

x—1-

162 CCINP 2017 Soit n e N la suite définie par uy = u; = 1 ef,
pour tout entier n > 2,
Up = Up_1+2Uy_p+(—1)".

1. Montrer que pour fout neN, u, >1.

2. Montrer que (u,),cn €St croissante puis que pour tout n € IN,
u, <4,

3. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére
Z u, x" est strictement positif.

nz0
+00
4. Soit f:x»—>z upx"
n=0

11
Calculer f(x) pour’roufxe] 7 4[

5. Exprimer, pour fout ne N, u,, en fonction de n.

Indication : on pourra décomposer en éléments simples la
X2+X+1

fraction rationnelle —————— .
(1+X)2(1—2X)
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163 | Mines-Telecom 2017

1

Pour tout n €N, on pose a,, =f x"In(1—x)dx.
0

1. Justifier, pour tout n € N, I'existence de a,,.
2. Montrer que la suite (a,),en converge et calculer sa limite. h
3. Montrer que la série > a, diverge.
n=0
1
n+l’
5. Déterminer le rayon de convergence R de la série entfiére
Zanx” puis exprimer sa somme 4 |I'aide d’une infégrale.

nz0

4. Montrer que pour tout n e IN*, (n+1)a,, —na,_; =—

164 | 1PE (Mines-Telecom) 2017

=" x
nn—1)

n

+00
Soit la fonction f:x— >
n=2

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére
="
n—1)

x".

n=2 n(
2. Calculer f(x) pour tout x €]—R, R[.
3. Etudier f en R et —R (existence et valeur).

12. Equations différentielles

165 | Mines-Telecom 2024 (Enio) Trouver foutes les fonc-
tions définies et dérivables sur R telles que

VxeR, f'(x)=f(1—x).

166 | Mines-Telecom 2022 (Guillaume) soit n > 2 un entier

naturel.
1. Résoudre I’'équation y” + y =sin(nt).

2. On suppose que la série Za,, converge absolument.

n=2
+00

Résoudre I'équation y” +y = Z ansin(nt).

n=2
167 CCINP 2019 Reésoudre le systéme différentiel

x'=x+2y—z
(8){ y'=2x+4y-2z
Z/=—x—-2y+z.

168 | CCINP 2019 soit £ = ©¢°°(R,R) et u € E. Pour foute fonc-

tion fe E,onpose L,(f)=f"+uf.
1. Montrer que L, est un endomorphisme de E.
2. Calculer (L, o L,)(f) pour foute fonction f € E.

3. Justifier que I’ensemble des fonctions de R vers R solutions de
I’équation différentielle

y’+2xy’ +(x*+1)y=0

estinclus dans E.
4. Résoudre I'équation différentielle

y'+2xy’ +(x*+1)y=0.

169 | 1PE (Mines-Telecom) 2019

Déterminer toutes les fonctions f de R vers R, deux fois déri-
vables sur R, vérifiant

VxeR, f’(x)+ f(—x)=x.

170 Mines-Telecom 2019

1. Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle
(E):y"+y=e"V7,
Indication : on pourra exprimer chaque solution de (E) & I’aide
d’une intégrale.

2. Montrer qu’une seule des solutions de (E) admet une limite
finie en +o0.

Exprimer cette solution & I'aide d’une intégrale et donner sa
limite en +oo0.

171| cciNp2018

Soit F I'ensemble des fonctions f de R vers R vérifiant
(H1) f est deux fois dérivable sur R ;
(H2) f nes’annule pas sur R;

(H3) pourtout (x,y)eRZ, f(x+y)+ f(x—y)=2f(x)f(¥).

1. Soit f € F. Démontrer qu’il existe k € R tel que pour tout x € R,
f(x)+kf(x)=0.

2. Déterminer F.

172 | cciNnp 2018

x3n
3n)"

Soit, pour tout n €N et tout x e R, u,(x)=

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére

x3n
2 G

n=0

+00
2. Montrer que S = Z u, est solution d’une équation différen-

n=0
fiele de la forme y” +ay’+ by = f(x), oU a, b sont deux
nombres réels et f est une fonction que I'on précisera.

3. Résoudre (E) et en déduire S.

173 CCINP 2018 Résoudre I'équation différentielle

cos(x)y’ —sin(x)y =cos’(x) (E)

T .
sur [0, E[ puis sur [0, 7t].

174 | ccinp 2017
Soit I'équation différentielle (E): xy” +2y’+xy =0.

1. Résoudre (E) sur R*. Indication : on pourra commencer par
rechercher foutes les solutions de (E) développables en série
entiére sur un voisinage de 0.

2. Résoudre (E) sur RR.

Préparation aux Oraux - page 17



13. Calcul différentiel

175| Mines Telecom 2022 (Maryam)

1. Résoudre sur 10,+00[, ty’'—y =—1.

2. Soit (x, y) €]0,+oo[xR. Exprimer r et 6 en fonction de x et y en
coordonnées polaires.

3. En posant x =rcosf et y =rcosf, montrer que résoudre

of of _
1+xﬂ(x,y)+y5(x,y)—f(x>y)—0 (E)

avec g(r,0)= f(rcos@, rsinf) revient & résoudre

2
1+ra—§(r,9)—g(r,0)=0

4. Terminer la résolutfion de I'équation aux dérivées partielles (E).

176

TPE (Mines-Telecom)

RS — R
Soit la fonction f: (x,7) Xy
' A+x)(1+y)x+y)
Démontrer que f admet un maximum global sur R* et le déter-
miner.
177 | ccine

Soit f I'application de R? vers R définie par f(0,0) = 0 et
Y(x,y)eR?\{(0,0)}, f(x,y)=

Xy . 1

Vaz+ty? Sm( «/x2+y2)'

1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Soit 8 €]—n,t]. On pose ug =(cos(H),sin(0)).
En discutant selon la valeur 6, étudier I’existence de la dérivée
de f en(0,0) selon uy.

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles premiéres en
0,0)?

%(x,y) pour fout (x, y) e R?\ {(0,0)}.

La fonction f admet-elle des dérivées partielles du second
ordre en (0,0)?

4. Calculer

178 | ccinp 2019

Soit n.e IN*, On munit R” du produit scalaire canonique (, ).

Soit f un endomorphisme symétrique de R", dont toutes les va-
leurs propres sont strictement positives.

Soit u un vercteur fixé de R” et g I'application de R” vers R
définie par

VxR, g(x)= 5 (/0x), %)~ {u, %)

1. Montrer que pour tout he R", (f(h),h)>0.

2. Montrer que g est différentiable sur R” et déterminer la diffé-
rentielle de g en tout point de R”.

3. Montrer que g admet sur R” un unigue point critique a et que
a=f"Yu).

4. Montrer que g admet un extremum global en a.

Indication : on pourra étudier le signe de I’application
h—gla+h)—g(a)

179 | 1PE (Mines-Telecom) 2019

Soit f I'application de [0,1]* vers R définie par f(1,1) = 0 et
xy(1—x)1—y)

V(x,y)€[0,1P\{(1, 1)}, f(x,y)= ﬁ

1. Montrer que f est continue sur [0,1]%.

2. Justifier que f admet un maximum sur [0,1]%, puis déterminer
ce maximum ainsi que tout point en lequel il est atteint.

180 CCINP 2019 soit 7:(x, y)— x2+ (32 =y .

Déterminer les extremums de f ainsi que tous les points en les-
quels ces extremums sont atteints.

181

par

CCINP 2019 soit f I'application de R* x R vers R définie

V(x,y)e R xR, f(x,y)=x(In*(x)+y?).

1. Déterminer les points critiques de f.

2. Déterminer les extremums locaux de f. La fonction f admet-
elle des extremums globaux ?

3. Soit (a,b)e R* xR ef . la surface de R3 d’équation z = f(x, ).
Donner I'équation du plan affine tangent & & au point
(a,b, f(a,Db)).

Quelle est I'équation du plan affine tangent & & au point
(1,0, f(1,0)?

4. Exprimer la différentielle de f au point (1,1).

182 | ccinp 2018

Soit I'ouvert Q={(r,0)eR? | r >0 et 0 €]—m,n[}.

— RR?

s , . ) Q
On considére I'application ¢ : (n0) — (rcos(0),rsin(d)).

1. Prouver que ¢ établit une bijection de Q sur un ouvert U de
R? que I'on précisera.

2. Soit f: U — R une fonction de classe 6! et F=fop.
Ainsi, pour tout (r,0) € Q. F(r,0) = f(x,y) oU x = rcos(8) et
y =rsin(6).
Donner les dérivées partielles de F en fonction de celles de
f.

3. Déterminer toutes les fonctions f : U — R de classe ¢! vérifiant

af af x

V(x,y)eU, xa(x,y)ﬂ/ﬂ(x,y): ﬁ

183 1PE (Mines-Telecom) 2017

R2 — R

Soit la fonction f : (x,y) — xytio2x—yp.

Déterminer les extremnums locaux de la fonction f.

184 1PE (Mines-Telecom) 2017

R? — R

Soit la fonction f : (x,y) — xi+y3-3y—2

Déterminer les extremums locaux et globaux de la fonction f.

14. Probabilités

185 Mines Telecom 2024 (Melvyn)

On lance 1000 fois un dé équilibré a 6 faces.
Montrer que la probabilité que la moyenne des lancers soit su-
périeure ou égale & 4 est inférieure & 2%.
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186 ENSEA 2024 (Mickaél)

Des clients appellent une société. Chaque appel peut étre
traité en retard avec une probabilité de T
1. Un client appelle 4 fois. On note X la variable aléatoire du
nomibre d’appels fraités en retard.
(a) Donner la loi, I'espérance et la variance de X.
(b) Calculer P(X >1).

2. On suppose que le nombre Y d’appel regus suit une loi de
Poisson de paramétre m et on note Z la variable aléatoire du
nomibre d’appels fraités en retard.

(a) Calculer P(Z=k | Y =n).
(b) Calculer P(Z=k, Y =n).
(c) Déterminerlaloi de Z.

187 | Mines Telecom 2024 (Enio)

Soit X; et X, des variables aléatoires indépendantes suivant une
méme loi.

Soit Y indépendante de X; et X, telle que Y(Q) = {—1,1} et
P(Y=1)=p€lo,1].

(X1 X
On pose M—(YXZ X1)'

1
1. On suppose que (X; +1) ~ %(5). Calculer la probabilité que
M soit inversible.

2. On suppose que X; ~ 2 (A) ou A € R. Calculer la probabilité
que M soit diagonalisable.

188 ccinp 2022 (Perrine) couplé avec 36 - posé
aussi & Mines-Ponts en 2023

n
Soit p €l0,1[, n € N*, Xy,..., X, des vaiid de loi #(p), $ = > X,
k=1

X1
U=( : ),A=U><UT.
Xn
1. Calculer A puis A%, En déduire un polyndme annulateur de A.
A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer la loi de trA. Que valent son espérance et sa va-
riance ?
Quelle est la probabilité que A soit une matrice de projec-
fion?
3. Déterminer la loi de rgA.

Quelle est la probabilité que A ait au moins deux valeurs
propres distinctes ?

189 | ccINP 2021 (Mariette)

On considére un arbre dont N représente le nombre de fleurs
& chaque saison. N + 1 suit une loi géométrique de parametre
p=0,1.

La probabilité pour qu’une fleur devienne un fruit est de 2/3 et
la probabilité pour gu’un fruit parvienne & maturation est de 3/4.

1. Calculer la probabilité d’avoir, & partir d’une fleur, un fruit qui
arrive & maturation.
Calculer P(N = n).
Combien de fleurs y a-t-il en moyenne chaque saison sur
I"arbre ?
+00 n . xk
2. Montrer que ;k(k)x = e

3. Calculer P(M = k) oU M est le nombre de fruits arrivés & matu-
ration.

190 Mines Telecom 2021 (Marcelin)

Soient n €N, a e N*.
On dispose de n urnes dans lesquelles sont réparties na boules
de maniére aléatoire et indépendante.

n

e , ) Y,
On définit v, le nombre d’urnes vides, et S, = "

1. Calculer E(Y,), puis lim IE(Y,).
n—+00

On pourra définir, pour tout i € [1, n], X; la variable de Bernoulli
qui vaut 1 si et seulement si l’'urne numeéro i est vide.

2. Calculer E(S,) et V(S,).

191

Mines Telecom 2021 (Amaury)
Soit, pour n e N*, p(n)=|{k €[1,n], kAn=1}|.

N
On écritla décomposition primaire de n : n=] | pf"
i=1
On tire aléatoirement k dans [1, n].
On note A l'événement «le nombre tiré est premier avec n » et,
pourtoutientre 1 et N, A; I'événement «le nombre tiré est divisible
par p; ».

1. Donner un espace probabilisé décrivant I'expérience.

2. Exprimer IP(A) en fonction de ¢(n) et n.

3. Montrer que P(A;)= pi
i

4. Montrer que la famille (A;),<;<ny €st une famille d’événements
mutuellement indépendants.

5. En déduire une expression de ¢(n) & I'aide de n et des p;.

192 ccinp 2021 (Patrick) soit x,v,Z trois variables aléa-

toires mutuellement indépendantes suivant une loi géométrique
de méme parameétre p €]0,1[.

1. Déterminer P(X = Y).
P(X<Y)>1.

En déduire P(X < Y) puis que

2. Déterminerlaloide X +Y.

3. Calculer P(Z > n) pour n € IN*,
En déduire P(Z> X +7Y).

193 | ccinP 2019

Soit X une variable aléatoire discrete sur un espace probabilisé
(Q,.«/,P).

On suppose que X () c IN* et que pour tout n e IN*, P(X > n) > 0.

On appelle taux de panne de X la suite (x,),>1 définie par

VnelN*, x,=P(X =n|X>n).

1. Soit Y une variable aléatoire sur (Q,.<7,P) telle que Y(Q) c IN*

etVYnelN*, P(Y =n)= O

a) Montrer que I'on définit bien ainsi une loi de probabilité.

b) Calculer le faux de panne (y,),>1 de Y.

—

e
2. Montrer que pour tout n>2, P(X > n)=| |(1—xi).

1
n) en fonction de

-
I

3. En déduire, pour tout n > 2,
X1yeeory Xp—1,Xp.

P(X =

4. Déterminer foutes les lois de probabilités pour lesquelles le
taux de panne est constant,
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194 | ccinp 2019

1. Soit n € IN*, Une urne contient n boules blanches et n boules
noires indiscernables les unes des autres. On tire n boules si-
multanément.

a) Quel est le nombre de tirages possibles ?

2n LA
b) Montrer que = .
 wonter e (713 ]

2. Une puce se déplace sur une droite. Elle effectue des sauts
de méme amplitude, & intervalles de temps successifs €gaux.
Elle se déplace dans les deux sens avec la méme probabilité.
Pour tout n € IN*, on note ¢, la probabilité qu’elle se frouve a
I'origine O (sa position initiale) apres le n-ieme saut.

a) Calculer ¢y,,; et ¢, pour tout n e IN*.
b) Déterminer un équivalent de ¢,, & I'aide de la formule
de Stirling.
En déduire lim c,,.
n—+0Qo
Interpréter ce résultat.

3. Lapuce se déplace désormais dans un plan. Elle effectue des
sauts de méme amplitude, & intervalles de temps successifs
égaux. Elle se déplace dans les quatre sens (gauche, droite,
haut et bas) avec la méme probabilité. Pour tout n € IN*, on
note d,, la probabilité qu’elle se frouve & I'origine O (sa posi-
tion initiale) apres le n-ieme saut.

a) Calculer d,,_; et d,, pour tout n € IN*.
b) Déterminer un équivalent de d,,,.
En déduire lim d,,.
n—+0o0o

Interpréter ce résultat.

195 | ccinp 2019

Soit p €]0,1[. Soit (X,),>; une suite de variables aléatoires dis-
crétes mutuellement indépendantes. On suppose que pour tout
n € IN*, X,, suit la loi de Bernoulli 8(p). Pour tout n € IN*, on pose
Y, =X Xns1.

1. Soit n € N*. Déterminer la loi de probabilité de Y,. En déduire

E(Y,) et V(Y,).

2. Soit (i, j) e (IN*)* fel que i # j. Calculer Cov(Y;, Y;).

La suite (V;,),,» est-elle une suite de variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes ?

3. Soit n € IN*. Déterminer |I'espérance et la variance de
n
S,, ZZYk.
k=1

N
4, Pour tout n € IN*, on pose Z, = ;”
Montrer que pour fout a e R%, P(|Z, —p?|> a)——0.

n—+00

196 Mines-Telecom 2018

Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes sur un espace probabilisé (22, .</,IP), telles que pour fout

nelN*, X,(Q)={-1,1} et P(X,, =—1)=P(X,, = 1).
n n
1
Pour tout n € IN*, on pose §,, :Zxk, Y,=-(1+X,)etz, :Z Y.
k=1 2 k=1

1. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Y,,.
2. Déterminer, pour tfout n € IN*, la loi de Z,,.
3. Déterminer, pour tout n € N*, la loi de S,,.
4. Soit (d, t)e R% x[1,+00[. Déterminer la variance de d§;|.

197 | ccinp 2018

Soit neIN\{0,1}, p€10,1[, g =1—p et (A, ) €]0,1[%.
On pose Q =[1,n+1] et on note P, P, les deux applications
définies sur Q par

= pour tout k[[1,n], Py(k)=pg* et Pi(n+1)=2A;

= P,(1)=0, pour tout k € [2, n], Pa(k)=(k—1)p2g*2 et Po(n+1)=p.

1. Déterminer A et u pour que P, et P, définissent une loi de
probabilité sur Q.

2. Soit (a, b) € (IN*)?. Une urne contient a boules blanches et b
boules noires. On effectue n firages successifs avec remise.
On note X et Y les variables aléatoires respectivement égales
au rang du premier tirage d’une boule blanche et au rang
du deuxiéme tirage d’une boule blanche. Si aucune boule
blanche n’est firée, X prend la valeur n + 1, et si une seule
boule blanche est tirée, Y prend la valeur n+1.

a) Déterminer les lois de probabilité de X et Y.
b) Calculer I'espérance de X.

]98 Mines-Telecom 2017

Soit p €]0,1[. Soit (U;);>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes définies sur un espace probabilisé (,.</, P).

On suppose que pour tout i € IN*, U; suit la loi géométrique de
paramétre p.

Soit n € N*, Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-

n
toire T,=>_U;.
i=1

iz
Indication : on pourra utiliser la fonction génératrice de T,,.

199 | ccinp 2018

Soit p €]0,1[. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires in-
dépendantes sur un espace probabilisé (,.<7,P) suivant toutes
la loi géométrique de parameétre p. Pour tout n € IN*, on pose
Y, = min X;.

1<i<n

1. Soit n € IN*.

a) Calculer P(Y, > k) pour tout k€ IN.

b) Déterminer la loi de Y, la reconnaitre puis donner E(Y,)
et V(Y,).

2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (€, .«7, IP) & valeurs dans
N.

a) Montrer que Z admet une espérance si et seulement si

la série Z]P(Z > k) converge.
>0

b) Montfrer que si Z admet une espérance, alors
+00
E(Z)= Z P(Z > k).
k=0

c) Retrouver, pour tout n € IN*, I'espérance de Y,,.

200 ccINp2017

Soit  X31,X12,X21,X2, Quatre variables aléatoires discrétes
mutuellement indépendantes définies sur un espace pro-
babilisé (Q,7,P). On suppose que pour fout (i,j) € {1,2}%,

1 1 (X, X
]P(Xi_j=1)=IP(Xi,j=—1)=§.On pose Mz—( Xz,z)'
1. a) Calculer E(det(M)).

V2 \ X271
b) Justifier que les variables aléatoires det(M) et —det(M)
suivent la méme loi.
c) Calculer V (det(M)).

2. a) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice or-
thogonale.

b) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice inver-
sible.

c) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice dia-
gonalisable.
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