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481, ** On étudic un groupe de cellules. A I'instant initial, n = 0, il y en a une. A chaque
instant, chaque cellule peut de fagon équiprobable : mourir, rester telle quelle est, se diviser
en 2, se diviser en 3. Calculer la probabilité que le groupe disparaisse.

482. ** Sojentp € 10, 1], (X )nen une suite de variables aléatoires définie par Xy = Qet,
pourn € N, X1 = X, + 1 avec une probabilité p et X,,..; = 0 avec probabilité 1 - p.
Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

483. Soit £ un ensemble. On dit que M C P(£2) est une classe monotone si elle vérifie :
Qe M, (i) M est stable par union croissante,

(iiiysi A,Bc MetB C A alos A\ Be M.

a) Montrer qu’une intersection de classes monotones est une classe monotone.

b) Montrer qu’une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

¢) Soit C C P(Q) stable par intersection finie. Montrer que la classe monotone D engendrée
par C {c’est-a-dire la plus petite classe monotone contenant C') est une tribu.
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Algébre

1) L3
484. Soitn € N\ {0, 1}. Calculer Sy, = (;,;) (=8 et T =3 (;;)
k=0

k=0
485. Soient {ai,...,a,),(b1,...,b,) € R". Montrer que 1'application définie sur I'en-
n
semble des permutations de [[1, n] par f(o) = Z a;bg(;) admet un minimum et un maximum
i=1

a expliciter.

486. On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler.
a) Calculer ¢(7) et ¢(37044).

b) Montrer que : Vn € N*, o{n) nln?2

> = .
“Inn+1n2

487, Soient a et b dans N*, Montrer que @ A b = 1 si et seulement si, pour tout n 32 ab, il
existe u,v € Ntels que au + bv = n,

488. Pour n € N, soit F,, = 27" 11,

a) Montrer que, si m el n sont deux entiers naturels distincts, Fj,, A F,, = 1.

b) Retrouver & 'aide de la question précédente que I'ensemble des nombres premiers est
infint,

489. Soit n € N*, Déterminer et dénombrer les sous-groupes de Z/nZ.

490. Soit G un groupe fini non réduit & I’élément neutre et tel que : Vg € G, g% = e.
a) Montrer que G est abélien.
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b) Soit H un sous-groupe strict de G et o € G\ H. Montrer que H U aH est un sous groupe
de (¢ et que I’union est disjointe.

¢) Montrer que le cardinal de (7 est une puissance de 2.

d) Calculer le produit des éléments de G,

491, Soient G un groupe fini et © = G? que "on munit de la probabilité uniforme.
Onpose:C ={(z,y) €G*; ay=yz}etp = PB(C).

a) Montrer que p > 0. Que diresip =17

Dans la suite, on suppose que (7 n’est pas commutatif,

b) Calculer p lorsque G' = S3 puis lorsque G = Sy.

¢) On définit la relation ~sur G par 1z ~ y <= Jg € G,z = gyg~'. Montrer que ~ est
une relation d’équivalence.

d) On note s le nombre de classes d’équivalence. Montrer que : p = :

card G

492, Soit G un groupe abélien. Soient @ et b deux entiers naturels non nuls premiers entre
eux, et z € G d'ordre a et y € G d’ordre b. Montrer que zy est d’ordre ab.

493. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne - associative, telle qu’il existe
¢ € G vérifiant ze = x pour tout z € G, et, pour tout z € G, il existe 2’ € G tel que z2’ = .
Montrer que (G, -) est un groupe.

n
494. Soit or = ¢ un nombre complexe de module 1. Calculer M " +a™).
k=0 °

495. Soit n unentier > 2. Onpose @ = 1 +2X + .. +nX"™ 1, Calculer H Q(¢), o0 U,

Cel,
désigne le groupe des racines n-itmes de 1'unité.

496. Soient m € N*, z; << 23 < -+ < &,,, des nombres réels, aq,. .., a, des éléments de

m
N*et P = H (X — ). Quel est le nombre de racines réelles distinctes de P9
k=1 |

497. a) Soitn € N. Montrer qu’il existe un unique polyndme P, € Z[X] tel que

Ve R, P, (w+ —1-) =z" +i.
x Al

b) Soit a € Q tel que cos(an) € Q. Montrer que 2 cos{ar) € Z.

n
498. Soient 0 < ag < - < an, P =Y apX et Q = (X ~ 1)P.
k=0
@) Solentp = 2etz, ...,z € C*tels que |z ++ + 2, = 21|+ -+ |2,!. Montrer qu'il
existe A € R tel que, pour tout k € [1,p], 2 = Az,
b) Justifier que, pour tout z € C, |Q(2)| < Q(|2}).
¢} Montrer que les racines de P sont de module strictement inférieur 3 1,
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499. Soit K un sous-corps de C. Déterminer les P ¢ C[X] tel que P(K) C K.

500. Soit P € C[X].

a} A quelle condition a-t-on PCY=C?
b) A quelle condition a-t-on P(R) = R?
¢) A quelle condition a-t-on P(Q) = Q?

501, Soit P € R[X] un polyndme non constant. On note r* (P) le nombre de racines de P
dans R** et N(P) le nombre de coefficients non nuls de P.

a) Quedirede Psi N(P) = 17si N(P} =2?

b) Montrer que : vt (P) < rH(P') + 1.

¢) On suppose que P(0) = 0. Montrer que : 7 {(P) < r™(P').

d) Montrer que : vt (P} ¢ N(P) - 1.

e) Soitn € N. Soient 0 < 21 < «++ < xp desréels et 0 < py < -+ p, des enticrs. Montrer
gue : det ("Efj)lgi,jsn > 0.

502, Soit P un polynéme 2 coefficients complexes.

a) Donner la décomposition en éléments simples de P/ P.

b) Montrer que P'enveloppe convexe des racines de P’ est incluse dans I’enveloppe convexe
des racines de P. Que dire si P est un polyndme & coefficients réels scindé dans R ?

¢) Montrer que si un demi-plan fermé H contient une racine de P’ alors H contient une
racine de P.

a b ¢
503. a) Soient a,b,c € Z premiers entre eux, montrer que A = | 2¢ a b | est inver
20 2¢ a

sible.
b) On pose a = 2173, Soit (a,b,c) € Q3 tel que a + bex + ca® = 0.
Montrerque a = b =c¢c =10

504. Soient F un K-espace vectoriel et u € L(E).

a) Onsuppose que E est de dimension finie. Montrer que les propriétés suivantes sont équi-
valentes : (i) Keru = Keru?; (i)Imu = Imw®; (i) Keru @ Imu = E.

b) En dimension infinie, donner des contre-exemples.

¢) En dimension finie ou infinie, montrer que : (iii) <= ((i) et (ii)) .

505. Soit f € L(R?) tel que f2 = 0. Montrer que, si " est un plan vectoriel de R® stable
par f,onalm(f) C F.

506. Soit ¢ une forme linéaire sur M,, (K). Montrer qu'il existe A € M, (K) telle que ¢ =
M tr(AM). En déduire que tout hyperplan de M, (K) contient une matrice inversible.

507, Soient E un espace vectotiel de dimension n > 2, p1,...,p, € L(E) \ {0} tels que :

Yi, j, pi o pj = &; ;pi. Montrer que les p; sont de rang | et que F = @ Iin(p;).

i=1
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508. Soient E et I deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

a) Soient u € L(E,F)etv € L(F,E) tels que uvu = u et vuv = v. Montrer que
E = Ker(u) @ Im(v).

b) Soientwu € L(E, F), Ey un supplémentaire de Ker v dans E, F; un supplémentaire de
Im(u) dans F. Montrer qu'il existe un unique v € £(F, E) tel que Kerv = Fy, Imv = E;,
wUU = U et VUY = V.

509. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finje. Soient u,v € £(E).

a) Montrer que : rgu +rgv — dim E € rg(u o v) < min(rgu, rg v).

b) On suppose que u o v = O et u + v € GL{E). Montrer que rgx + rgv = dim £,
Imv =Keru, £ =Keru @ Imu.

510. Soient a,b € C distincts, E' un C-espace vectoriel de dimension finie et v < L{E)
1
(v —bid).

b—a a0
Déterminer p?, ¢%, poq, gopet P + g puis montrer que E = Ker(p) & Ker(g).

vérifiant (1 — aid) o (u — bid) = 0. On pose p =

{u—aid)etg =

511. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, (en)nzo une base
de E. Soit w € L(E) tel que : Vit € N, u(en) = e,41. Soit & I’endomorphisme de L(E) el
que: Yu € L(E), ®(v) = uv — vu.

a) Montrer que ¢ n’est pas injectif et que la dimension de Ker @ est infinie.

b) Soientxp € E etw € L(E). Montrer qu'il existe un unique v € £({E) tel que O(u) = w
et v(eg) = xg.

312. Soient £ un K-espace vectoriel et A une sous-algabre de £(E) telle que les seuls sous-
espaces vectoriels stables par tous les éléments de A sont E et {0}. Montrer que, pour tout
z € E'nonnulettouty € E, il existe u € A tel que u(z) = y.

513. Soient &' un espace vectoriel de dimension n et u € L(E) nilpotent de rang n — 1,
Montrer que u admet exactement n + 1 sous-espaces stables.

514. Soit F' un R-espace vectoriel de dimension finic. Trouver les endomorphismes de E qui
commutent avec tous les automorphismes de E,

515.a) Soientn = 2et B = (bij)1gijgn € Mu(R) 2 coefficients entiers telle que, pour
tout s, b; ; soit impair et, pour tout (¢, §) avec i # 7, b;,; soit pair. Montrer que B est inversible.
b) La propriéié est-elle encore vérifiée lorsqu®on intervertit « pair » et « impair » ?

516. Soit A € M,,(R) telle que A% = . Déterminer une condition nécessaire sur n et A
pour qu’il existe B € M, (R) telle que A == B2,

517, Soient A, B € M, (C) telles que A = B®. On suppose que A est de rang 1. Donner
une relation entre tr A et tr B.

5.18. Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe une matrice I € Mp{R) diagonaie a coeffi-
cients diagonaux éléments de {—1,1} telle que A + D soit inversible.
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519. Scientn e Netxy < a9 < ... < 3, réels. Onnote V = (:Efg_l)lgi,jgn.
a) Calculer le déterminant de la matrice V.

b) Montrer que V est inversible et calculer son inverse,

Ind. On pourra interpréter V comme matrice de passage dans Ry, -1 [X].

520. Soient n € N* et Py, ..., P, € K[X]. Montrer que Ia famille (P, ..., I%,) est libre si
et seulement 8’il exisic ay, ..., a, € Ktels que la matrice (P;(a;)})1g.,j<n s0it inversible.

521. Soient I un K-espace vectoriel et f,g € L{F) telsque : fg — gf = id.

a) Montrer que : VP € K[X], fP(g) - P(g)f = P'(g).

b} Montrer que {(g™)ncn est une famille fibre,

¢} Si E = R[X], donner un exemple de couple (£, g) vérifiant les relations précédentes.

522. Soient n > 2 et E un ensemble & n éléments. On pose N = 2" — lel Ey,..., Ex les
parties non vides de . Soit A = (a;;)1<ijgvy € Ma(R)oba,; =1si E;NE; # 0, et0
sinon. Calculer det A,

523. Soient n € N* et f1, ..., fn des fonctions de R dans R.
Montrer que la famille (fi, ..., f,) est libre si et seulement s’il existe {(x1,...,2,) € R™ tel

que det ((fi{2;))igiign) # 0.

524. Soient £ un C-espace vectoriel et fi, ..., f, des formes linéaires sur E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

D) (f1,..., fp) est libre,

ii} Iapplication ¢ : z — {f1(z), ..., f»(x)) est surjective de E sur C7,

iii) ilexiste T1,..., 2, € E tels que det ((fi(2;) 1<i gp) # 0.

525. Soient A, M € M, (C) avec A inversible et M de rang 1.
a) On suppose que det{A + M) = 0. Que dire de tr (A 'A7)?
) On suppose que det(A + M) # 0. Donner une expression de (A + M) ™1,

I, A

526. Soient A € M, (C)et M = (A I

) . Etudier Pinversibilité de M, et le cas échéant,
déterminer M 1,

527. Soient A, B € M, (R) avec B nilpotente et AB = BA.

a) Montrer que A € GL,,(IR) si et seulement si A + B € GL,,(R).

b) Calculer (A + B)~! quand A est inversible.

528. Soit A ¢ M, (K). Montrer que A% == 0 si et seulement si A est semblable 2 une matrice

I
de la forme (8 J) ot 2r €< n.
529. Pourn € N* s0it P, = X™ — X + 1.
a) i) Montrer que, pour tout n € N*, P, admet au plus une racine réelle.
ii) Donner les racines des P,
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iff} Montrer que les P, sont & racines simples.

r+1 1 1
b} Notons r, r3 et g les racines de P;. Calculer 1 re + 1 i .
1 1 rg+1

530. a) Soient & un K-espace vectoriel de dimension finienetp € [1,n—1). Soitu € L(£)
qui stabilise tous les sous-espaces de dimension p. Montrer que « est une homothétie.

b) Soient A, M € M, (C). On suppose que A n’est pas scalaire et que M commute avec
toutes les matrices semblables 3 A, Que dire de M ?

¢) Méme question pour deux matrices réelles.

531. Soient K un sous-corps de C, 4 et B dans M,,(K). Si A et B sont semblables, montrer
gue Com(A) et Com(B) le sont aussi.

532. Soit A € M, (R). Montrer que, si ¢ € RT, det(A% + ¢1,) 2 0.

533. Soit N € M,,(C) nilpotente, Montrer que G = {P(N), P € C[X] et P(0) = 1} est
un sous-groupe de GL,, ().

534. Soient n > 2et A, B € M,,(C) non inversibles telles que (AB)" =0,

a) Montrer que {BA)"* = 0.

b) On suppose que (AB)" ™! £ Det (BA)"™! 0.

Montrer que, pour tout k € [1, n], Ker((AB)*) = Ker(B) et Ker((BA)*) = Ker(A).
¢) Conclure. .

535, * Soientn > 2et 4 € M, (C) non nulle et non inversible.

a) Montrer qu’il existe p € N* tel que C" = Tm(AP) @ Ker(AP).

b) Montrer qu'il existe r € [1,n — 1], Ag € GL,.(C) et N € M,,_..(C) nilpotente tels que
.f Apg| O

A est semblable & ( A )

¢) Onsuppose qu'il existe m 2 2 et B € M, (C) tels que A™B = A.

Montrer que A™B = A™"1BA = ... = BA™,

536. Soient n € N, P € K[X] de degré n, ag, ..., a, des éléments distincts de K.
a) Calculer le déterminant de la matrice (P (a;))}ogi j<n-
b) Montrer que (P(X + a;))ogsgn est une base de K, [X].

537. Soientn > 2,m =2" -2, E = [L,n] et F = P(E) \ {3, E}.

a) Montrer qu’il existe une unique bijection g : F — F telle que Vo € F, gla) Na = &.
b) On se donne une énumération v, ..., o, de F. Soit A = (0;;) € My (R) ta matrice
définie par a; ; = —1 si &; N a; = & et 0 sinon. Caleuler det(A).
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5§38, Soient n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension 3n et f € L{F). On suppose que
#3 = 0etrg(f) = 2n. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est égale

015, 0
a 0{ 01, M
000

539. Soit G un sous-groupe de GL, (R) vérifiant VA € G, M 2 = I,. Montrer que G est
fini.

540. Soit I ’ensemble des matrices inversibles de M, (Z) et A € M, (Z) .

a) Préciser la structure algébrique de 1.

b) Montrer que 4 € I si et sedlement sidet A € {—1,1}.

¢) Pour toute colonne X 2 coefficients entiers, on note (X} le pged de ses coefficients.
Montrer que A € I si et seulement si, pour toute colonne X & coefficients enticrs, a(AX) =
a(X).

§41. Déterminer les partics G C M, (C) telles que (G, x ) est un groupe multiplicatif mais
pas un sous-groupe de GL,,{C). Montrer que toutes les matrices de (¢ ont méme rang.

542, Soit f ¢ GL (Mp{R)) vérifiant : VA, B € M, (R), f(AB) = f(A)f(B).

a) Calculer f(£,).

b) On pose A = Diag(1,...,n). Montrer qu'il existe une matrice P € GL,(R) telle que
F(A) = PAP™'. Montrer que, pour foute matrice diagonale D, ona: f(D) = PDP!,
¢) Expliciter f.

543, Soient A, B € M,,{C). On suppose qu’il existe ¢ € Ctel que AB — BA = cA.
a) Montrer que Vk € N, (A — el,)*B = BA".
b) Montrer que Vt € R, e 4B = Bel,

544, Pour M € M, (R), on dit que M est stochastique si: ¥(i,7) € [L,n]*, my; 2 Oet
n
vi € [1,n], Z”“: ; = 1. Soit A € M, (R). Trouver une condition nécessaire et suffisante

j=1
pour que exp(tA) soit stochastique pour tout ¢ € R,

i
£
i
3

545, a) Soient M € M, ,(K) et N € M, ,(K). Trouver une relation entre xarn €t Xy m.
b) Soit Ae GLH(K) On pose B = (1 + ai.j)is_i,js_m on éerit AL = (Sz‘,j)léi,jsn cton
pose enfin § = Z s;. Trouver une relation entre det A, det 13 et S.

1€, j€<n
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0 1 0 0 1

0 1 0 0
1 0

0

. _ 110 0
546, Soient J = ol A =3 e M, (R).
. 0

T o

1 0 -~ 0 0 o -~ 0 T |
L 0 - v 10

@) Montrer que .J est diagonalisable dans A, (C), et préciser ses éléments propres,
b} Déterminer les éléments propres de la matrice A.

0 ... 0 Gy
547, Soient (a1,...,0,) € C" et M = ar : 0 A quelle condition
0
0 an-1 0O

M est-elle diagonalisable ?

548, Soient a,b ¢ R avec a® # 1% Diagonaliser si possible Ia matrice A € Ma,(R) telle
que a;,; = @ si 1+ jest pair et a; ; = b sinon,

0 00
0. Soiia | 1 11
549. Soit A = 0 0 0 € My(C).

— o=

0 0 0
a) Justifier que A est diagonalisable lorsque k € R.
b) Montrer que x4 = X2(X — u1)(X — up) avec uy +ug = ket u? + ul = k% +6.
¢) A quelle condition A est-elle diagonalisable ?

$50. Soit n € N*, Soit A = (a;,5) € M, (R) définie par a; ; = 7 sii # 7 et O sinon.
a) Caleuler det(A + kI,) pour k € {1,2, ...,n}.
by i) Montrer que A a n valeurs propres distinctes.

mn
it) Pour A valeur propre de A, montrer qu |
prop e ; >
¢) Déterminer la somme et le produit des valeurs propres de A.

SSI.TSOit A € My(R) une matrice diagonalisable dans M, (C). Montrer que les matrices A
et A" sont semblables dans M, (R).

552. Soit « un nombre complexe non réel

@) Montrer qu’il existe un unique couple (@, 3) € R? tel que w? = aw + B.

b) Montrer que, si z & €, it existe un unique (X, 1} € R? tel que 2z = A + pw.

0)2 Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie 2n et © € L(E). On suppose que
U = au + Bidg. On pose (A + pw) * z = Az + pu(z) pour tous (A, p) € R%etz € E,
Montrer que (E, +, %) est un C-espace vectoriel de dimension finie.

4) Soit (¢y,...,e,) une base de ce C-espace vecloriel.
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Montrer que e = {(e1, u{e1),. .., ey, u{ep)) est une base du R-espace vectoriel E.
e) Quelle est la matrice de u dans ¢ ? Son polyndme caractéristique ?

553. Soient £ un espace vectoriel de dimension finie, H un hyperplan de E, u € GL{E) \
{id} tel que Vz € H, u(z) = = Montrer I’équivalence des conditions suivantes :

(i) pour tout supplémentaire S de H dans E, il existe z € S tel que u(z) # x;

(ii} u est diagonalisable;

(i) v admet une valeur prolpre autre que 1;

(iv) det{u) # 1;

(v) 'image de u — id n’est pas contenue dans H ;

(vi) il existe A # 1 et une base de £ dans laquelle la matrice de v est Diag{1,...,1,A}.

554, Soient E' un espace vectoriel de dimension finie et s € L{E) une symétrie.
Soit @ : u € L(E) = Su U8
diagonalisabilité,

. Déterminer les é1éments propres de @ puis étudier sa

555, Soient A, B € M, (R) des matrices non nulles. Soit f I"endomorphisme de M, (R)
défini par f(AM) = M + tr(AM)B pour tout M € M, (R),

a) Déterminer un polyndme annulateur de degré 2 de f.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

¢) Déterminer les éléments propres de f.

556. Soit B € AM3(R}. Donner une condition nécessaire et suffisante sur B pour que 'équa-
tion A* = B admette au moins une solution.

557, Pour P € R[X], on pose L{P) & R[X] le polyndme associé a la fonction polynomiale
+oo

z f Pz +t) e tdt.
0
@) Montrer que L définit un endomorphisme de R[X].

+0oo

b) Montrer que L = Z D* oii D est I’endomorphisme de dérivation de R|X].
k=0

¢) Déterminer les éléments propres de L.

d) Déterminer le commutant de L.

558. Soient E = C(R,R) et ¢ tel que, pour tout f € Eecttoutz € R: o f)(z) =
1 /* .

55 | flu)dusiz£0,6()(0) = £(0).

@) Montrer que ¢ est un endomorphisme de £,

b) Trouver les €léments propres de .

¢) Montrer que ¢ stabilise R, [X].

559, * Soient £ = C%([—1,1],C) et g € C°([-1,1],[-1, 1]) surjective et croissante. Soit
$ ¢ L(E) définie par : Vf € E, ®(f) = f o g. On considére I/ # {0} un sous-espace de
dimension finie de E stable par 9.

a) Montrer que @ est un automorphisme.
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b) Montrer que 1 est ’unique valeur propre de @ .
¢) Montrer que ¥ = P — id 7 est nilpotent,

560. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, v € L(FE) diagonalisable et P <
C[X] non constant, Montrer qu’il existe u € L{F) tel que v = P(u).

561. Quetles sont les M € M, (C) telles que I'ensemble {M* ; k € N} soit fini ?
562. Trouver les A € M, (C) telles que PA est diagonalisable pour tout P € GL,,(C).

. M bM .
563, Soit A = (gM (l;M) avec M € M,(R) et a, b, ¢ € R. Etudier la diagonalisabilité

de A en fonctionde a, b, cet M.

564. Soient 4, B, C € M,(C) telles que AB = BC. Déterminer une condition nécessaire
A BY . . .
et suffisante pour que 0 ) o diagonalisable.

565, Soit A € M, (Z) tel que A? = 1,, (p € N*). Soit m > 3. On suppose que les coeffi-
cients de A — I, sont divisibles par m. Montrer que A = I,

866. Soit M = (T?’lf,j)lgz‘,jgu S M!L(C) On note M = (ﬁ’fi,j 1<ij<m’
a) Montrer qu’il existe & € U tel que aM + &, € GL,{C).

b) Montrer I’équivalence entre : ,

(@) M = M, avec A > 0, (ii)3P € GL,(C), 3p € C, M = uPP ",
¢) Montrer Iéquivalence entre : (i) M M est diagonalisable et Sp (MA) € RY,
(ii) M = PDP " avee P € GL,(C) et D € My (C) diagonale.

567. a) Montrer I'existence et I'unicité d’une suite (F,, ), 0 de polyndmes telle que Py = 2,
Pr=XetVneN, Pro=XPy — Py, deg(P,) = n.

b) Soitn, N € N*, Soit A € My(C) telle que P,,(A) = 0. Montrer que A est diagonali-
sable. .

¢) Soitn =

Lo = Tp4+1 =

2. Résoudre le systtme Vi € [I,n], z; = z;,_; + x;41 en convenant que
0.

568. Soit A € M,(R) diagonalisable sur C. Montrer que A est semblable sur R i une
matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont soit de taille 1, soit de la forme

( t; _ab ) avec (a,b) € R x R*,

569. Soient A et B deux matrices non cotrigonalisables de AMo(C). Montrer qu’il existe
P € GLy(C) telle que P~ 1 AP soit triangutaire supérieure et P~' BP triangulaire inférieure.

570, Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E).
@) Soit F" un plan stable par f. Montrer qu’il existe > € K[X] non nul de degré au plus 2 tel
Que: F C Ker P(]).
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b) Soit ¥ € K[X] non nul de degré 2 divisant le polynéme minimal de f. Montrer qu’il
existe un plan £ stable par f tel que ¥ C Ker P(f).

571, Soient K un corps et £ un K-espace vectoriel de dimension n. Soit w € £(E), Donner
une condition nécessaire et suffisante sur x,, pour que les seuls sous-espaces stables par w
soient {0} et E.

572. Soient A et B dans M, (C). Montrer 1'équivalence entre : (i} BA = 0 et B nilpotente,
(iYVM € E, xarm48 = xaMm.

573. Soient A, B dans M,,(C) telles que sp ANsp B = {.
a) Montrer que x 4(B) est inversible,
b) Soit M € M, (C). Montrer qu’il existe une unique matrice X telle que AX — X B = M.

574. Quelles sont les A de M,(C) qui commutent avec chaque matrice de leur classe de
similitude ?

575. Soient 4, B € M, (C).
a) Onsuppose que AB—BA = ad avec o € C. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
b) On suppose que AB — BA = oA + 3B. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.

§76. Soient A, B € M, (K).

a) On suppose que A et B admettent une valeur propre commune A. Montrer qu’il existe
C € My (K) non nulle telle que AC = CB = AC.

b) On suppose qu'il existe C' € M, (K) non nulle telle que AC = CB, et on nole + le rang
de C'. Montrer que x 4 ¢t x ;3 admettent un diviseur commun de degré »,

¢) Etudier la réciproque.

577, Pour A € My(C), soit C(A) la sous-algdbre des matrices de M, (C) qui commutent
avec A,

a) On suppose que A est diagonatisable. Calculer la dimension de C'(4). A quelle condition
a-t-on C(A) = C[A4]?

&) Montrer que, sans hypothase sur A4, la dimension de C(A) est supérieure ou égale 2 n.

578. Pour A € My{C), soit C{A) la sous-algebre des matrices de M, (C) qui commutent
avec A. A quelle condition sur A est-il vrai que C(A} ne contient aucune matrice nilpotente
non nulle?

579. Soientn € N*, A, B € M,(R), Pe R{X|et M = (ﬁ ﬁ) .
@) Supposons deg P > 2. Montrer que, si P est scindé 2 racines simples, P’ 'est également.
b) Calculer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.

¢) Montrer que M est diagonalisable dans R si et sculement si 4 est diagonalisable dans R

et B=0.
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580. Soient £ un espace préhilbertien réel et (eq, . . .
i

- Z (z,e;)* pour tout z € E.
i=1
a) Montrer que (e1, ..., ey,) est une base orthonormale de E.
h) Onremplace I"hypothése « (e1,...,e,) est libre » par « les vecteurs ey, . , .
nuls ». Le résultat subsiste-t-il 7

; €n ) une famille libre de vecteurs de E

telle que fiz||?
y € SO0t non-

581. On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient § > 0 et A une partie de R™
vérifiant : V(z,y) € Al 2 £y = |z — y|| = 8.

a) Soientp € Netug,...,u, € A distincts. On considére ta matrice M & M, (R) définie
par i mgj = (@ — up, u; — o). Montrer que M est inversible.

b) Montrer que A est finie.

t) Q)

582, a) Montrer que (P, Q) f W4 ——==—="dt est un produit scalaire sur R[X].

b) i) Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme T3, tel que Yz ¢
R, T.(cos(z)) = cos(nz).

ii) Donner, pour n € N*, degré et coefficient dominant de T,.
¢) Soit nn € N*, On note Uy, I'ensemble des polyndmes réels unitaires de degré n,

Calculer [1 P2()dt
alculer min Vil

n n ’
583. Soit M € M,,(R). Montrer que : | det M| < H Zm?‘j.
j=1 Y i=1

584. Soient E' un espace euclidien et f ¢ L(E) tel que || f(z)]i < =] pour tout z € E.
n

Etudier la convergence de la suite (5 ),,»0 définte par u, = p—— Z f’“ pour tout 7 = 0.
k=0

385. Soient £ un espace euclidien et f € £(F) un endomorphisme 1-lipschitzien, Montrer
i
que: B = Ker(f — td) & Im{f — id).

586. Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente non nulle.
Déterminer I'image de I'application ¢ : z € R® v 27 Mz,
587, Soit E un espace vectoriel euclidien. Montrer gue application f : x € E — v

ol & un max(||z|, 1)
est I-lipschitzienne.

588. Soit (a, b,zo) une famlile libre d’un espace euclidien E. Trouver une condition né-

cessaire et suffisante pour qu’il existe un endomorphisme v de E' tel que u(zg) = a et
u*(xo) = b,
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589. Soient £ un espace euclidien, p et ¢ dans L{E) des projecteurs orthogonaux. Montrer
que g © p est un projecteur si et seulement si ¢’est un projecteur orthogonal.

590. Soient £ un espace euclidien, v et v dans O(E) telles que det(u) det(v) < 0. Calculer
v = ulla '

591, Pour K = R ou K = C, on appelle d,,(K) la dimension du plus grand sous-espace
vectoricl de My, (K) dont tous les éléments sont diagonalisables,

a) Que peut-on dire du spectre rée] d’une matrice antisymétrique ?

b) Déterminer d,, (R},

¢) Déterminer da2(C).

5§92. Soit n > 3. Soient A, B € R™ non colinéaires. On pose: M = ABT 4+ BAT.

a) Montrer que M est diagonalisable.

b} Déterminer rg M.

¢) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M.

?" é") € Man(R). Soit G = {M € My, (R), MTJM = J}.
113 (i

@) Montrer que G est un sous-groupe de GL3,, (R).

b) Caractériser les éléments de Oy, (R) N G.

593, Soit J = (

594, Décrire {eA s Ae A (R)}.
595. Soient f : M, (R) — R continue et A € A, (R). Montrer que ilelLfE fe*4) >0,

596. a) Trouver toutes les applications f de R™ dans GL, (R) telles que
vz € R", VP ¢ GL,(R), f(Pz) = Pf(z)P~ L.
b) Méme question en remplagant GL,,(R) par O, (R).

597.a) Soit 4 € A,(R). Montrer que Spp(A) € iR.

b) On note £ I’ensemble des matrices M € S0, (R) telles que —1 ¢ Sp(M ). Montrer que
Papplication ¢ : A, (R) — £, M > (I, + M)(I, — M) ! estune bijection.

c) Soit ¢ € SOz(R).

Résoudre I"équation : (I, + X)(I,, — X)~' = Q d’inconnue X € Ay(R),

598, Soit A = ((li,j)lge‘j

JE
E a5 SN €
1<i,jgn 14,

n € On(R). Montrer que
|as,51 < nyv/n.

n
isn

599. On munit R® de sa structure euclidienne canonique.

Soient 1, e; € R? etf:xm (@ e)es + (z,e1) 1.

a) Sieq et eq sont linéairement indépendants, montrer qu’il existe une base orthonormée de
R? dans laquelle la matrice de f est Diag();, A2, 0) avec Ay, Ay € R,

b) Fudier la réciproque,
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600. Soit £ un espace réel de dimension n > 2. Lorsquc & est un produit scalaire sur E, on
note Og(£) le groupe des isomélties pour ®, et SH(E) I'ensemble des endomorphismes
autoadjoints définis positifs pour &,
a) On fixe un produit scalaire ®, Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) ¥ est un produit scalaire, (i) 3a € SFH(E), U(x,y) = d(a(z),y).
b) Soitu € Og(E). Déterminer une condition nécessaire ct suffisante pour queu € Op(E)
(on utilisera I’endomorphisme a de 1a question précédente).
¢) Soit P I’ensemble des produits scalaires sur E. Déterminer ﬂ Ogl(E).

VeP

601, Soit M ¢ M, (R). Montrer qu’il existe une base orthonormée (e1,...,e,) de R™ telle
que (Mey,. .., Me,) soit orthogonale.

ko1 o .- 0
1
602. Soit £ un réel fixé. On pose A = 0 o [ € Mx(R)
: I |
O - 0 1k

Montrer que max Az k+let min A > k- 1.
AESp A XeSpA

603. Soit € 5, (R).

a) Montrer I'équivalence des énoncés suivants : (i) z7 Sz > 0 pour tout & € R™,

(i) Sp§ C R, (iii) il existe 7' € S, (R) telle que § = 72,

Désormais, on suppose ces conditions réalisées.

b) Montrer que, pourtous 1 < i+ j < neta,y € R, 522 + 28 50y + sj,jyz = 0.En

2

déduire que s ; < 81,i85,5.

. Montrer

. 1
¢) On suppose de plus les coefficients de S non nuls, et on pose T = (—)
I, 7€n

84,5
que T € S (R) si et seulement si rg S = 1.

604. Soit A &€ M, (R).

@) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe S € S,(R) telie que
A=58"1 841, :

b} A quelle condition la matrice S est-clle unique ?

605. Soient A, C' € S$H(R) et B € A(R).
a) Montrer que M = (g E,B ) est diagonalisable,

b) On suppose ici que B = 0. Donner une base de diagonalisation de M construite A partir
de vecteurs propres de 4 et (',
€) Montrer que, pour tous £ € GLa(R) et GG € Ma(R), rg(EG) = rg(GE) = rg(Q).

~1
L 4 B). Calculer M P, En

d) On suppose ici que A cst inversible. On pose P = (0 I,

déduire le rang de M.
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oo 5o 4 — (=

) . Montrer que A est diagonalisable et que son spectre est
LTI/ g gn

inclus dans R**,

607, Soit A, . Montrer que les valeurs propres de A, sont dans |0, 7]

)
(i+j+1 0gi,jgn

1
et que la plus petite valeur propre de A, est inférieure & Ml
1

w
P(t)dt + / P(e?)ie? df = 0.
1 0

On pourra montrer que,

pour P ¢ R[X],ona f

608. Soient E un espace euclidien, 1 € S(E), @ et b deux réels tels que a < b, P € R[.X] tel
que Y € [a,b], P(x) > 0. On suppose que ¥z € E, al|z|i* < (u(z),z) < b]z|?. Montrer
que P{u) € STH(E).

609, Soit M € M, (R). Montrer que A est combinaison linéaire de quatre matrices ortho-
gonales,

610. Soit A € M, (R) telle que ATA = AT A. Montrer que si I est un sous-espace de
R" stable par A alors ' est stable par A”. On suppose n = 3. Montrer que A est soit

A0 0
diagonalisable, soit semblable & une matrice de la forme (0 o B) avec 3 #£0,
0 -8 a

611. Soit M € GL,(R).
a) Montrer qu’il existe un unique couple (O, §) € O,(R) x

b) Déterminer sup tr(AM).
AEO,(R)

SHH(R) tel que M = O8S.

612. Soit (E, {, }) un espace euclidien.

a) Soitu € S(F). Montrer que £ = Ker(u) @ Imu,

b) Soitu € ST(E). Montrer qu'il existe h € ST(E) tel que u = h2,
¢) Soient f,g € ST(E) tels que Ker(f + g} = Ker f N Kerg.
Montrer que Im{f + ¢) = Im f + Im g.

613, Soient S € ST (R) et A € M, (R) qui commute avec 52, Montrer que 4 commute
avec S,
614. Soient A, B € S,/ (R) telles que A2B? = B2A?. Montrer que AB = BA.

615. Soient n, k € N*, Etudier I'injectivité et la surjectivité de I"application f :
Sp(R) définie par f(A4) =

Sq(R) =

616. Soit M € GL,(R).

a) Montrer qu’il existe P & O, (R) et D = Diag(Ag,...,
que PTMTMP = D%,

b} Onnote V4,...,V, les colonnes de M P,

An) avec A; > 0 pour toud ¢ telles
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1
b +— Vi Montrer que Q € O,(R).

¢) Montrer qu’il existe O, O’ dans O (R) telles que M =0DO',
d) Montrer le méme résultat si M est non inversible.

Soit ¢ la matrice dont les colonnes sont — ™ Vl,

617. Soitn = 2,
a) Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par S;F +(]Is!i.).
b) Déterminer le plus petit sous-anneau de M, (R) contenant S, (R),

618. Soitn = 2,
a) Soit S € ST (R). Montrer qu’il existe P € GL,, (R) tel que § = PTP.
&) Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par ST (R).

¢) Soient Ay, ..., Ay € S++( Y, a1, ..., ar € R
Montrer que |det(a1A1 + oo Ag)] < det(|ag [Ar + -+ fog | Ag).
619. Soient £ un espace euclidien et u € L(E).
@) Montrer que Jull = sup [lu(@)] = sup [[u(z)].
[l=]l=1 ll=ll<1
b) Montrer que fluf] =~ sup  [u{z),y)l=  sup  [{u(z),y)|.
H=il=1.]lyli=1 Izt ]lyli<1
¢) On suppose u symétrique. Montrer que fJu|| = sup [{u(z),z}| = sup [{u(z),z}|.
llzll=1 el <1

620. On munit My, (R) de la norme subordonnée 2 la norme euclidienne canonique.
Soit A € GL,(R). On note r la plus petite valeur propre de A™ 4 et R la plus grande.
Montrer que ||Al|2 Ret A7 2 =

Analyse

621. Soient £ = C1([0, 1], R) et N : f \/f 2+f 2.

a) Montrer que N est une norme sur E,
b) Comparer N & la norme || ||co.

622. Poura € Ret P € R[X], on pose N, (P) |+f | Pl
a} Montrer que, pour tout @ € R, N, est une norme.
b) Soienta,b € R. Les normes N, et Ny sont-clles équivalentes ?

623, On munit R” de la norme euclidienne canonique. Soit f € €%(Ja, b], R*). Montrer

w [

Vi€ [a,b], f(1) = D(t)u.

624, On pose £ = {f € C*([0,1],R), f(0) = f'(0) =0},
a) Montrer que ||f|| = ||f -+ 2f' + F"'||oo définit une norme sur E.
b) Les normes || || et || /oo sur E sont-elles équivalentes?

b
= / | Il si et seulement 5’1l existe @ € C°([a, 4], R*) et u € R" tels que
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625. Soit ( € R[X]. Construire une norme N sur R[X] telle que : N( X" — Q) ~—— 0.

n—4oc

626, Pour tout P € R[X], on pose N(P) = sup |P(t)|. Pourn € N, on note E,, I'ensemble
te[0,1] =

des polyndmes unitaires de R,,[X] et a, = Piu{f‘ N(P).

EE,
a) Montrer que g, > 0; calculer ag et a;.
b) Montrer que (a,,),en est décroissante et de limite nulle,

627. Déterminer les sous-groupes compacts de (C*, x).

628. Soit @ ¢ R[X] non nul, Pour P € R[X]|, on pose || Pllo = sup [PQ(z)|.
: : 1]

a) Montrer que || |{g est une norme sur R[X].

b) A quelle condition sur ) la norme || ll est-elle équivalente a
polynéme égal & 1)?

¢) Soit ¢ € [—1,1] une racine de Q. Trouver P € R[X] tel que P(c) = 1, P'(¢) = O et
Vee [-1, 1\ {c},0< P(z) < 1.

d) Montrer que || P*||q — 0 quand n — +o0.

¢) Qu’en déduire?

|1 (norme associée au

629, Soient (£, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de E, f : [0,1] — E continue,
On suppose que f(0) € Aet f(1) € E\ A Montrer que f([0,1]) NFr(A) #£ @.

630. On munit £ = C%[a, b}, R) de la norme de la convergence uniforme. Soit (z;)1¢ign
des points distincts de [a, B] et (y;)1<i<n des réels. Montrer que 1’adhérence de ’ensemble
{P e RIX]Vi € [Ln], P(z:) = yi}est{f € E;Vi € [1,n], f(a:) = wi).

+oo
631. On munit C[X] de la norme [} P|| = max |pi| ot P = pp X*.
k=0
Déterminer tes valeurs b € € pour lesquelles f : P — P(b) est continue.

632. Soient C' une partie convexe d’un espace normé E, X une partie de E telle que C' C
X C C. Montrer que X est connexe par arcs.

633. a) Soit P € R{X! unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et seulement
si, pour tout z € €, | Im(2)|™ < |P(2)].

b) On note 7 I'ensemble des matrices trigonalisables sur R et D 1’ensemble des matrices
diagonalisables. Montrer que 7 est un fermé de M, (R) et que 1"adhérence de D est 7.

634. @) Montrer que I'image par une fonction continue d’une partie connexe par arcs est
connexe par arcs.

b) Montrer qu’une fonction continue injective de R dans R est sirictement monotone.

¢) Soient f : R — R continue et ' : (CcL 3) € Ma(R) — (ﬁac)) JJ:E?)) On suppose
que [ envoie toute matrice inversible sur une matrice inversible,

i) Montrer que f est injective et ne s’ annule pas sur R*,
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if} Montrer que f(0) = (0.

635. * Soient £ un espace vectoriel normé et f une forme linéaire continue non nulle. Soit
x0 € Etel que f(izg) #£ 0.
|f (o)

a) Montrer que : || flop = ———tv-

d{wy, Ker f)
b) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
Cwern . - K@l
M 3a € E,||flop = W, (i) Jy € Ker f,d(zg, Ker f) = |lzo — ¥

636. * Soient || || une norme quelconque sur R” et || lop la norme d’opérateur associde.
a) i} Montrer qu’il s’agit d’une norme sur M, (R).
if) Montrer qu’elle est sous-multiplicative.
) k
b) Soit A € M, (R). Pour tout k € N*, on pose : u{A4) = (In + lA) .
i) On suppose que A est diagonalisable. Montrer que (uz(A)) est une suite convergente ct

préciser sa lintite.
if) Montrer lc méme résultat dans fe cas général.

637.ASoit A € M, (R). Montrer que e est un polynéme en A. Est-ce que A est un polyndme
ene”?

638. * a) Montrer que GLy (IR) est dense dans M, (R).

b) Existe-t-il une norme N sur M, (R) telte que, pour tout couple (4, B) de matrices sem-
blables de M,,(R), on ait N(AB) = N{(BA)?

639. Soient || || une norme sur My (R) et S = {M € M, (R), [M] = 1}.
a) Montrer qu’il existe U € S telle que det I/ = max det M et montrer que U est inversible.

b) Onpose N(A) = max tr(AM) pour A € M,,(R). Montrer que N est une norme.
¢) Que dire de N(U™1)? Le calculer pour o = 2.

640. Soient E un espace vectoriel normé et f, g € £,(F). On suppose qu’il existe A € K tel
que: fog—go f=Aid. Montrer que X = 0.

641. Soit (£, || ||) un C espace vectoriel normé de dimension finie. On munit L(E) dela
norme subordonnée. On note G un sous-groupe de GL(E) vérifiant Jlg — id]| < 1 pour tout
geq.

a) Montrer que Sp(g) < U pour tout g € G.

b) Montrer que Sp(g) = {1} pour tout g € .

642. Soit I I’espace des fonctions bornées de R dans R, {¢ une forme linéaire sur K envoyant
toute fonction a valeurs dans R™ sur un élément de R, On munit E de Ia norme uniforme
sur R. Montrer que  est continue.,
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16" k

k=n

1 & (4n
643. Déterminer la limite de w,, = Z ( )

N Eﬂn

1
a) Soit k ¢ N, Montrer que, si uy ;1 < uy, alors la suite (*an)n;HTll ;Zl strictement décrois-
sante. ‘
b) Montrer que, si la suite (u,,) est croissante, alors sa croissance est stricte.
Que dire de sa limite ?
¢) Onadmet que e*~? < 9/4. Montrer que, pour  suffisamment petit, la suite {uy,) converge,

644. Soit (u,) la suite définie parug = z > OetVn € N, 1,4 =

H n
645, Soit & > 1. On considdre I'équation ; (E,) : H(km +n?) = an?",
k=1
a) Montrer que pour tout n € N*, (E,) posstde une unique solution strictement positive.
On la note z,,.
b) Montrer que : Vn € N*, &, < 2a.
¢) Montrer la convergence et caleuler 1a limite de la suite (i, ).

646. Soit f : R* — R une fonction de classe C* telle que f() — +oo et f/{z) — 0 quand
T — +-o00. Monltrer que {eif(”), ne N} est dense dans le cercle unité,

647. Soient f € C'(R, R) et (uy) une suite vérifiant up1 = f{u,) pour tout n.

a) Montrer que si (u,) converge alors sa limite £ est un point fixe de f. Dans la suite on
considete a un point fixe de f.

b) Onsuppose que | f'(a)| > 1. Montrer qu'il existe 7 > O et k > 1 tel que | f'(x)| = k pour
z€lo—mna+ 9. Si|f'{a)l > 1 décrire les suites (u,) qui convergent vers a.

¢) On suppose que |f'(a)] < 1. Montrer qu'il existe n > O et k € [0, 1] tel que |f(z)] < &
pour = €]a — n,a + n[. Montrer que la suite (u,,) converge vers a si et seulement s’il existe
un rang p tel que v, €ja — n,a + 1],

648. Soit (uy )nen définie par up € R™ e, pour n € N, upry = /i, +
Montrer qu’il existe un entier naturel IV tel que uy > 1.

a) Montrer qu’il existe ng > N tel que (uy )n3n, est décroissante.

b) La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, trouver sa limite.

n+2

649, Soit f : R* — R* une fonction bornée et telle que |f(z) — f(y)| < |z ~ y| pour
tous z,y € R tels que © #£ y. On considére une suite (Un)nz1 telle que u; € Rt et

Unst = Flun) + - pour tout 2 1. On pose enfin a,, = |up11 — uy| pour tout n 3= 1.

) . 1
@) Soient p et g des entiers tels que 1 € p < g. Monirer que g — p & —.
p

b) Montrer que la suite (a,),»1 est convergente.
¢) Montrer que la suite (u;, )1 est convergente.

il At e
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2
ne

650. Soit (uy) la suite définie par up > —1 et ¥n € N*, Uptl = Uy + U
a) Montrer que la suite (u,,) converge.

In{wn
b) On suppose ug > 0 et on pose v, = Lé%"—) pour n € N,
i) Montrer la convergence de la suite {v,,) vers un réel o puis que 0 < o — Un & in
Un

ity Donner un équivalent de u,,.
¢} Donner un équivalent de uy, dans le cas up €] — 1,0].

651, Soit (tn)n31 & valeurs dans [0, 1]. On dit que {u,) est équirépartic si et sculement si,
pour tous & < 3 dans [0, 1], on a ?—Lcard {kelin],a<u, < 8} n_ﬁmﬁ —a.

a) On suppose (un) équirépartic. Montrer que (u,) diverge. Montrer que {tn,n € N*} est
dense dans [0, 1].

b) Montrer ’équivalence entre : (i) (uy, ) est équirépartie,

" 0 o le _ fl

(i) vf € €°([0, 1], C), lim kz:;f(uk) = | S,
* 1 l - Amimu,

(ili) ¥m € N*, lim - ,;16 =0

652, Soil (un )n30 une suite réelle décroissante de limite nulle. Quelle est 1a nature de ta série

Z(—l)tn/%un?

s

653. Existe-t-it une bijection f : N* — N* telle que Ia série Z f—(?;—) converge ?
n

654, Soient (u,,) une suite de réels non nuls et A € R,

tUntl A ( 1 ) .
On =1 = —_d. . .
suppose que u, - + 0 o2 Etudier ia nature de E Up

6ss.smtf;R—>lelequef(:ﬂ)mjmaﬁ%4"“‘*%ﬁ*"’(mip)'

a) A quelle condition fa série de terme général u,, = f(n) converge-t-elle?
n

b) A quelle condition la suite de terme général v, = H f(k) converge-t-elle ?

k=1

656. a) Soit f : {1, +0o[— R de classe C.

n+1
Montrer que, pour tout 2 > 1, 'f(n) —/ f)dt! g ! max | f'(¢)].

n 2 t€lnr,n+1]

b) Quelle est la nature de la série Z sinflu ) ?

n

. Vintlr
657. Pour tout > 0, on pose u,, = f sin{z?)dz.
vnr
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a) Etudier le signe de u,,.
b} Montrer que la série Z ity €St semi-convergente,

658. Existe-t-il une suite réelle (1, ) telle que Z un converge et Z u diverge?

659. Soit (i, )nen 2 valeurs dans RT,
+co

a) On suppose Z U, convergente et on pose B, = Z uy. Construire a partir de R, une
k=n--1

suite v, > O croissante tendant vers +oo telle que Z Uply, CONVErge.

b) Onsuppose Z tr, divergente. Construire v, décroissante qui tend vers 0 telle que Z Uyt

diverge.

660. Etudier la convergence de la série Z sin{menl!),

661. Soit (u,)nxo une suite récile telle que la série Z n(lnn)*u? converge. Montrer que la

séric Z Uy, CONVErge,

I . P 1+ axy,
662, On considere la suite réelle définie par zp = Ol 2,51 = ™ T

pour tout n = 0.

Eludier la convergence de la série Z( 1—zy,).

663, Soient o € RY et (thn)nz1 vérifiant uy € R et, pourn € N*, wpaq = uyp, +

n®u,
a} Déterminer les valeurs de a pour lesquelles (un,) converge.
b) Trouver alors un équivalent de £ — w,,, ol £ désigne la limite de la suite,
¢} Donner un équivalent de w,, lorsque {u, ) diverge.
. IR N o . u?l
664. Soit Z iy Une série A termes positifs divergente. On pose v, = W pour
k=0 Uk

tout n = 0. Montrer que la série Z vy, st convergente et calculer sa somme.

665. Soient (u, ), >0 définie par ug > Oet, pour tout n € N, uy, 3 = In{(explu,) — 1) /uy).
a) Déterminer la limite éventuelle de (uy ).

b) En déduire la nature de Z U,

666. Soit 7’ I'endomorphisme de RY qui 2 la suite « associe T telle que :
1 n
¥neN, (Tu), = —— E .
n (Tu)y, ] k_ouk

a} Siu converge vers £, montrer que Tu converge vers £.

b) On suppose que u est & valeurs positives.

On note +/u la suite telle que : ¥n, {y/at)y, = y/tn- Si Tu tend vers 0, montrer que 7'/ tend
également vers 0.
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On suppose u positive et décroissante.
e) On pose w, = V1 Uy, Montrer que T tend vers 0O st et seulement si w tend vers Q.
n

On pose, pourn € N, s, = Z Uy e Up = Ty,
k=0
d) Montrer que s — T8 = Tw,
2) Onsuppose que I's converge. Montrer que T'v tend vers () si et seulement si la série Z Up
converge,

667, Soit (un) une suite de réels positifs convergeant vers 0. On pose, pour tout n € N,
n

S, = Zuk et on suppose uy > 0 et (|5, — nu,|) majorée. On suppose enfin z-un
k=0

divergente.

a) Montrer que In S, ~ Ilnn,

b) Montrer que ¥n, S, > 1.

¢) Montrer que lim w, > 0. Conclusion ?

!
668. Soit f une fonction de classe C' de R™ dans R** telle que fz) —co. Montrer
f(z) zodeo
+oo
que Z S (k) converge et donner un équivalent de Z F(k).
k=n

R . . .. .. t
669. Soit (u,),>1 une suile réelle décroissante de limite nulle. Montrer que la série E =
n

converge si et seulement si la série E (Un — Uny1) Inn converge.

17 &
670. Soient o > O et (a,) définie par ey > 0, a1 +az > 0etVn 2 2, apyy = ( nﬂ') Z Qs
i=1

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles la série Z On converge.

+oo (_1)k
671. Nature et somme de la série de terme général u,, = Z 2
k=n
oo 1 = (=)
672. Soitz € R\ (—N). Mont =€ '
Soitz € R\ (-N). Mon “e“q”e]; B+ 1) (z +n) P;} nl(z -+ n)

673. @) Pour n € N*, soit d(n) le nombre de diviseurs de n.

= d(n)
. — 2
Pour o > 1, montrer que Zl e Cla)?.
—
+oo
b) Pour o > 2, montrer que Z w(:) = Sl .
* n=1 n C(Ct)
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674. a) Etudier la convergence de la suite (w,,) définie par ug > O et Vn € N, Ungt = Up".
On choisit désormais ug € N\ {0, 1}.

b) Montrer que VN € N, ¥n € [0, N], ug |un.

¢) Montrer que, pour N, k € N, uy f 2 us !

d) Montrer la convergence de la série Z —,

Un
+oo 1
e) Monlrer que uy Z — — O quand N — 4-oc.
n=N41 Un
+co 1
Montrer e .
S} Monirer que r;) o ¢Q

675. Soit f : R — R croissante. Montrer que 'ensemble des points de discontinuité de £ est
au plus dénombrable,

676. Soit f : R — IR de classe C2. Montrer que f est convexe si et seulement si, pour tous
T+

meRetreR‘*,?rf(:c}éf f)de.

z—r

677. Soit { un intervalle non trivial de R. Montrer que toute forction de classe 2 sur T est la
différence de deux fonctions conveses.

678. Soit f(t) = Fult)

1 PP :
ik Montrer que la dérivée n-iéme de f s’écrit sous la forme

olt P, € R[X]. Trouver une relation linéaire entre P40, Py et Py,

679. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f : R — E continue en . Montrer
f2z) — f(=z)

T

que f est dérivable en O si et seulement si z —
z — 0.

posseéde une limite quand

680 Soient I = ]—3,9[et f une fonction de classe C* de I dans R. Pour z € 7 {3}, on pose

g{z} = tan (fﬁf) f(z). A quelle condition l1a fonction g se prolonge-t-clle continiment 2

17 Le prolongement est-il de classe C* sur I ?

681. Une fonction de classe C™ de [0, 1] dans R est-elle nécessairement monotone par mor-

ceaux?

682. Soit f : R™ — R de classe C* telle que f(0) > 0, f'(0) > et lim flz)=0.
T—rto0

a) Montrer qu’il existe x4 tel que f/(z1) = 0.
b)( )Monlrer qu'il existe une suite (z,,) strictement croissante telle que, pour tout n € N,
Fi (zn) = 0.

. s K
683. Montrer que la fonction z > ¢ n’admet pas de primitive de la forme = — f{x)e*,
ol f: R -+ R est une fonction rationnelle,

(1 + tz)n-&-%

.
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684. Soit f : R™ — R de classe C! telle que F'(t)+ F(¢) — 0 quand t — +-oc. Montrer que
f(t) = Oquand t — +oco.

685. Posons f iz # 0 — e~ prelongée par continuité en 0.
a) Montrer que f est de classe C™° sur R.
b) Montrer que f n’est solution d’aucune équation différentielle lingaire homogene.
. 1
¢) Pourn € N, soit P, € R{X] tel que Vz #£ 0, f™)(z) = P, (E) f{x}. Déterminer degré

et coefficient dominant de P,.
d} Montrer que les polyndmes P, sont scindés dans R,

686. Soient I un intervalle non trivial de R, A/ € R** et f une fonction de classe C! de I
dans C non identiquement nulle et telle que | f'| < M| f|. Montrer que f ne s’ annule pas.

687. Soit E = CY(R*,R).

@) Soit f e E.Montrerv: z € RY* — 1

Pl

€
/ t? f(t) dt se prolonge par continuité en 0,
0

On note u(f) ce prolongement,
b) Montrer que u ainsi défini est un endomorphisme injectif de E.
¢) Déterminer son spectre.

a/2

688. Soit f € C°({0,1],R). Montrer/

1
F(32% — 22 dz = 2/ F(32% — 22%) da.
~1/2 0

x
689. Donner un équivalent de f(z) = f t*dt lorsque = tend vers +oc.
1

690, Soit f : RT — R une fonction continue, strictement croissante telle que f(0) = 0.
a) On suppose que f est de classe C1.

© fi=)
Montrer que Vz > 0, f F(E)dt + / FHOdE = xf ().
0 0

R . . 1T
b) i} Soitz > 0.Pourn & N*eti € [0,n], on note z; ,, = —
1

n—1i

flz)
Montrer que Z Tin(f(Zip1,n) — flmin) — f FH(#)dt quand n — +oc.
0 :

i=0
it} Montrer I’égalité vue en a).
¢) Soienta € Rt etb e f: RY — RY continue et bijective.

a b
Montrer que / f(tydt + / FLe)dt = ab.
Q0 (]

691, Soit f continue et strictement positive sur [a, b],

@) Soit n & N*. Montrer qu’il existe une unique subdivision (zo ;. .., Zn.n) de [a, 8] telle
Ty, 1 b
quere[[l,nﬁ,/ f:“/ f
' Th—1,n o
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. - . et LY
b) Déterminer la limite de la suite de terme général — E Flzen).
n
k=1

692. Soit f € C™(R, R). On suppose que f et fU*) sont bornées sur R,
. TP (R (t)
a) Pourtoutp & [1,n],onpose: ¢, : 2z — flz+p) —f

(rn—1)!
Montrer que ¢, est bornée sur R,
b) Endéduire que f7,..., f™~Y sont bornées sur R.

(z+p—t)" 1t

693.a) Soit f € C°([0,1),R). On suppose que, pour toute fonction ¢ € C*([0,1), R) véri-
fiant ${0) = =0,on alt/ f(t)
b} Soient maintenant f,g € C0 ([0, 1], ) telles que, pour tout ¢ € CL([0, 1], R) vérifiant
#{0) = ¢(1) =0, 'on alt/(; Ffe(t)dt = fo g{(t)¢' (#) dt. Montrer que g est de classe (!

ct déterminer sa dérivée.

t)dt = 0. Montrer que f = 0.

694, Soient h > 0, f € C?([a,b],R) avec f* = m?* > 0,et E = {z € [a,0],|F/(z)] > h}
d
a) Onsuppose que [c, d], avec ¢ < 4, est inclus dans E. Montrer que .f ) dal| < %
[+

b) Montrer que feif(“’) dzt £
E

?-T'!Cn

o,
h

b
¢) Montrer que f e g 5
o m

b
d) Montrer que f e dz| < =,
41

n

+00
695, Déterminer la nature de f C—o-i-gv-d
9 lnz

. T nt 0 nt
696. Soit o > Q. Calculer f S dt Que dire de / ——— df pourp = 27
o a4+t R

697. Soit E 'ensemble des f € C1([0, 1], R) telles que f(()) f()=0.
a) Pour f € E, montrer la convergence de [; = f FOf () cotan{nt)dt et de Iy =

/ F2(t) (1 + cotan®(xt))dt. Comparer I, et 1.

b} Montrer que, si f € E,f (e f f2. Pour quelles f y-a-1-il égalité ?
0 0

1
698, Convergence et calcul de / -In(z)dx
0
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+o0
699. Soit & € R**. Nature de I'intégrale / exp(—t® sin®(¢))dt.
0

+oo dt
700. Montrer que f : 2 > / -—
i f z t(e‘/{ - 1)

est définie, continue et intégrable sur |0, +oc|.

w/2
701, ** a) Calculel‘f bm( )
0

T Jems)

b) Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R.

x/2 /2
Montret que f{sin(22)) sin(x)dz = / Fleos*(y)) cos{y)dy
0

0

e?am
Py ) , montrer que
e

702. a) Soit (a,) € (R*)2, Aprés avoir simplifié In (1 —

1 -
22 In(1 + e**) : ae

2 - 2
In(l — e~ae¥
b) Montrer que/ nl—e )dy = In(2) In(1 — e~ 20€) — f ln(y)gl—sjf._ldy.
1 . Z

y
In(x)

+oo
¢) En déduire la valeur de f p dz.
0

ax

22 n(x)

d) Retrouver le résultat précédent par un calcul direct de / 1 dz.
0 T
T sint
703. Soit F définie sur R par: ¥z > 0, F(x) = f t_?dt'
T

a) Montrer que F est bien définie.

b) Montrer que F est intégrable sur R,
+o0

¢) Calculer f Flx)dx.
o

704. Soit f : Rt — R une fonction continue. On note F' la primitive de f qui s’annule

T e [0
[

enE 0. Montrer que les intégrales /

12 df sont de mé&me nature.
0

+1

+oo :
705. @) Soit f : [1, +oo] — R continue. On suppose que I’intégrale f S est convergente.
1

oo f(t)

Montrer que f e dt est une intégrale convergente.
1

b) Soit Z ,, une série convergente, Montrer que E U st une série convergente,
1

F |sint|

706. Trouver un équivalent simple de /
0

dt quand x tend vers +o0.

707. Soit f : R — C une fonction continue et T-périodique.
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a) A quelle condition f admet-elle une primitive T-périodique ?
T

b) On suppose & présent que / flz)dz # 0, et on fixe un rée! e €]0,1}). Donner un

0
x
équivalent de f f%(aﬂ dt quand = — +oo.
1

708. Quelles sont les fonctions de [0, 1] dans R qui sont limite uniforme sur [0, 1] d’une suite
de polyndmes convexes ?

T
709. Soit f continue sur |0, 7] telle que Vn,/ cos{nt) f(t)dt = 0. Que dire de f?
0

710. * Soit f : IHZM

n=()
a) Montrer que f est définie sur IR,

b) Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

711. Soit o € R**.
+oo

= E e~ ™ *, on définit une fonction de classe

n=1

a) Montrer qu’en posant Vo € R™, f(x)

> de R dans R,
b) Donner la limite puis un équivalent simple de f en +o0,
¢) Donner la limite puis un équivalent simple de f en 0.

+0o

2
712. Déterminer le domaine de définition et un équivalent simpleen 1~ de f: z — Z ™
n=0
Sl
713. Pour n 2 0, soit uy, : £ -
~ " 11 x 41
+00
a) Montrer que § = Z Uy, est définie et continue sur R,

n=>0
b) Exprimer S(x + 1) en fonction de S(z) et de z.

—T!.’L’

714, On pose f : ‘“’an

a) Déterminer le domdme de définition 1) de f.
b) Etudier la continuité de f sur D,
¢) Déterminer des équivalents de f aux extrémités de 1.

+00 x™
1 T
715, a) Soit z € {0, 1] Justifier la convergence de f(z H (1 ++;+1) .
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b) Montrer que, pour tout z €]0, 1[, In f(x) = T Zm” In(t + 2™) + In 2,
n==1
¢) En déduire que, pour tout z € [0, 1], In f(z) = In2 - +ZOO ™ il
’ e = om 14zt tam
d) Monirer que f posséde une limite finie en 1 et la déterminer.
o S (=1
716. Onpose f : x :[: G +p)
@) Déterminer le domaine de définition de f.
1 I 1

b) Exprimer f(z) en fonction de ; == .

) Exprimer f(x) g(z) w+;$(m+l)_”(x+k)

¢) Déterminer un équivalent simple de f en +co.
d) Déterrniner un équivalent simple de f en 07,
(—1)?

¢) Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Z )
(x+p

sur les parties du
domaine de définition de f.

+-00
717, Soit f 1w — Z (Arctan(n + x) — Arctan(n)).

n=0
a) Donner le domaine de définition de f. Etudier sa régularité.
b) Exprimer f(x + 1) en fonction de f(x) et de =z

(ln n)

718. Domaine de définition et équivalent en +-co de f : z «— Z
n=2
1

719. Soit ug I'identité de {1, +-oo[ et, pour n € N, 15,41 : 2 € [1, 400 — up(z) + )
up (z

a) Montrer que la suite de fonction (u, ) est bien définie.
b) Etudier la convergence simple de (un sur 1, +ocl.

Pourn € N, soit f,, : z € [1, +oo[ = o)
un(z

¢} Montrer que la suite (f,) converge simplement sur [1, +oo],
d) Montrer que la somme de la série de terme général f, est continue sur [, +ool.
e) A-t-on convergence normale sur [1, +oof?

£z
n(l 4+ nz?)’
) Déterminer les modes de convergence de Z up sur RT et R,
b) Montrer que la somme Sy, de cette séric est continue sur RT* et que sia > 1 /2, Sy est
continue sur Rt.
¢) Pour ov  1/2, S, est-elle continue en 0 ?

720. Notons, pour o > 0, n € N* et z 32 0, () =



114 Epreuves orales: Mines - Ponis — MP - MPI

%
721. Pour z réel convenable, on note {(z) = vt

n=1
a) Déterminer le domaine D de définition de .

1 +00 { }
b) Montrer que, pourz € D, {(z) =1+ 1 ¢ prs dt, ol {t} =t — |t].
- 1

En déduire que ¢ peut &tre prolongée sur un ensemble 2,

¢) Donner un équivalent de ¢ en 1.
d) Montrer que le prolongement de ¢ sur D’ se prolonge par continuité en inf(D"),

+oo )
722. Soit, R, f(z) = —
oit, pour x € f(a:)‘ ,; TR

a) Montrer que f est de classe L sur [0,1].
b) Donner un équivalent de f(x) en 1.

2rn\ =t
723. Rayon de convergence et somme de Z cos | == ) —

T
nzl

724. Montrer que la fonction f @ & — In(1 4+ e™*) est développable en série entiere au
voisinage de 0.

2n +1)!
725. Déterminer le rayon et la somme de E (—?(E—H—T% "
nz0 '

w/2 +oo
726, Soit, pourn € N, a,, = / cos(t)}™ sin(nt) dt. Soit f 1z Z ana’.
0

n=0
a) Calculer ag, ay,as.

b) Caleuler f(x) pour lz| < 1. Préciser le rayon de convergence de f.
¢) En déduire a,,.

1
727. a) Soit z € Ctel que |z| # 1. Montrer que la fonction ¢ = — est développable en
e —z

série entidre au voisinage de 0.
b) Soient F' € C(X) sans pdle de module 1 et @ € R. Montrer que la fonction ¢ — F(e®)
est développable en série entidre au voisinage de 0.

728. Pour n € N*, on note a,, = v»(n) (valuatien 2-adigue),
a) Déterminer les valeurs d’adhérence de (a,.).

b) On pose, pourn € N*, b (Z ax |. Lasuite (b, ) posséde-t-elle une limite?

¢} Déterminer le rayon de convergence de E bpx™.

w/d
729. Pour n € N, soita, = / tan"™{z) du.
0
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a) Montrer que (a,)n3o tend vers 0.

b) Sin € N, exprimer a,, 9 en fonction de a,,.
o0

¢) Déterminer le rayon de convergence i de z Z an,z". Calculer la somme. Etudier le

n=0(
comportement en £ K.

1
730. Onpose up = Ll et Upr1 = 3 Z ( )Ukun.—k pour tout 11, Trouver u, en considérant

. . Uy
la série entigre Z n—l:r;n.
nz0

731, La suite (an)nzo est définie par ag > O et Vi € Nyanq1 = In(1 + a,).

a) Montrer gue {a,),ex tend vers 0.

b) Donner un équivalent de a,,.

¢) Donner le rayon de convergence I? de Z anz™. Y-a-1-il convergence pour x = R 7 pour
x=—R7

oo
d) Donner un équivalent de Z anx™ quand z tend vers B,
n=(0
sin nt)

n

732, Scitt € Rtel que : Vn € N*, ni & 27Z. Soit f 1 ¢ — Z

ne=0 .
a) Déterminer le rayon de convergence R de f.
n

b) Etudier la convergence en +R,  Ind, Poser S, = Z sin(kt).
k=1
¢) Bxprimer f(x) pourz €) — R, R[.

733. Soit {an }n 0 une suite complexe telle que la série Z na, converge absolument, On
+oo
note I le disque unité ouvert de C. Soit £ : 2 Z anz".

n=0
a) Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.

b} On suppose que a; # 0 et que Z nian| < lap|. Montrer que f est injective sur ID .

n=2

. . 1 1
734 Soit {an)nzo définie parag = a3 = 0, ap = 5 et @peg = m Z a;a; pour

+i=n
nz2,
@) Montrer que le rayon de convergence de Z anx™ est supéricur ou égal & 1.
+o0
b) Montrer que x Z ap2™ est solution de I’équation zy” — x = y? sur |0, 1].
n=0
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735, Soit (a,,) définicparag =a; = let¥n 2 1, a1 = an + —

Gp—1.

n+ 1
a) Montrer que Y € N*, 1 < a,, < n?. En déduire le rayon R de flz Z an®

b) Montrer que f est solution de (1 —:L}y —{2z4-1)y = 0. Exprimer f a 1’aide de fonctions
usuelles.

+oo
736. Soient f(z) = Z an2" la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0,

n=0
et I son disque ouvert de convergence.

a) Montrer que, s’il existe (z,) € (P '\ {ON" de limite nulle telle que V& € N, F(z;) = 0,
alors I est nulle.

b) Onsuppose que F(0) € R+ et que | F| admet un maximum local en 0.

Montrer que F' est constante.

Ind. Raisonnet par contraposée et montrer 1’existence de p € N tel que pour tout 2z € D,
+0o

F) > [FO) + a2 = Y Jaall2l".
n=p+1

n

737. Soit (by,) 1a suite définie par by = letVn ¢ N*, b, = Z b”"k.

]
1 = k!
Montrer que Vn € N, b,, € ———.
a) Montrer que Vn " S )
b) Montrer que la série entidre E bpz™ a un rayon de convergence R non nul et que
+oo i
V‘E—R,R,E bpa™ = .
z €] [ e W& 9 _ow

¢} En déduire une expression sommatoire explicite de b, pourn € N,

738, Soit f: 2 € C\ {1} > exp (—1-;-;)

a) Montrer que f est développable en série entidre au voisinage de 0 et donner son rayon de

convergence. On éerit f{z) = Z anz"

n=0
b} Donner une expression sommnatoire des a.,.

¢) Trouver une relation de récurrence vérifiée par la suile (a,).
d) Donner un développement asymptotique de lu{a, ).

739. Soit & € C*. On pose Ag = 1 et, pour k € N*, 4;, = ;b—!X(X — ak)®.

a) Montrer que, pour tout P ¢ C,[X], P(X) = ZP (ak)Ar(X).

n

En déduire que Yy € C*, ny"~! = Z (k) (—a..’c)k(y + ak)n—k.
k=1 ’
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n—1

—n) -

b) Déterminer le rayon de convergence R de la série entitre Z (

nxl
¢) On note S sa somme. Monlrer que Yz €] — R, RL {1+ 8(z))S'(z) = ().
Donrer unc expression simple de & : x — S{x)e”¥),

7!

740. Soit {an)n 32 une suite réelle telle que la série entidre associée est de rayon de conver-

gence supérieur ou égal 4 1.
o

Onsupposeque f: z++ 2+ z a,z" estinjective sur D = {z € C, |2| < 1}.
n=2
a) Montrer que, pour tout z € b, f(z) € R si et seulement si z £ R.
b) Montrer que, pour tout z € ID, Im{ f(=)) > 0 si et sevlement si im(2} > 0,
2m

¢} Calculer, pourn € N*etr < 1, f Im(f(re')) sin(nt)dt.
¢

+oo
741. Soit (a,,) une suite de réels positifs avec ag > Oeta; = 1. Soient S : 2+ Z apz” et,
k=0

ki
pourn € N, S, 1w Z az"®. On suppose que le rayon de convergence de S est R > 0.
k=0
a) Soientn 2 lety > ap. Montrer qu’il existe un unique z,(y} € R* tel que 5, (z, (%))
y . Montrer que la suite {xy(y)) converge vers un réel noté T'(y). Montrer que |T(y)| € R.
b) On suppose que |T(y)| £ R. Caleuler (S o T'){(y). Que peut-on en déduire ?

742, Soit Z a, 2" une série entitre de rayon de convergence R > 0 et de somme f.
2w oo
a) Montrer que, pour tout r & [0, R[, I{r) = if |f(re?®)|2do = Z lan|?r2", puis
27 0 i
que la fonction I est croissante sur [0, R,
b) Si f n’est pas nulle, montrer que () > 0 pour tout r €]0, R/
¢} Montrer que la fonction ¢ +— In (1(e*)) est convexe sur | — oo, In R[.

743, Soient P € R[X] de degré 2 et f : z — "), Montrer que f est développable cn
série entiere en 0 et que deux coefficients consécutifs de ce développement ne sont jamais
simultanément nuls.

744. Soit (py,) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(py,).
Soit f:1z Zm“’

=0
a) Quel est lenrayon de convergence de f?
b) Déterminer la limite en 17 de f puisde = — (1 — ) f(z).

745, Déterminer un équivalent de p(n) = |{(z,, 2) € N%, = + 2y + 3z = n} .
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746. On dit que [a suite {an )30 € RY vérifie P si le rayon de convergence de Z apx™ est

, +o0
supérieur ou égal & 1 et si f: 2 — Z a,x" posséde une limite finicen 17,

n=(0 .o

a) Déterminer les f : R — R continues en 0 telles que : Vz,y € R, flx+y) = fl)+ Fy).
b) Montrer que si Zan est absolument convergente alors (a,,} vérifie P. Etudier la réci-
proque,
¢) Déterminer les f : R “+ R telles que, pour toute suite (an) € RN vérifiant P, la suite
(flan)) vérific P,

747. Soit E l'ensemble des fonctions f € C™(R, R) dont Ia série de Taylor en 0 a un rayon
de convergence +oc. ;
a) Monirer que E est unc R algébre.

+oc
Pour f € E,onpose T(f) : z — f(z) - Z
n=0
b) Montrer que 7" est un endomorphisme de E ¢t que Im(7") est un idéal de E.

¢) Montrer que E = I(T) @ Ker(T).
d) Déterminer le spectre de 7'

fM0) .

",
nl

! di
/0 \/2+\/2+\/--»+\/2+23;

+oo
sin(t™) dt. Déterminer les n € N pour lesquels I, est définie. Donner

748, Limite de u, =

(ol il y a n racines carrées) ?

749, Soit I, =

0
un équivalent de 1.

1
750. Déterminer un développement asymptotique de wu,, = f en o(1/n?).
0

C
4wt

1
751 Pourtout n € N, onpose s up, = f (—=t2+ ¢ —~1)"dt.

a) Montrer que (u,,} converge vers 0.

b) Montrer que Z Uy, converge et calculer sa somme.
nz0
¢) Trouver un équivalent simple de u,,.

Lentlint
752. Pour tout n € N, on pose : [, = / l—t_fdt'
0 —
@) Montrer Ia convergence de /.
b) Etudier la convergence et la limite éventuelle de (da).

¢) Trouver un éguivalent simple de 7,,.

+00
753. Exprimer sous forme de somme f e’ cos(t)dt.
0

Epreuves orales: Mines - Ponts — MP - MPI 119

754. a) Justifier que f n(l—#) . _ f lnt
0 t 12—t
1

2np2

b) En déduire la valeur de

nzl

755, Soient «r et 3 des réels > 0.

. (__1)11
Montrer que la série
a) 1 1;) an+ 8

b) Exprimer sa somme sous forme iniégrale.

est convergente.

1
756, Calculerf In{¢) In(1 — #)d¢.
0

1 o—a{144%)
757. Pour tout z € R, on pose f(x) = f —————dt.
o L+t

a) Montrer que f est de classe C! sur B, et exprimer sa dérivée.
q p

e 2
b) Onpose g(z) = f(x?) pour z € R. Montrer que la fonction z > g(z) + (/ e’ dt)
0

est constante, et préciser sa valeur.

+oa 2
¢) En déduire la valeur de / e~ dt.
0

T arctan (£} + arctan(az)

1522 dix. Justifier

758. Pour toul réel @ > 0, on pose F(a) =

0
Iexistence de F'(a), puis calculer cette intégrale.

759, Pourn € N* etz < 0, on pose : /i, (x) = fu @ rahyn

a) Soitn € N*. Montrer que hy, estde classe C! sur R * et : Vg > 0,h,(x) = f4na:3hn+1($).
b) Montrer qu’il existe une suite réelle (a, )pen- telle que :

Yn € N*,Va > 0, h,(2) = a,a?™4".

¢) Expliciter la suite {a,,).

oo L2t

e
760. e dt.
Onpose F:xw— P

0
@) Domaine de définition de F'? de continuité?
b) Donner un équivalent de F en +oc,

27
761, Soit f: z — ln (m2 — 2z cos(t) + 1) de.

0
@) Donner le domaine de définition et étudier Ia continuité de I
b) Donner une expression de f(x).

: T sint .
762. o) Déterminer le domaine de définition D de : fixr f Te""” dt.
0
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b} Montrer que f est continue sur R
¢) Montrer que f est de classe C! sur R¥*,

o0 3
d) En déduire la valeur de / i1~};1~72c1¢*i.
0

dt
e 4 $3°

1
763, Soient e > Qet f : z € RT™ — f L’ application f est-elle intégrable sur
‘ 0

R**?

+oo
764, Pour z € R, calculer f(r) = / et /2671t par deux méthodes :

hle &)
- en déterminant le développement en série entidre de f(z);
- en montrant que f est de classe C! et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

x/2
765. Soit f définie par: f(z) = sin® (¢} dt.
a) Déterminer le domaine de déﬁgition Dyde f.
b) Montrer que f est continue et décroissante.
¢) Pour toutx € Dy, on pose g(z) = (z + 1) f(z + 1) f{x).
Montrer que : ¥z € Dy, g(z + 1) = g(z).
d) Déterminer des équivalents simples de f aux extrémités de D I’

+o0
766. @) Montrer la convergence de cos(t2)dt.
0
e~ (P +)a*
Wdt' Montrer que f est de classe ¢! sur R™.

+oc +0oo
¢) On admetque/ e~ dt = ﬁ Calculer/ e~ dt 2 I'aide de I
0 0

+oo
b) Onposef:xs—>/
0

2

767. Trouver toutes les fonctions f : R** — R dérivables vérifiant : Vo > 0, f'(z) =

f(1/z).

768. Soit f : R* — R de classe C!, monotone et admettant une limite finie en +oc. Montrer
que les solutions de I"équation différentielle 3 + y = f(x) sont bornées.

769. On considere I’équation différentielle (E) : 2zy” + ¢ — y = 0.

a) Montrer que (£) posséde unc unique solution f sur R telle que f(0) = 1 et qui soit la
somire d’une série entidre,

b) Donner une expression de f a I’aide de fonctions usuelles.

¢) Alaide du changement de fonction inconnue y = z f, résoudre (E).

770. Soit A & R. Montrer que les solutions de : (E) : y” + (A — 1)z%y = 0 sont de la forme
@ H(z)e ™ /2 avec H développable en série entidre.

771. Résoudre I'équation différentielle (1 + 22)y" + 2y’ — y = 0.
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772. Déterminer une solution de (E) : ¢" + 2y’ + y = 1 développable en série entidre au
voisinage de 0.

773. Soit (F) I'équation différentielle ax®y” + bay' + cy = 0 sur R**,
a) Résoudre (£} en utilisant le changement de variable ¢ = In .
b) Résoudre 2%y” + 2y’ + y = sin(alnz).

774. Considérons I’équation différentielle (E) : 2%y’ + y + 2% = 0.

a) Résoudre (E) sur R**,

b) Montrer que (£) admet une unique solution qui admet une limite finie en 0.
¢) Existe-t-il des solutions de (E) adinettant une limite finie en +00?

d) Déterminer les solutions de (E) développables en série entidre.

775. Soient n € N et (x) "équation différentielle
(L+a™)(1 — 2y +22(1 + 2™)y = 2(1 — 2°).

b} Trouver les solutions de (*) sur ] — 1,1].

¢) Existe-il une solution définie sur R ?

d) Existe-il une solution définie sur ]1, +-00[ et bornée ?

776. Soit f une fonction continue et bornée de R dans R. Déterminer les fonctions y de R
dans R, de classe C* et bornées, telles que i/ — y = f.

777. Seit y une solution sur R™* de 23" + ¢’ + zy = 0,
a) On pose : ¥z > 0, u(z) = vz y(z). Déterminer une équation différentieile dont u est

solution. .
&564)3:%@ dr = (vt —u'v)(b) — (v’ —u'v)(a) avec v vérifiant v"" +v = 0.

b) Montrer que f
a
¢) Montrer que, pour tout a > 0, il existe 2, € [a,a + 7| tel que y(xq) = 0.

+oo (_1)?L$2n
d} Montrer que f : x — Z W s'annule une infinité de fois.
n=0 '

778. On note S I’ensemble solution de I’équation différentielle (E) : xy” + zy’ — 3 = O sur
R+,

a) Trouver o € R tel que 22 — x soit solution de (E),
& —t

b) Pour tout z > 0, on pose : G(z) = e—t;dt. Dresser fe tableau de variation de (5.

¢) Solent f € C3(R™,R)ets: a — xf(x). Montrer que s € § si et seulement si f’
est solution d’une certaine équation ditférentielle du premier ordre. Résoudre cette équaltion
différenticlle.

d) Expliciter S 2 ’aide de G. Etudier les limites des solutions en 0.

779. Soit f : RT — R une fonction menotone de classe C! admettant une limite réelle en
+00. Montrer que les solutions de 1'équation 4" + y = f sont bornées sur R*.
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780. Soit f une fonction de classe C? de R dans R telle que f + f » 0. Montrer que, pour
teR, f(t) + f(t+m) 20

781. Résoudre les sysigmes différenticls
!

' = 2z+3y-+3z+te ¥ = 2y—2z : +tet
Yy = 3zx+2+3z+et vy = 3x-2y +et
= 3z 3y+ 2+ t% o= =2 —2y+z +t%

782, Soient m,n € N* et 4 € M,,(R). On considere le systeme différentiel (S) : Y™ =
AY d’inconnue ¥ & C™(R, R™). Montrer que A est nilpotente si et seulement si toutes les
solutions de (S} sont polynomiales.

783. On munit R™ de la norme euclidienne canonique. Soit A € M,,(R). Montrer que A est
antisymétrique si et seulement si les solutions de Y = AY sont de norme constante.

784. Soient T' € R**, A une application continue et T-périodique de R dans M, (C). Mon-
trer qu'il exisie A dans C* et une application X de classe C! non identiquement nulle de R
dans C™ telle que, pour tout ¢ € R, X'{(#) = A(OX () A X(t+T) = A X(2).

785, Soit 5 € S, (R). Montrer qu’il existe une unique fonction M de R dans S,,(R) telle que
M(0) = I, et M'(t) = SM(t)S pour tout ¢ € R. A quelle condition sur ' la fonction M
est-elle bornée 7

186. Soient (E, {, }) un espace euclidien, u : R — SO({E) dérivablc. Montrer I’équivalence
entre: (1) Vs,t € R, u{s +t) = u(s)u(t), (i) Ja € AE),Vt € R, u(t) = .

too . n

787. Délerminer le domaine de définition de f : (z,y) — Z (CL%‘U) Est-elle continue ?
n=0

de classe 1 ?

3
788. On pose f(0,0) = 0 et, pour (z,y) € R?\ {{0,0)}, f(x,y) = TTer%E Etudier la

continuité et la différentiabilité de f.

2,2
789, Soient f € C*(R**,R) et g définie sur (R™*)2 par : g(z,y) = f (a: ;—y ) - Déter-
29, 529
miner les fonctions f qui vérifient : @ + e =0

790. On munit R? de sa norme euclidienne canonique.

On définit f sur R? par: V(z,y) € R?, f(z,y) = (% sin(z + y), %cos(:c - y))
a) Calculer la différentielle de f en tout point.

b) Montrer que : ¥(z,y) € R, ||df(x,y)[lop < %

¢) En déduire que f posséde au plus un point fixe.

R0 4o R G i n

AR A e
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791.a) Soit f : R — R dérivable et minorée. On pose m = igff. On suppose que m

n’est pas atteint. Montrer qu'il existe une suite (z, ), 30 telle que, pour tout n € N, Flz,) €
1 . ’s \ .

m+ on et [,| = n. En déduire qu'il existe une suite (i, )nzo telle que [tin] = +oo et

flun) = 0.

b) Soientp > 2et f € C'(RP, R) minorée. Pour £ > 0, soit ge : T = f(x) +el/z]l. Montrer
que g atteint son minimum (la norme est la norine cuclidienne standard). En déduire qu’il
existe une suite (u,,) telle que V f(u,) — 0.

792.a) Soientn = 2, U unouvertde R" et f : U — R différentiable. Soient a,b € U tels

que {a,b] < U. Montrer qu’il existe ¢ €]a, 8] tel que f(b) — f(a)} = dfo(b— a).

V2
ﬂ-3

k) Application : si on souhaite connaitre la valeur de & la précision 1072, avec quelle

précision doit-on alors connaftre \/ﬁ, eetn?

793. Soit f < C2(R™,R) telle qu’en tout point z le spectre de la hessienne soit incius dans
1, +ool.
1

a) Montrer que, pour tout z € R™ ona f(z) = f(0) + (VF(0),z) + Erch.

Ind. Considérer o : t — f(tz) — (VF(0),tz) — —;—fQIET:B.
b) En déduire que f admet un minimum.

794. On munit &' = R™ de sa structure euclidienne canonique. Pour z € E \ {0}, on note
f(z) I'unique vecteur y positivement colinéaire & x vérifiant : ||z x ||ly|| = 1.

a) Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle en tout point.

b) Soitx € £\ {0}. Interpréter d f(x) en faisant intervenir la réflexion d’axe {z}+,

¢) Bn déduire que df(z) conserve les angles.

795. Soient A € R, n € N” et f une application de classe C* de R™ \ {0} dans R. Montrer
I"équivalence des conditions

()V(t,z) € RT* x (R \ {0}, f(tz) = t*/(2)
i)V € R"\ {0}, )" w8 f(x) = Af(x).
i=1

796. a) Calculer la différentielie du déterminant au point I,.
La fonction det atteint-elle un extremum local en I,7
b) Déterminer points critiques et extrema locaux de la fonction det sur M, (R).

797. Onpose D = 10, 1] et P'on définit Jf sur D par:
V(w,y)GD,f(;n,y): ! +

-z 11—y
@) Montrer que f est de classe CL.
b) Déterminer les extrema locaux de f.

a:+y'
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} dé-

798. Soient f : R? — Rdeclasse ', o € R? et y un arc paramétr;% plan de classe C* tel que
v(0) = aet, pour tout £, |v'(¢}{| = 1. Pour tout A € R, on note Cy = F{{A}).

a) Montrer que V f{a) md:que la direction de plus grande pente sur la surface représentative
de fena.

b) Supposons '{0) € R*V f(a). Montrer que, pour A suffisamment proche de o = f(a),
il existe un unique £y voisin de 0 tel que v(¢,) appartient 2 C. Donner un équivalent de
liv{ts) — a|| quand A - a.

¢) En étudiant la restriction de f 4 K = {(:c,y) elD; (x,y) e [U,

terminer les extrema globaux de f.

[N ]

7
§J etr+y=

799. Soit f = (fi1....,fa): R™ - R” de classe C2 sur R™. On considére les assertions :
)V ) € R, 47001 = G Ve, ) € R 1f@ + 1)~ f(@)] = 4]

: 6fm afm
a) On suppose (i) et on pose, pour tous 4, 5,k € [1,n], ;% = L
pose, p - ' i Z Oz;  OxiOxy
Montrer que a; jx = G4k ; = —8k,q,; PUIS que a; 5k = 0.

b) Montrer I'équivalence des assertions (1) et (ii),

800. Soit f : R® — R™ z (f1 e (o)),

a) Onsuppose f de classe c2. Montrer que J¢(x) est antisymétrique pour lout z € R™ si et
seulement §’il existe A € 4, (R) et b € R tels que f{x} = Az + b pour tout z € R”,

b) On suppose f de classe C1. Montrer que J r(z) est symélrique pour tout x € R” si et
seulement s’il existe ¢ : R™ — R de classe C? telle que f = Vg.

801, Extrema de f : (z,y) € R? — ze¥ + ye®.

802. Soient E un espace euclidien, ¢ € E* une forme linaire et f : z — cp(:v)e_”:””E.
Etudier les extrema de f.

803. Soient n > 2 unentier et £ : R” — R de classe C? telle que la hessicnne de f est
toujours & valeurs propres dans [1, +-o0].

2
a) Soitz € R™. Montrer que la fonction ¢ — f(tz) — (V £(0), tz) — %Hxﬂz est convexe,
b) Montrer que f admet un minimum global.

804. Soient E un espace euclidien, v € E non nul et f € STH(E).
a} Montrer qu’il existe une base (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de f.
b} Montrer que, pour lout z € Enonnul, {f(z),z) > 0.

¢) Montrer que g : = (f(m) @) — {v, ) est de classe CL.

d) Calculer les dérivées partlelles de g relativement a fa base (e1,.. ., e,) et le gradient de g.
£) Montrer que g admet un unique point critique c.
S} Monirer que g admet un minimum global en c. Existe-1-il d’autres extrema locaux ?
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805, On munit R™ de la norme euclidienne usuelle. On note B ia boule unité ouverte et S la
sphére unité. Soit f : B — R de classe €.

a) Onsuppose que fis < 0 et qu'il existe ¢ € Btel que f(¢) > 0.

Montrer que @ : z € B > f(2) +&(||z|% — 1) admet un maximum en ¢y € B poure > 0
assez petit puis prouver que Af((p) < 0.

b) On suppose que A f = (. Montrer que 111Ein f= n}gin fet mEaxf = max I

806. Déterminer les espaces tangents en I, aux parties SL,(R) et O, (R) de M, (R).

807. @) Soient A la R-algebre des fonctions de classe C*° de R™ dans E et / I’ensemble des
f € Atelles que f(0) = 0. Montrer que I est un idéal de 4 et que tout élément de I s’ écrit
n

Z fi0; ol les f; sont dans A et les §; sont les formes linéaires coordonnées canoniques sur
i

b) Déterminer les o de A* vérifiant, pour tout (f, ¢) € A%, (fg) = F(0)o(g) + g(0)(f).
¢) Montrer que ’ensemble des formes linéaires de la question précédente est un sous-espace
vectoriel de dimension finie de A*. Quelle est sa dimension ?

Probabilités

808. On considere n ampoules éteintes numérotées de 1 & n. L’ampoule i a une probabi-
lit¢ p; de s’allumer 2 un instant donné. On note Y la variable aléatoire complant le nombre
d’ampoules s’allumant. ‘

a) Exprimer E(Y) et V(Y.

b) On fixe 4 présent m et on consideére des p; tels que E(Y) = m. Donner une condition
nécessaire et suffisante sur les p; pour que V(¥") soit maximal. Donner la loi de Y dans ce
cas.

809, Un magasin dispose d’un stock de IV produits. Le nombre de clients qui passent dans
une journée suit la loi de Poisson de parametre A et chaque client a une probabiiité p d’ acheter
le produit. Quelle est la probabilité que le magasin soit en rupture de stock avant la-fin de la
journée ?

810. On lance N dés. A chaque tour, on relance ceux qui n’ont pas donné 6 lors des tours
précédents, Soil S, la variable aléatoire donnant le nombre total de dés ayant donné 6 au-
couts des n prentiers touts.

a) Montrer que S, suit une loi binomiale dont on donnera les paramétres.
+o00

b) Montrer que P (U (S, = N)) =1.

n=1
¢) Onpose Ty = inf{n e N*, §, = N} € N* U {+oo}.
i) Donner la loi de Ty.
i} Montrer que Ty admet une espérance et la calculer.
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811. Un péage comporte 3 voies et n voitures se présentent en choisissant aléatoirement et
indépendamment une voie. On note X; le nombre de voitures qui passent par la voie i pour
i e {1,2,3}.

a} Déterminer la loi des X;.

b) Calculer V(X), V(X3) et V(X -+ X3). En déduire COV(.X],XQ)

¢} Les variables X, X5, X3 sont-ctles indépendantes deux i deux ? mutuellement indépen-
dantes?

812, Une urne contient des boules numérotées de 0 & n. On en prend une poignée au hasard
et on note les numéros obtenus. On effectue deux tirages indépendants. Seit X la variables
aléatoire correspondant au nombre de numeéros communs entre les deux poignées. Déterminer
laloide X.

813, Soient m, n,p des entiers > 1 tels que p < min{m, n). Une urne contient m boules
mauves et n boules noires. On tire simultanément p boules dans I’ urne et on note X 1a variable
aléatoire donnant le nombre de boules mauves tirées. Quelle est la valeur la plus probable de
X?

814. Une urne contient o > 1 boules blanches et b = 1 boules rouges. A chague tirage, on
remet la boule tirée et on ajoute ¢ 2 1 boules de la méme couleur. Soit ¥ la variable aléatoire
donnant le rang de la premiere boule blanche tirée. Donner sa loi. Admet-clle une espérance ?
Un moment d’ordre p 2 27

815. On dispose de deux urnes A et B, et de 2N boules numérotées de 1 & 2V réparties
aléatoirement dans ces urnes. A chaque itération, on pioche une boule au hasard et on la
change d'urne. On note X, la variable aléatoire donnant le nombre de boules dans 'urne B a
la ne itération. On pose, pout n € N, Uy = (P(X, = 0) P(X,, = 1) .-+ P(X,, = 2N))7.
a) Déterminer M € Moy (R) telle que, pour tout n, U] = MU,,.

2N
b) Soient vy, ..., vy desréelset P = Z v X*. En notant V le vecteur colonne défini par
k=0
. 1-X2%
les coefficients vy, montrer que V € Ker(M — Aony:) © AP = XP — P,

¢) Montrer les X, suivent la méme loi si et seulement si X suit une certaine loi a déterminer,
d) La matrice M est-elle diagonalisable ?

816. On lance simultanément deux pi2ces équilibrées n fois. Soit £, I’événement « les deux
pitces donnent le mé& me nombre de pile ».

n
a) i) Poura,b,n € Ntels que n < a + b, montrer que Z (z) (w b A) = (a T b).
T — K n

k=0
fi) En déduire P(E,,).
b) Déduire combien de fois en moyenne les pidces sont tombées sur Pile lorsque I’événement
E,, est réalisé.

817, Soient A et BB deux événements. Montrer que A et B sont indépendants si et seulement
siP(ANB)P(ANB) = P(AnB)P(An B).
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818. Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans N et d’espérance finie.

Montrer gue E P{X =z n) converge et donner sa somme.
ncl*

819. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramatre A,

Calculer £ (X:‘].) et B (m)

820. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi géométrique
de parametre 1/2. On pose : U = max(X,Y) et V = min(X,Y). Déterminer la loi de
(X,Y).
821. A quelle condition sur o existe-t-il une variable aléatoire X & valeurs dans N* telle que
+co
t
P(X =n) = /; W pour tout n» &€ N*. Lorsque cela est réalisé montrer que X

admet une variance et la calculer.

822. Soient @ € R et X une variable aléatoire & valeurs dans N*. Comparer E(X ) et E(X )*
au sens de R,

0 -1 0 X
823, Soient A = | 2 1 -2 |etlU =Y | avec X,VY, Z trois variables aléatoires
1 —-1 -1 VA

indépendantes, X et Z suivant G(p) avec p €]0, 1[ et ¥ suivant P(}) avec A € R**. Déter-
miner la probabilité que U soit vecteur propre de A.

824. ** Soient X,Y deux variables aléatoires 2 valeurs dans R, Minorer aussi précisé-

ment que possible E{X/Y).

825, Soient n € N* et Xy, ..., X,, variables aléatoires i.i.d. 3 valeurs dans RT*,
Xi4+--4+X

Calculer E (ﬁi) pour k € [1,%].

826. Soient X une variable aléatoire suivant 1a loi de Poisson de paramétre A et Y = X2 +1.
a) Calculer E(Y").

b) Calculer P(2X < Y).

¢) Comparer P(X € 2N) et P(X € 2N+ 1),

1
827. On suppose que la probabilité de tirer un entier n € N* est o

a) Calculer P(A,) oit A, est I'événement « n est multiple de p ».
b) Calculer P(Ay U A3).
209

13
¢) On note B I'événement « 1 est premier ». Montrer que 3 < P(B) < Tk En déduire
P(B)21072 pros.
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828. Soit A, B deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de
param@tre p €]0, 1[. Caleuler P(AP < B4).

829. Soit X une variable de loi de Poisson P(A), avec A > 0. Soientp € N* et Y = X &
valeurs dans Z/pZ- Quelle est la loi de Y 7

830. Soit (X,)n»1 une suite de variables i.i.d. de loi de Bernoulii B(p). Pour n € N*, on
pose Sy, = X1 + - + X, Montrer que p = 1/2 si et seulement si, pour tout n € N* et tout
ke Z, P(S2, = k) < P(S, =0).

+oo
831. Soit (Ey)nzo une suite d’événements de (2, 4,P) et Z = Z 1g, . Montrer que si

n=0

Z P(E,) converge alors Z est d’espérance finie.

1
-t

s+n-1
n '

¢) Soit (X;)i»1 ii.d. suivant la loi géométrique de parametre p < 10, 11,

832.a) Soitn € N*, Donner le développement en séric entigre de f : ¢ —

b) Endéduire que |{(k1,... ko) e N®, k1 + -+ ky =35} =

Déterminer P U (Xi4+ 0+ Xy = s)).
nzl

833. Soient Xy,...,X,, des variables aléatoires réelles discrates indépendantes.
a) Montrer que X + X3, X3,..., X, sont indépendantes.

b) Endéduire que, pourtout r € [2,n—1], X1+ +X,, X;44,..., X, sont indépendantes,
834, Soientk € Naveck = 2,aq,...,a5-1 €0, 1["c tels que ag+- « *+ap-.; = 1. Soit (X,,)

une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z/kZ. On suppose que : P(Xy = 0) = let
k-1

V€ N,Vj € Z/kE, P(Xpgr =) = Y aiP(Xn = j i),
=0

a) Déterminer la [oi de X,,. 1

b) Soit j € Z/kZ fixé. Etudier le comportement asymptotique de (P(Xn = hnzo-

835. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramatre p €]0, 1]. On pose

27
Y = f sin(t)* dt. Montrer que Y possede une espérance et la calculer.
0

836. Soient Xy, X deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de
paramétre p €]0, 1{, On pose ¥ = | X; — Xy|.

a) Calculer P(Y = 0) puis P(Y = n) pour n € N*. Montrer que Y admet une espérance et
la calculer.

b) Montrer que E(X| —~ X3)? = 2V(X;). En déduire que ¥ admet une variance et la -

calculer,
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837. Soient un espace probabilisé (£, A, P) et une variable aléatoirc X suivant la loi de
Poisson de paramétre A > 0.
a) Montrer que P(X > 2)) g _)1(
b) Soit Z unc variable aléatoire réelle centrée admettant un moment d’ordre 2. On pose
V(Z) = a”,
\ o +2?
i) Montrer que pourtousa > Oetz > 0, P(Z 2 a) € ——.
(z+a)?
. . o’ 1
i} Endéduire que P(Z 2 a) £ P e et P(X 22)\) < FEER

838. a) Rappeler le développement en série entidre au voisinage de 0 de -ml——, ainsi que
lidité e
sa validité,

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel r pour qu’il existe une variable

1
aléatoire X & valeurs dans N telle que P(X = n) = %r pour tout n £ N,
¢) Calculer alors PPespérance et la variance de X, '
839. Soit X une variable aléatoire 2 valeurs dans N* telle que V& € N*, P(X = k) = QLA

a) Justifier la bonne définition d’une telle loi et calculer Pespérance de X.

b) Pourn € N*, on note 4, Iévénement (n|X). Les événements A, et A, sont-ils indépen-
dants si p et g sont deux entiers pairs ?

¢) Brudier 'indépendance de Ay et Ag pour p el g entiers quelcongues,

840. Soit p €]0,1[ et (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi G(p). On pose
Yo =min(Xy, ..., Xy) et 2, = max(Xy,..., X, )i 0n = B{Y,) et 8, = E(Z,).

a) Déterminer la monotonie des suites (a,,) et (5,).

¢} Calculer ov,,.

¢) Déterminer la limite de (3,,). Donner un équivalent de 3,,.

841. Soient A > O et n € N. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de
paramétre A, Onpose ¥ = (X + n)!

a} Trouver une condition sur A pour que ¥ admette une espérance finie.
nl

1 . *
b) On suppose que Y ¢ L. Montrer que : Vm € N, P(Y 2> m) < =y

842. a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire telle que: ¥t € [0,1],Gx(t) =
b) Calculer E(X) et V(X).

843. Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans R™* telleque: E (1/X) < +oo. On définit
Fy sur R par: vt € RY, Fx (1) = E(e™¥),

+ o0
a) Montrer que F)y est bien définic, continue, intégrable sur R7 et calculer j Fy.
0
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b} Soient Y, Z deux variables aléatoires indépendantes qui suivent chacune la loi géomé-

1
trique de paraméte p € 10, 1[. Calcuter B( )
tique de pat p € ]0,1[. Calculer Xy
844, Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes. Notons, pour tout k& F), ta
fonction de répartition associée & Xj.

Onnote X = max(X,,...,X,) etY = min(Xy,..., X,).
i) 1T

a) Montrer que Fiy = H FretbFy =1— H(l — Fg).

k=1 k=1
n

b) Soientz,y € Ravecy < . Montrerque P{y < ¥ < X < z) = H w(z) — Fi(y)).
k=1

¢) Supposons que les X, suwent des lois géométrigue de paramtre py, €]0, 1], Déterminer
laloide Y.

845. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N et admettant une variance.
a) Montrer que la fonction génératrice de X est convexe sur [0, 1.

b) Prouver que E (X;‘H) <1- gE(X) + %E(XB).

846. Soient m,n € Ntels que n > m + 2. On définil une suite (ug)ren on fixant ug € R et

k
en posant, pour tout k € N, g = k+ m
1
a) étudier la série E In ((k + ) Lht] ) En déduire I'exislence d’une constante
C>0tllequewy ~ CE™™,
k=400

b) Montrer I'existence d’une variable aléatoire réelle X telle que :
VeeN, (A+n)P(X =k + 1) =(k+ m)P(X =k)
¢) Montrer que X & L et calculer B(X).

847. Soit (X)) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique G(p), avec
p€]0, 1.

a) Soitn € N* Donnerlaloide S, = X + -+ + X,..

b) Déterminer un équivalent de max{P{S, = k). k € N} lorsque n — +oc.

848. Soient (X;);»1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi G(p) et
N

N une variable indépendante des X; qui suit la loi G(g). Soit S = ZX‘"" Montrer que S

k=1
est une variable aléatoire et déterminer son espérance ct sa variance,

849. Soit ¥ € N*. On répartit 2N boules entre deux urnes A et B. On tire successivement
une boule au hasard dans I’'une des urnes, et on la place dans 1’autre urne.

Pour n € N, on note X, le nombre de boules dans I’'urne B au n®™ tour et on pose

Up = (P(Xy, = 0) - P(X,, = 2NN € Mayi11(R).

a) Trouver une matrice M € Man. 1 (R) telle que Ve € N, Uy = MU,.

:m.m.«.:—-mn

Epreuves orales: Mines - Ponts - PS! 131

b) SoitV = (’Uo, -..,'U2]\')T S M2N+1’1(R). On note P(X) =vwp+wmnmX+..4+ 1)2NX2N.
Pour A € R, montrer que V' € Ker(AM — Aoy 1) si et seulement si AP = XP+(1 gXQ)P’.
¢) Comment choisir Xy pour que toutes les variables aléatoires X, soient équidistribuées ?
d) La matrice M est-elle diagonalisable ?

850. Soit (X;);»1 une suite de variables aléatoires i.id. suivant la loi géométrique G(p)
avec p €]0,1[, Pour n € N7, soient ¥, = min(Xy,...,X,), Z, = max(X,...
an = E(Y,) et b, = E(Z,).

a) Ftudier la monotonie de (an)n>1 et (by)ns1.

b) Pourn € N¥, déterminer a,,.

¢) Déterminer la limite et un équivalent simple de (b, )n31.

]

!X?’!-)s

851, Soit (X} )k»1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de Rademacher. Pour n € N*, soit
Tt
Sp = ZX""
k=1

2
a) Pourt € R™ et n € N*, montrer que E(etS*) < exp (%) .

2
a) < 2exp (;_n)

¢} Montrer que le résultat de la question précédente subsiste si (X} )g>1 est une suite i.i.d.
de variables aléatoires bornées par 1 ¢t centrées.

b) Poura € R** et n € N*, montrer que P(|S,| >

852, Soit X une variable aléatoire réelle discrite. p
a) Pourt € R, justifier existence de ¢x (t) = E(e!'Y),

B) Montrer que @y esl uniformément continue sur R,

¢) Montrer que px détermine la loi de X

853. Soient & < n € N, Un parking dispose de n places consécutives numérotées de 1 a .
Ony dispose des véhicules nécessitant chacun & places consécutives pour étre gards. Chaque
véhicule est successivement placé aléatoirement sur les emplacements disponibles jusqu’a ce
qu’on ne puisse phus en garer aucun.

Pour j € [1,n — k + 1], B; désigne 1’événement « la premigre voiture est garée entre les
emplacements j et j + & — 1 » et Xy, est le nombre d’emplacements résiduels libres 3 la fin
du processus.

a) Montrer que, pour i, j convenables, Py, (X, = i) = P(X;_1 + X —(+k)+1 = — k)

n—k
2
- En dédui = P ——
n déduire que E{ X},) k~+— o ZE(Xg
b) Pourn € N, on pose S, = E(XD) + E(X,).

Montrer que la somme f de la série entigre Z S,t™ est au moins définie sur )0, 1] et vérifie
une équation différenticlle linéaire d’ordre 1.
¢) Expliciter f et en déduire une expression de E(X,,) pourn € N,



