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Ecoles Normales Supérieures — MP - MPI

Algébre

1. [L] Soit E un ensemble fini non vide. Pour tout (z1,T2,23) € E3 et tout ¢ € Gg, on notke
o« (z1,22,83) = (Za(1}s Ta(2)s To(3))- Soi E¥ = {(z,y,2) € E®; x,y, 2 sont distincts}.
Soit S ¢ E¥* telque ) Yo € Sa,sie(o) = —lalorso (S} ={o-z;z€ 8} = E**\ 8,
i) Va,b,e,d € E, si(a,b,c) € Set{a,c,d) € S, alors (a,b,d) € Set(b,c,d) €85,
Montrer qu’il existe g : £ — R injective telle que

Y{a,b,c) € E3, gla) < g(b) < g(e) = (a,b,c) € 5.

2. [P] Soit N une application de { vers RY vérifiant :
(i) N(zy) = N{z)N(y) pour tous 2,y € Q,

(i) N{x -+ y) < N(z)} + N{(y) pour tous z,y € Q,
(ii) pour tout x € Q, N(z) = 0= =z =0,

(iv) il existe n € Ntel que N(n) > 1.
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Montrer qu’il existe A € |0, 1] tel que N(z) = |z}* pour tout z € Q.

* 5 . .
3. [PLSE] 1 On étend de fagon naturelle la valuation 2-adique v, 3 @*. Pour n € N*, soit
H, = ’; - Calculer va(H,).

* . : .
4. * Soit (m,n,p) € (N*)?, avec p premier supéricur ou égal 3 5, m el p premiers entre cux.

a) Montrer e
) rer que (m) 0[p].

p
b) Montrer que (:;?; ) -y (1;(;;: L)) (z)

¢) Montrer que (np) = (n) [p?].
mp m

d) Montrer que Vk € [1, 7], (i: D =+1]p).
0

p—1 2
- 1)1
¢} Montrer que E (___(p ) =
K k=1 k

=

) Conclure.

5. [PLSR] Soit p un nombre premier impair.
a} Déterminer card{z?, z € Z/pZ\ {0}}.
1

. I . 1
b) Démontrer | equllvalence :a 7 =1[p] < aestuncarré non nul modulo p.
p=l
2
c) Onposea = H(Qk). Démontrer que :
k=1

-sip=1{4],alorsa = (—1)1,7;1 (pz;l)' ],

-sip=—1[4], alorsa = (—1)“‘11L (3.%1)! [p].

6. [L] ** On considere I’équation 2° + 3% = 5¢ ott (a, b, c) € N*,
@) Résoudre I'équation danslecasa =b=rc

b) Traiter le cas b impair,

¢) Traiter le cas ¢ impair.

d) Traiter le cas général.

7. [SR] Soit p un nombre premier impair.
@) Quel est le cardinal du groupe des inversibles de Z/pZ?

b) Montrer que I’équation 22 = 1 posséde exactement deux solutions dans Z/pZ.
¢) Endéduire : card {2°, © € Z/pZ}.
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d) Soitx : % — {—1,0,1} telle que : x(n) = L sin Ap = letsin estuncarré modulo p;
x(n) = —1lsin Ap=1etsinnestpasun carré modulo p; x(n) =0sip| n.
Montrer que : ¥(a, b) € Z2, x{ab) = x{a)x(b)-
p—1
e) Déterminer Z x(k).
k=0

£ En déduire une majoration de pour N € N, On pose £ = e2™/P Montrer que

N N
> x(k)
k=0

p-1p-1

x(n) = % SO xlaygHe.

k=0a=0

P H
Pour k € [1,p — 1], on note Sk(N) = Y &7+
n=0

1
g) Montrer que VN 2 0, |Sp(N)| < m
h) En déduire que, pour k < p/2, |Sp(N)| < p/2k.

i) Trouver une majoration similaire pour & > p/2.

p—1
j) Onpose Gy = 3. x(a)&"*. Montrer que [Gx| = /5.
a=0

8. [SR] On dit que A est un anneau cuclidien sl A est un anneau intégre (donc commutatif)
et qu'ilexiste £ : A\ {0} — N vérifiant :

- pour tout {a,b) € A x (A\ {0}), il existe {g,7) € A?tel quea = bg +ravecr = Oou
t(r) < t(b),

-V(a,b) € (A\ {0})%, t{ab) > t(a). B

a) Les anneaux Z et R{X] sont-ils euclidiens ? Montrer qu’un corps 'esl un anneau euclidien,
b) Soient A un anneau euclidien et 7 un idéal de A. Montrer qu'il existe z € A tel que
I = gAY a-t-il unjcité de = 7 ‘

¢) Dans cette question, on se donne A un anneau euclidien tel que £(1) = 1. Soitx € A.
Montrer que x est inversible si et seulement si ¢(z) = 1.

9, [PLSR] Soit A I’ensemble des fonctions de N* dans C.
*
Pour f,g € A, onpose (f *g)(n) = Z F(d) g(n/d) pour tout n € N*.
din
a) Montrer que (A, +,*) est un anneau commutatif intégre.
b} Caractériser les inversibles de "anncau A , _ -
¢} Résoudre I’équation ax? + bx -+ ¢ = 0 dans I'anneau A avec a et b° — 4ac inversibles.

10. [PLSR] * o) Montrer que les sous-groupes de Z /nZ sont cycliques.

b) Alice et Barbara jouent 2 un jeu. Elles choisissent a tour de rdle un élément de Z/nZ
sans remise qu’elles ajoutent & un ensemble S. Le jeu s’arréte quand S.cngendre Z/nZ et
la joueuse ayant tiré le dernier numéro perd. Selon n, y a-t-il une stratégie gagnante pour la
premiére joueuse ?
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¢} Méme question avec le groupe ;..

11, [SR] a) Soient o € S, et ¢y o« -+ o ¢, sa décomposition en produit de cycles A supports

disjoints. Calculer Pordre de ¢ dans le groupe 5,,.

b) On note g(n) I'ordre maximal d’une permutation de S,. Montrer que g est croissante et

n < g(n) € nl

¢} Trouver nn minimal tel que g(n) > n.

d) On note (pg)xen- la suite strictement croissante des nombres premiers. Montrer que :
T T

nz Y pl == gn) =[]
i=1 i=1

r T

e} On suppose que g{n) = pr’". Montrer que : n = prf".
i1 i=1
S Montrer que Ve > 0, 3C > 0, Vn € N*, g(n) < Ce*™.

12. [SR] Lorsque o € Sy, on note ny (o) le nombre de k-cycles dans la décomposition de o
en produit de cycles & supports disjeints. Ainsi ny (o) est le nombre de points fixes de o, On
n

note également m{o) = Z ng (o) le nombre d’orbites de o.
k=1

a) Soient i,k € N*. Déterminer 'ordre de i dans (Z/kZ, +).

b) Solentn € N* et o, 7 € 9. On dit que o et + sont conjuguées s’il existe ¢ € S, tel que
o =¢re", '
Montrer que ¢ et 7 sont conjuguées si et seulement si : Vk € |1, n], ng(o) = ne(7).

¢) Soitn € N*. Calculer det (i A j)1gi,jgn'

Ind. Considérer les matrices A = (1) et B = (@(j)1 ;).

d) Montrer que ¢ et T sont conjugudes si et seulement si : Vi € [1, n], m{c®) = m(r).

e) Montrer que o et 7 sont conjuguées si et seulement si les matrices de permutation P, et
P, sont semblables.

13, {P] * Soient G un groupe, A une partie finie non vide de G. Montrer que | A| = |AA| si
et seulement si A = o H avec z € G et H sous-groupe de G tel que z 71 Hx = H.

14, {P] Soient & un groupe et A C G fini non vide tel que |A4| < giAL Montrer que A4
est un sous-groupe de G, :

15, [PLSR] @) Soient n = 3 et € un polygone régulier & n c6tés. Montrer que 1'ensemble
des isométries affines du plan préservant Q est un groupe & 2n éléments,

b) On note maintenant n = ¢, nombre premier impair, et Dy, le groupe précédent. Montrer
que tout groupe de cardinal 2q est isomorphe & Z/2¢Z ou & Do,

16. [L] &) Trouver tous les groupes d’ordre 8 dont I'ordre maximal des éléments est 4.
b) Trouver tous les groupes d’ordre 8 & isomorphisme prés.

17. [L]a) Donner des exemples de groupes d’ordre 12 commutatifs ainsi qu’un exemple non
commutatif.
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b) Montrer que tout groupe d’ordre 12 admet un élément d’ordre 2.

¢) Trouver A isomorphisme prds les groupes commutatifs d’ordre 12,

d) Montrer que tout groupe d’ordre 12 admet un élément d’ordre 3.

e) Trouver tous les groupes d’ordre 12 & isomorphisme pres. v

/000 -1
18. [PLSR] * SoitA=[ 1 0 1 | € Mz(Fy). Onadmetque A® = —Is,
01 0
a) Quels calculs auriez-vous fait pour justifier que AP = 137

b) Montrer que A € GL3(FF3) et que A est d’ordre 26 dans ce groupe.

¢) On note G le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A, etonpose V = G U {0}. Montrer
que V = Vect(1a, 4, A?). o

d) On pose W = Vect(Ia, A}, Montrer que, pour tout M € G, il existe N, P e W\ {0}
telles que M = P™'N, . .

¢) On note H le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A*, Montrer que H est isomorphe &
Z./13Z, puis que |[H NW| = 4.

19. [L] * @) Montrer que toute rotation du plan complexe est composée de deux symétries
orthogonales par rapport & des droites.

b) Montrer que toute permutation d’un ensemble fini non vide X est produit de deux élé-
ments d’ordre au plus 2 du groupe des permutations de X,

¢) Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si X est infini ?

20. [SR] Soit P ¢ C[X] non constant A coefficients dans {—1,1}. Soit z € C une racine
de P. Montrer que |z| < 2.

21. [PLSR] Soient m € N* et (g, ..., ar) € R™1.

Onpose f(X,Y) =apX™ + A XY + g X™2Y2 4 L+ a,n Y™ et on suppose que le
polyndme f(X,1) € R[X] est scindé. .

gty

aXnoy? (X, 1) est nul ou scindé sur R.

Montrer que, pour tout (n, p) € N2, Je polynéme

22. (L] * Soit (a,) € (R*)N. On suppose qu'il existe C' > O tel que ¥n € N, las| €
T

n
[1/C,C). Pourn € N, onpose B, = Z X" = an H(X — Tk, ), Ol 'On a noté Ty, les
racines complexes de Py. k=0 e

a) Montrer que {fk‘" NS N;,k € [1,n]} est borné.

b) Montrer que Z m?m = M—&
¢) Montrer que,kp=01ur n sufﬁs?mmenl grand, P, n’est pas scindé sur R.

3 pour tout n 2= 2.
a’ﬂ
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n—1
23, [SRla) Soit P = X" + Z ay X* unitaire de degré n > 2 & coefficients dans C, avec
k=0
8n—1 € Ry. Montrer, pour M = max(|agl,...,|as—2|), que toute racine z de P vérifie
1+ 1+ 40
Re(z) <0ouz| € —

b) Soit p un nombre premier et b = 3 un entier. On éerit p = 61 —¢o” en hase b.
n

Montrer que Z e X* est irréductible dans Z[X].
k=0

24, [SR] Soit P un polyndme 2 n indéterminées X1, Xa,..., X,. On dit que P est symé-
trique si, pour toute permutation o de {1,2,...,n}, on a P(X;01), Xo(2)s -5 Xo(n)) =
P(X1,X2,..., X5). On dit que P est homogéne de degré £ € N s’il est somme de mo-
némes de la forme cX{“X;“? .- -X,f" avec k) + ko +- -+ k, = k.
a) Montrer qu’il existe une famille presque nulle {e;( X, Xa,..., Xn))iz0 de polyndmes &
1 indéterminées symétriques et homogénes tels que, pour tout ¢t € R,

(L+tX)(1+tX2) - (L+EXn) = Y ei( X1, Xa, ..., Xn)t'.

i20
b) Montrer qu’il existe une famitle (h; (X1, X2,..., X, ))izo0 de polyndmes & » indétermi-
nées symétriques et homogenes tels que, pour tous ©1,%2,...,%, € Rettoutt € R au

voisinage de 0,

1 R .
(1= te)( —tez) (1 ~fan) ;hi(“’”“"’m“)t ‘

Onpose P, = { A =(,..., A EN™, AL 2 X2+ 2 A, }et, sie € N7, on pose
A} le n-uplet obtenu en ordonnant les entiers de « par ordre décroissant, puis pour tout
A E Pﬂ‘ mA = Z XleSZ Tt X':ll”“

aEN", Ala)=X
¢} Calculer my avec A = (2,1,0,0) et A le n-uplet contenant » fois | et n — r fois 0. Pour
A it € Py, on note M, le nombre de matrices dont les coefficients valent 0 ou 1 et telles

que la somme des coefficients de la i-itme ligne vaut toujours A; et celle des coefficients de
la j-itme colonne vaut toujours fi;.

n
d) Montrer que He,\i(Xl, vy X)) = Z My umy.
i=1 HEPy

25, [PLSR] * Soient 4, B,C & C[X] non tous constants et premiers entre eux deux i deux,
a) On veut montrer que si A-+B = C alors max (deg(4), deg(B), deg(C)) < M(ABC)-1
oll M (P) est le nombre de racines distinctes du polyndéme P.
Si P,Q € C[X], on note We g = PQ' — Q.

i) Montrer que Wy g = We g = Wy #0.

i) Montrer que deg(A A A") + deg{B A B') + deg(C A C") < deg(Wa,B).

iif) Conclure.
b) Soitd € N*. Donner un exemple de (4, B,C) € C[X]? avec deg(A) = d et pour lequel
max(deg(A), deg(B),deg(C)) = M(ABC) — 1.
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¢) Soient A, B, C € C{X] premiers entre cux dans leur ensemble ct tels que A"+ B =(C"
avec nn € N*. Montrer que n < 2. Montrer qu’il existe des solutions pour n = 2.

26. [PLSR] Soit R [X ¢ “1] ’ensemble des fractions rationnelles dont le dénominateur est
une puissance de X.

a) Montrer que R[X, X !] est un sous-anneau de R(X). En est-ce un sous-corps? Quels
sont ses éléments inversibles?

b) Déterminer les automorphismes de I’anneau R.

¢) Déterminer les automorphismes de la R-algebre R[X, X "1}.

d) Déterminer les automorphismes de "anneau R[X, X -1,

27. [P1** Soient P,@ € R[X] unitaites. On dit que P et () sont entrelacés lorsqu’entre
deux racines consécutives de 1’un (en tenant compte des multiplicités) il y a e?cactcmem
une racine de "autre. On suppose que deg(@) = deg(P) — 1, que @ est scindé a ra-

cines simples sur R, et que P et () n’ont aucune racine commune. On pose enfin F' = o

H = {z € C, Im(z) > 0}. Montrer I'équivalence entre :
(i) P est scindé sur R et P et @ sont entrefacés, (i) F(I) C H

28. [L] Soient n € N*, 4 € GL,(R) et u,v € R™\ {0}. Exprimer det(A + wv? ). Dans le
cas ol celui-ci est non-nul, exprimer (A 4+ ww™)~ L,

29. [SR] Soit K un sous-corps de C. ‘ '
a) Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E). Que dire de f si, pourtout x € E, la famille
(z, f(z)) estliée? X .

b) Soit A € My (K) telle que tr A = 0, Montrer que A est semblable 2 une matrice dont la
diagonale est nulle,

30. [SR] @) Calculer det (#), ., .-

b) Soient a1,...,0n des réels distincts. .
Pouri € [1,n],onpose: F; = H (X—aj) = Zai‘ka‘l. Calculer det(eoy ) 1<i kgn
jellnln{} k=1

. A B
31. {SR] Soient n,r, k € Navec1 € r < netr +k < n. Soit M = (C D) e M,(C),

ol A € GL.(C). Montrer que M est de rang 7 -+ k si et seulement si D—CA 'Bestde
rang k.

32, [P]1* Soient n € N*, m un entier supéricur ou égal & 2. Montrer que la réduction modulo
m. définit un morphisme de groupes de SL,,(Z) dans SLy,(Z/mZ), puis que ce morphisme
est surjectit. »

33.[P] ** Soient n € N*, A une sous-algébre de M (CT). On suppose que, pour tout
» € C™ non nul, on a {Mv ; M € A} = C". Montrer que A = M,,(C).
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34. (PLSR] Soient 4, B € M, (R) telles que A* + B* = AB et AB — BA € GL,(R).
Montrer que n est divisible par 3.

35, [SR] Soit x : (Z/nZ)™ — C* un morphisme de groupes non constant, Soit A I'ensemble

des matrices de la forme (@ + bx(r) + ex(s) + dx(r)x())r,se(@/nz)» aveca, b, cetd € R.
a) Montrer que .4 est un R-espace vectoriel,
b) Pour £ : (Z/nZ)* — C* un morphisme de groupes, calculer Z £(r).

r&(E/nL)*
¢} Montrer que A est stable par produit matriciel et que la R-algébre {4, +, x,.) est iso-
morphe & AM(IR) (on exhibera un isomorphisme).

36. [SR] On s’intéressc aux parties de M, (R) qui sont des groupes pour le produit matriciel.

a) Donner des exemples de tels groupes, dont certains ne soient pas des sous-groupes de
GL,(R).

b) Soit A € M,(R). Montrer que A est semblable 3 une matrice de la forine (g g,) , ol

B estinversible et N nilpotente.
¢) Caractériser ces groupes.

37. [SR] * Pour tout A € A4(R), soit Pf(A) = ay,203 4 — €t 302 4 - Q1,402 3.

a) Montrer que, pour tout 4 € A4(R), Pf(4)? = det(A).

b) On admet que GL;\(R) est connexe par arcs. Montrer que, pour tout A € A4(R) et tout
B € My(R), P{{(BAB") = det{B)Pf(A).

Ind. Pour le cas det B < 0, considérer la matrice J = diag(—1,1,1,1).

¢) Soit B € SO4(R). On pose A = R — RT. Montrer I'équivalence entre :

(i) R n’a pas de valeur propre réelle, (i) Pf(A) £ 0, (iii) A est inversible,

d) Soient Ry, Ry € SO4(R), 4y = RT — Ry et Ay = R — Rs. On suppose XR, = Xk, &t
Pf(A;) = Pf(Az2) # 0. Montrer qu’il existe P & SO4(R) telle que R, = PR, PL.

38. [L] Déterminer I'image de ¢ : M € My(C) — > %M?nﬂ
Tt !
neEN

39, [PLSR] A quelle condition sur la matrice A, la comatrice de A est-elle diagonalisable ?

40. [PLSR] Pour i € Net A € M, (C), on note ¢;(A) le coefficient numéro ¢ du polyndme
caractéristique x4 (X) de la matrice A, ‘
a) Montrer que ¢;(AB) = ¢;(BA) pour toutes matrices A, B € M,(C)eti ¢ N,

b) Le résultat reste-t-il valable pour des matrices & coefficients dans un corps K quelconque ?

41. [PLSR] * * Soientn c Navecn 2 2, =™/ ot § = (g("‘“l)(é‘—l))

a} Donner une expression simple de det{S).  Ind. On pourra calculer S?,
n—1
ikZa
b} Onpose G,, = e®™ . Donner une expresston simple de |G| par un calcul direct.

k=0

1€r,s<n’
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¢) On suppose que n est impair. Déterminer le spectre de S et la mulliplicité de chacune de
ses valeurs propres.

42. [SR]a) Rappeler 'ordre d’un élément k de Z/nZ. L

b) Montrer que deux permutations de Sy, sont conjuguées si et seulement si elles ont pour
tout k, le méme nombre de cycles de longueur k dans leurs décompositions en produit de
cycles & supports disjoints. , ) N

¢) Soit ¢ un cycle de longueur k. Déterminer le nombre de cycles dans la décomposition de

¢ en produit de cycles & supports disjoints.

43, [PLSR] Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et v,w € L£(E). On note
w = vw — wv. Pour X & Sp(u), on note Fyj{A) = U Ker(u — Aid)™

mzl
a) Montrer que I, (A) est un sous-espace vectoriel stable par u et qu’il admet un supplémen-
taire stable par u.
b} On écrit my, = (X — A)PQ avec (X — A) AQ = 1. Montrer que E=F,{) @Ke\rQ(u).
On suppose de plus que u commute avec v. On note py le projecteur sur F,,(A) parallelement
a Ker Q(u).
¢) Montrer que pa cominute avec v.
d) Montrer que tr(upy) = Arg(ps) = 0.
¢) En déduire que v est nilpotent. ‘ ' ‘ '
) On suppose désormais que vw? — w?u = w. Montrer qu’il existe un entier d impair tel
que Ty = X d

44. [SR] Soit A, B, M dans M,,(C). On munit M,,(C) d’une norme arbitraire .
a) Montrer que M est nilpotente si et seulement si Vk € N*, tr(MF) = 0.
b) On suppose que A(AB — BA) = 0. Montrer que A5 — B A est nilpotente. .
¢) Onsuppose que A(AB — BA} = (AB — BA)A. Montrer que AB — BA est nilpotente.
d) Soit (My)ren une suite de matrices de M,,(C), toutes semblgbles.. On suppose que
|Myl| —» --oco. Montrer qu'il existe une extraction ¢ et une matrice nilpotente N telles
e —ped)
Hﬁ/ffp(k)“ k—+o0
r

i C) de polyndme caractéristique y4 = (X — ).
45. [SR] Soit A € M, (C) de poly que X g =
a) Montrer que P; est le polyndme caractéristique de ’endomorphisme induit par A sur
Ker P,(A).
b) Montrer qu’il existe £ diagonalisable et NV nilpotente tellesque A = D+ Net ND =
DN.
¢) Si X € M,(C), onnote Commy : M > MX — X M. On reprend les notations précé-
dentes. Montrer que Comnm 4 = Commp + Commy, que Commp et Commy commutent
et sont respectivement diagonalisable et nilpotente.

46. [PLSR] Soient n € N* et K un sous-corps de C. Une matrice A € M (K) est dite toute
puissante (TPK) si, pour tout p € N*, il existe B € My (K) telle que A = B,
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a) Trouver les matrices TPK pourn = 1let K =R, Q,C.
K

b) Soit A € M,,(K). On suppose que x4 = H(X — A% ol les A; sont distinets dans K
et les «; sont des entiers naturels non nuls, -
i) Montrer qu’il existe Ny,..., Ny nilpotentes telles que A soit semblable 2 une matrice
diagonale par blocs avec comme blocs diagonaux Ay l,, + Ni,..., Apla, + Ny.
it} Montrer que A est TPK si et seulement si les A; I, +V; le sont. On dit que M € M,,(K)
est unipotente si M — I, est nilpotente et on note I, (K) "ensemble des matrices unipotentes
de M,,(K).
R (P!
Pour A € U, {K), on pose In{A) = Z R
p=1
¢) Justifier la définition de In{A) pour A € i, (K). Montrer que exp est une bijection de
I’ensemble des matrices nilpotentes sur I’ensemble U4, (K).
d) Montrer que les matrices unipotentes sont TPK.
e) Déterminer finalement les matrices toutes-puissantes de M., (C).

(A L.

47. [PLSR] * Soient A, B, C € M,(R). On consideére 'équation () : X — AXB = C
d’inconnue X € M, (R). On note Spp(A) et Spe(B) les spectres complexes de A et B.

a) On suppose que, pour tout (a, ) € Spe(A) x Spe(B), af # 1. Montrer que I'équa-
tion () admet une unigue solution.

b} Que se passe-t-il dans le cas général ?

48. [L] Combien y-a-t-il de classes de similitude de M3, (R) con/stituées de matrices M
telles que M® = 0?

49, [L} ** Déterminer les M de M,,(R) telles que M soit semblable 2 2M.

50. [L] * * Déterminer les matrices A € GL,, (R) telles que, pour tout & 3 2, on dispose de
M € M, (Z) vérifiant A = M,

51. [SR] Montrer que toute mattice de GL,(C) admet une racine carrée.

52. [P] ** a) Montrer que toute M & SL,,(C) s’écrit de fagon unique U/ D ot U & SL,.(C)
est de la forme I,, + N avec N nilpotente, D &€ SL,(C) est diagonalisable et VD = DU.
b} Soit p un morphisme de groupes de SL,,(C) dans SL,, (C) tel que les coefficients de p( M)
soient des fonctions polynomiales de ceux de M. Montrer que p respecte la décomposition
de la question précédente.

53. [SR] .a) Soient A, B € M,(C) diagonalisables. A quelle condition existe-t-il P €
GLn(C) tel que PAP~! et PBP~! soient diagonales?

b) Soit A € M,,(C). Montrer que A s’écrit de manidre unique A = D + N avec D diago-
nalisable, N nilpotente ¢t DN = N D,

.
¢) Soient A.¢ M,{(C), 74 = H(X — X% son pelyndme minimal et P e C[X].

i==1
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Montrer que P{A) est diagonalisable si et seulement si PYW(\;) = 0 pourtous i € [1,r] et
jelt fgi—1]

54. [SR]a) Soient u, v deux endomorphismes diagonalisables d’un K-espace‘yectoriel Ede
dimension finie, tels que vv = vu. Montrer que u et v sonl codiagonalisabl.es.

b) Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension l';me. Montrer que u
admet au plus une décomposition de la forme v = d+n, o (d,n) € K[u)*, I'endomorphisme
d est diagonalisable, I’endomorphisme n est nilpotent et dn = nd.

58, [SR] Soient nn € N et w une fonction continue positive non identiquement nulle de {0, 1]

dans R.
a) Soit (fx)ogkgn une suite de fonctiond continues de i0,1] dans R telie que, pour tout

1
(k,£) € [0, nl?, / frfow = 8y ¢. Montrer que (fxJoghgn oSt libre.
0 1
. , 3 2 o
b) Montrer qu’il existe une unique suite (pr )ken telle que, pour tout (k, £) € N, jo pLpew =
S ¢ et que, pour tout k € N, py soit polynomiale de degré k A coefficient dominant positif.
c), Montrer que, si n € N¥, p,, a n racines simples dans 10,1 que Ponnote @y, < <+ <

Tn,n- o . .
d) Montrer que, si n € N*, il existe un unique (A,ne+ s Anny € R™ tel que, pour toul

1 )
pec RQn—l[X]a f pu = Z ’\k,np(mk,n)-
U k=1

56, [P] * Soient ey,. .., e, des vecteurs d’un espace euclidien F tels que {e;, ej'») \<\. 0 pour
tous 7, j distincts dans [1, n]. Montrer que (e1, . .. , £,,) est libre si et seulement s’il existe une
forme linéaire f sur E telle que Vi € [1,n], f(e;} > 0.

} le produit scalaire canonique sur R™.
} ) et une application f : R™ — E tels

§7. [L] Soient 1, > 1 des entiers, On note {
Montrer qu’il existe un espace préhilbertien (E, {
flx

1

que, pour tous z, 2’ € R, (z,2')" = (f(2), f(z')} g

58, [L] * * Trouver un espace préhilbertien E,{, et f: R — E tels que, pour tous
y —x)?

2y e oo (U5} = (@), S0) -

59, [L] Soieni m,n € N* tels que n < m. On munit R™ de sa structure euclidienne cano-
nique. Soit r € N*, on considere r vecteurs de R™ notés x1,. .. ,a:::.

0 P n T 2 -
a) Montrer qu’il existe une matrice Uy € My »(IR) minimisant E l#s — UU" x;)j5 parmi
i=1
toutes les matrices U € Moo (R) telles que UTU = I,.
i

v

. T 2
i = UUTz||2 =  min zi — UVT x5
b) Montrer que Ueﬁg}”(ﬁ}; s =, mn o ; s ,
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60. [PLSR] Soient (A, )0 € R™ une suite strictement croissante vérifiant Ao = 0 et k dans
R\ {\,, ne N}

1 n 2
a) Calculer I, . = inf ko "y .
) k {20, ,an JERNH] ,/0 (t ;=0: a;t ) dt

On admettra que le déterminant de la matrice de coefficient général m; ; = T vaut
Ti T Uy
Hlsiqsn(ﬂ’j =z )(y; ~ vi)

ngi,jgn(l + i+ y5)
b) En déduire une condition suffisante sur (X, pour que F = Vect(t — t*"),,¢y soit dense

1 1/2
dans C°([0, 1], R) pour la norme f (f f2) .
0

61. [SR] Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie, {, }, et {, }, deux produits sca-
laires tels que ¥V(x,y) € V2, {z,)) = 0 e {r,y)2 =10

a) Soient z,y € V, Montrer que si |||y = {|y|l; alors ||z]|2 = [lyl|2-

b) En déduire qu'il existe C > O tel que ¥z € E, |lz||, = C|z||2.

¢j Soitu € L{V') qui préserve 'orthogonalité : si {z, y) = Qalors {u(z), u(y)} = 0. Montrer
qu'il existe C € R tel que v o u* = Cid.

62, Soient E un espace euclidien de dimension n et (ej,...,e,) une base de E. On pose
o .

A= {Z’\ieis (Ai)igign € Z”}- ,
i=1

a) Soitr € O(E) tel que »(A) C A. Montrer que r(A) = A.
b) Montrer que G = {r € O(F), r{A) = A} est un sous-groupe fini de O(E).
e) lcin = 3. Montrer que tous les éléments.de G4 ont un ordre qui divise 12.

63. [SR] Soient £ un espace euclidien de dimension n, G un groupe fini et p un morphisme

injectif de G dans GL(F) tel que, pour tout g € G, p(g) € S(E). Montrer que les éléments
de G sont d’ordre 1 ou 2, puis que |G| divise 2.

64, [PLSR] ** a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour que la

matrice (a (11) soit positive, puis définie positive.

b) Soit (a,b,¢) € [—1,1]% On suppose que 1 + 2abe > a® + b + ¢*. Démontrer que
Vn € N*, 14 2(abe)™ > a®" 4 b2 4 2.

65. [PLSR] * a) Soit A € 5,(R) & coefficients strictement positifs. Montrer qu’il existe un
vecteur propre de A dont tous les coefticients sont > 0.

b) Soit A ¢ My(R) 2 coefficients > 0. Montrer gue A posséde un vecteur propre & coeffi-
cients > (.

¢) Soientay,...,0, € N*, M; = (C;z é) pour 1 £ i € n. Montrer que My x .-+ x M,

est & spectre inclus dans R \ Q.
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66. [SR] @) Rappeler la définition de I’adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien.
b} Soient £ un espace euclidien etu € L{E). Montrer que u et u* commu}em si et seulement
<'il existe une base orthonormée de K dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs,

a ;b
les blocs diagonaux étam soit de taille 1, soit de taille 2 et de la forme ( b a ) .

67. [PLSR] * Montrer que SO3(Q) est dense dans SO3(R).

68. [P] On admet l'existence d’une R-algebre H d’unité 1 admeFtant une ba§e de'la formc
(1,%,3!k) avec §° = jz =k =-le ij =k = —ji, jk = 1,.: —kj ki =j = —ik.
Montrer que le groupe des automorphismes de la R-algebre H est isomorphe & SO3(R).

69. [PLSR] On munit M,,(R) du produit scalaire défini par {4, B} = Fr(ATB). -
Soient A, B € S,(R). Montrer que : “élﬁf:l |AG — GB|| = (Al,/\z)Eg;I(r:}l)XSp(Bﬂ 1 — Azl
70. [L] Soient X un ensemble et K : X x X — [R. On suppose que, pour tous 7 = 1 et
Tiy..sTn € X, (I((mi,m‘g‘))lgi,jg‘n e SH(R). Pour z € X, onnote K : y — K(z,y).

Soit E le sous-espace de R* engendré par les fonctions (K e reX . . ’
Soit a, b € . Par définition de E, il existe (Az)zex et (fe)oex dans R n’admettant qu’un

nombre fini de coefficients non nuls tels que a = Z A K eth = Z iy I, et on pose
rzeXN €X

(a,b) = Z /\muyK(wﬂy)
@ yeX i )
a) Montrer que cela définit bien un produit scalaire sur £

) Montrer qu’il existe f : X — E telle que Vz,y € X, K(z,y) = {f(z), f¥)}.

71.[L] * Soientp = let A, B e S;J“(]R).
detA)

-1
a) Montrer que tr (IIJ —A B) < In (m

m
T
b) Soientn = 1, u1,...,Un € RPetA>0.Pourl <m<n,onpose d,, = Zuk_ uy, et
k=1
B = A, + Ap. Montrer que, pour 1 < m € 1, B €8t symétrique définie positive.
¢) Soient Ay, ..., A, les valeurs propres (avec multiplicité} de A,.

I4

T _ )\i

Montrer que Z {um,Bmlum) < Zln (1 4 T) .
me=]1 i=1

72. [PLSR] Si G est un groupe, on note Z(G) son centre. .

On pose Up(C) = {4 € M,(C), 4”4 = I} oit A* = A, I'ensemble des matrices

unitaires, .

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G et que Uy, (C) est un sous-groupe de Gth(fC).

b) Soit A € My,(C) hermitienne, c’est-d-dire telle que A* = A. Démentrer qu’il existe

P € U,(C) telle que P* AP soit diagonale.
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¢) Démontrer que toute matrice M € A, (C) s’écrit comme combinaison linéaire d’au plus
quatre matrices unitaires.

d) Déterminer Z (L, (C)).

Analyse

73. [PLSR] Soit F' I"application qui & une norme N sur B™ associe la boule fermée de centre
0 et de rayon 1 pour NN.

a) L’application F est-elle injective ?
b) Quelle est I'image de F°?

74, [SR] Soient E un R-espace vectoriel et ¢ : £ — R™ une application telle que

i} pourtoutx € E, ¢(x) = 0 si et seulement si z = 0,

ii) pourtout x € Eettout A € R, ¢(Az) = |Alo(z).

Onnote C' = {z € E, ¢(z) < 1}.

a) Montrer que ¢ est une norme si et seulement si C est convexe,

b) Soit K un partie de E convexe, compacte, d’intérieur non vide et symétrique par rapport
& 'origine. Montrer que K est un voisinage de I’ origine.

¢) Soitz € £\ {0} Posons I(x) = {\ > 0; 9k € K, z = Ak}. Montrer que I{x) est un
convexe fermé, non vide.

75. [P} ** Soit G un sous-groupe de (R™, +) dans lequel 0 est un point isolé. Monirer qu’il

P
existe une famille libre (u1, ..., u,) dans R™ telle que G = {Z Qg (B1,...,ap) € ZP}.
k=1

76. [L] Soit n € W™, Soit £ I’'ensemble des pavés de R", ¢’est-a-dire des parties de la forme
la1, b1} X - X |an, ba) avec a1 < by, ..., @y < by, Pour toute partie finie G C R™, on note
f(G)={Fnd, Fc E}. Déerminer sup{k € N; 3G C R", |G| =k, f(G) = P(G)}.

77. {PLSR}a} Soient E un espace vectloriel normé et K un compact convexe non vide de F.
Soit (f;) une suite de fonctions affines, continues, qui commutent deux a deux et telles que
fi(K) < K pour tout i € N. Montrer que les fonctions f; ont un point fixe commun,

b) Le résultat précédent reste-t-il valable pour une famille (f;);cr de fonctions indexées par
un ensemble non dénombrable 7

78. [PLSR] ** Soient H le groupe (pour la composition) des homéomorphismes de R sur
R, H' 1e sous-groupe des homéomorphismes croissants.

@) Caractériser les groupes finis isomorphes & un sous-groupe de .

b) Montrer qu’on peut munir tout sous-groupe dénombrable G de H™ d’une relation d’ordre
totale telleque Vf, 9, h e G, f < g = hof<hog.

¢) Réciproquement, montrer que tout groupe dénombrable pouvant étre muni d’un tel ordre
est isomorphe 2 un sous groupe de H+,
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79. [PLSR] Soient m et n dans N*, F une partie finie de R", z ¢ R* \ F, f une applicatfon
L-lipschitzienne (pour les normes euclidiennes canoniques) de I dans R™, Montrer que I'on
peut prolonger f en une application 1-lipschitzienne de F' U {z} dans R™.

K

80. [SR] Soient y, 7 € R"*. On pose, pour N € N*,

Dy = {x e RY; vk e 74\ {0}, ];k“ N= ik = T } et D= m Dy.
Nzl

Montrer que D est fermé et d’mterleur vide, Qu'en est-il de Dy ?

81. [P] ** Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f : £ — F telle que :
vr 0,1, ¥o € B, B(f(2),5) € f(Blz.1) € B(f(x),2")

a) Montrer que f est continue et surjective.

b) Que peut-on dire de I'image par f d’un ouvert? D’un fermé? .

¢) Soit 4 un chemin continu de [0, 1] dans F. Montrer qu’il existe un chemin ¢ continu de
[0,1] dans E telque foc =

82. [PLSR] 4} Soit X < R™ un fermé non vide. Soit f : X — X. On suppose qu’il e)f.iste
g € (0,1 tel que ¥z,y € X, | f(x) — ()]l € Bz — yl|. Montrer que f posséde un unique

point fixe ¢ et que, pour tout z € X, f™(x) e

b) Soit X ¢ R™ un compact non vide. Soit f: X — X.
On suppose que Va,y € X,z # y = || f(z) = fW)ll <z —y].

i) Soient Y, Z deux compacts non vides tels que f(¥Y) C Y et f(Z) C Z. Montrer que
Y N Z est non vide.

i) En déduire que f posséde un unique point fixe.

83. [PLSR] On se place dans R” et R" munis d’une norme,

a) Montrer qu’il existe C' > O et Ry > 0 tels que, pour tout 7 = Ry, card{z € Z"; | X| £
r}) < Cr™. o

On appelle plongement grossier f : Z™ —» Z™ une fonction qui vérifie :

Va z 0, 3b = 0, Vx!y € Zn’ “ZL'—y“ sa= “f(.i,") _f('y)H <h

Vb2 0,320, Ve,yeZ f(2) - f<b=liz -yl <a

Soit f : Z" — Z™ un prolongement grossier. ‘

b) Montrer qu’il existe p: BT — RT et i > 0 tels que IBTOQ p(z) = +ooet

Vo, y € Z% p(lz —yl) < 1£(@) — fFW)l < pllz = yll.

¢) Montrer que m = n.
d) Adapter pour f : R* — R™,

84. [PLSR] On munit R? de sa structure euclidienne canonigue. Soit f : R? — R? un
homéomorphisme. Pour z € R® et > 0, on pose :

Ly(z,7) =sup {If(2) - FW; y € R?, -yl <r},

Oy (w,r) = inf {[|f(2) — F)I s y € R?, |z —y] >}

a) Montrer que :

Ly{z,r) =sup {||f(z) — F@)ll ; y € B, fjlz —yfl =7},

Er(z,ry = inf {||f (=) — F@Wl; y € B?, o —yll =}
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b) Pour z fixé, montrer que 7 — Ly(x,7) et r — £;(z,r) sont croissantes.

On dit que f est quasi-conforme s’il existe K¢ > 0 tel que :

V(z,r) € R x R™™, Ly(z,r) < K l(z, 7).

¢} On suppose f quasi-conforme. Montrer qu’alors L (x, 2r) (1+ Kp)Ly(z,r).
d) Montrer que f est quasi-conforme si et seulement s £ ! est quasi-conforme.

85, [P] * Soient n > 2 et e; le premier vecteur de la base canonique de ™. Soit .4 'en-
semble des matrices M de M, (R) telles que, pour tout v € R”®, il existe ay,a € R, tel que
la suite (M V)1 tende vers a, areq, avec de plus v — Gy, p Ton identiquement nulle.

Soit v € R™. Montrer que I"application f, : M € A4 — a,, 5, est continue,

86. [L] Soit (E, || |{) un espace vectoriel normé. Pour X C Eet x ¢ E, on note d(z, X) =
infyex [ly —af|etlx(z) = {y € X; Vz € X, |y —zf <[z -2}

a) Pour quels ensembles Y C Fexiste-t-il X C Fetz € EtelsqueY = llx(x)?

b) Soient X C Eetz € E\ X tels que d(x, X} = 0. Montrer que Il x(2) = @

¢} Existe-t-il X C Fetx € E\ X tels que d(z, X) > Oet Il x(z) =

d) On suppose qu’il existe un produit scalaire {, ) tel que ||z|| = \/{x, z) pour tout z ¢ E,
que £ est de dimension finie et que X C E est un ensemble convexe fermé et borné. Montrer
que IL, (X) est un singleton.

87.[L] * Soitn 2 1unentier, L € 10,1[, F : R™ — R™ une application L- llpschltmenne

pout || ||, et z. € R™ tel que F(z.) = x,.

a) Soit (mh)kzl définie par g € R™etVk 2 1, zxy 1 = F(ay). Montrer que z, ﬁ—> Ty

oo

b) Pour I  {1,...,n}, onnote FI{ : R* 5 R® I'application définie, pour tout z € R™ et
F(z); siiel

1€ig n,parF“(:c)i = { (): S” < .
2 sitg I

Montrer que I est 1-lipschitzienne pour Il Ml oo

¢) Soit (Jx)kp1 une suite de sous-ensembles de {1,...,n} telle que chaque indice ¢ €

{1,.. ,n} appamenne 2 une infinité de ces ensemb]es Soient z; € R™ et, pour & = 1,
1 = F'¥(z,). Montrer que cette suite CONVETEE VEIS T..

88. [PLSR} ** On munit Pespace £°° des suites réelles bornées de la norme | oo
+00
a) Soit (a,) une suite réelle sommable. Montrer que I"application f : 2 — Z an Ty définit

=0
une forme linéaire continue sur ’espace £°.

b) On suppose I'existence d’une partie ¥ C P(N) telle que : (i) pour tous 4, B € F,
AnNBeF, (ii)pour A € F, F contient toute partie B de N qui contient A,  (iii) F ne
contient que des ensembles infinis, (iv)si A € P(N),alors A€ FouN\ A e F.
i) Soitx € £,
Montrer qu’il existe un unique réel 2°° tel que Ve > 0,44 € F,¥n € 4, |z, — 2| < ¢.
ii) En déduire I’existence d’une forme linéaire continue sur £°° qui n’est pas de la forme
donnée en question a).
€) On note cp le sous-espace de £ des suites réelles de limite nulle. Montrer que toute forme
linéaire continue sur ¢y est de la forme donnée en question a) .
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89. [P] * Soient r € R, E une partie de R? coupant toute boule de rayon r (pour la norime
euclidienne canonique), P € R[X, Y] s’annulant sur E. Montrer que I = 0.

90. [P] ** Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie n = 2, ¢ un convexe ouverl
de E ne contenant pas 0. Montrer qu’il existe une droite vectorielle ne coupant pas C.

91. [L] Soit n € N*. On munit R" de sa structure euclidienne canonique.
n .
Soit A = { z € (R*)", Z z; = 1 5. On admet que pour tout z € R", il existe un unique

i=1

point w(z) € Atel que Vz € A, (z — m(z), = — m(x)) < 0.
a) Soient z,u € R" et 2’ = n(z + u).
Montrer que, pour tout z € A, 2 {u, z — ) Iz — =2 — |z — a||5 + llull;-
Soit A € M, (R). Soient 21,51 € A et (7g) k1 une suite strictement posmvc Pour k& =
on définit par récurrence 1 = m(zk + Y AYr) el Yrr1 = 7Yk — T A Tap).
b) Montrer qu’on peut choisir la suite (4 )1 de sorte que

N N

. Ay — min T, Ay) < o[ N).
{&a&cg(ﬂr, yk) ;EA;<J€ J) (N)

‘déduire que max min {z, Ay) = min nax (&, Ay) .
¢) En déduire g xCA yEA( » Ay) yEA n.‘EA< ’

92. IPLSR] Soient E euclidien et 7 : £ — E. On suppose qu’il existe C' € R* tel que :
Y(z,y) € B, [[T(x) - Tl - ll= - 9| < C.

L objectif est de montrer qu’il existe h € RY et un unique u € G(E) tels que

Ve € E, |T'(z) —ulz)|| < h

a) Conclure dans le cas ol &' == 0,

b} Prouver 'unicité de u.
T(2"x)

¢) Pour tout z de E, on pose ug(z) = lim . Montret gue ug est bien définie,

n—r+00
linéaire et conserve la norme,

d) Conclure.

— 1.
93, [L] Soient (E, {, }) un espace préhilbertien, F': B — Fet G = 5(1(1 —F).
a) Montrer que, F' est 1-lipschitzienne pour | | si et seulement si
va,o' € B, (G(') - Gla), 2 —2) > [G) - GE)I* .
b) On suppose que F* est 1-lipschitzienne pour || || etqu’ilexiste x, € Etelque F'(z,) = 2+
(autrement dit x, est un point fixe de F). Soit (zx)n31 1 suvite définie par 1 € E et, pour
. Tt Flzn) Montrer que, pour tout n 2 1, || F{z,) — 2, € M
z LG =g que, p n n NS

¢) En déduire que, si I est un espace euclidien, {z, )31 converge vers un point fixe de F.

94, [PLSR} * Soient n >F2 et I{R) = {4 € M,(R); 3 € Sp(A4), Im(4) C E\(A)},

ol E5(A) est le sous-espace propre de A associé i la valeur propre A.
a) Montrer que I, (R) est stable par similitude.
b) Soient A, B € I,(R).
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Montrer que A et B sont semblables si et seulement si rg A = rg B et tr{4) = tr(B).

¢) Onnote I} (R) = {A € M,(R); 3 € Sp(A4), Im(A) = E\(A)}. Etudier la connexité
par arcs de I,,(R) et de I} (R).

d) Déterminer les classes de similitude incluses dans 7>(R).

95. {P] Soit G un sous-groupe compact de GL,,(R).

@) Montrer qu'il existe une norme stricte sur R™ pour laguelle les éléments de & sont des
isométries.

b) On suppose que les éléments de @ stabilisent un convexe compact non vide de R™ noté
K. Montrer que les éléments de G ont un point commun dans K.

¢} Montrer qu’il existe un produit scalaire sur R™ pour lequel les éléments de G sont des
isométries.

96. [PL.SR] Soit n € N*, Soit ¢ un sous-groupe compact de GL,,(R). Pour tous g ¢ et
A€ M,(R),onpose g- A= gAg”.
a) Donner un exemple de produit scalaire sur M, (R) et la norme Ny euclidienne associde.

b) Soit N: A sup Np{g - A). Montrer que N est une norme sur S, (R).
ge

¢) Soit K = {gg",g ¢ G}. Montrer qu’il existe un compact convexe € vérifiant : K C C,

{9-4, (9,4) eGxC} T CetC C STH(R).

d) Montrer qu’il existe un produit scalaire G invariant pour -,

e) La borne supérieure iup Sulc): |A — B|| est-elle atteinte ? Si oui, est-elle atteinte en un
€C Be

unique Ag?

s

97. [P] ** Déterminer les valeurs d’adhérence des suites {cosn) et (cos™ n).

98. [PSLR] ** Soit & une partie de N* infini¢ et stable par produit. On range les éléments

. . . . (8
de § en une suite strictement croissante (8, ),»1. Montrer que la suite ( ”H) admet
S ppl
une limite dans [1, +-oo].

99, [L] Soit { 2 )nx0 une suite complexe telle que ¥n € N, 2,41 = 2,6~ Mn) Pour quelles
vateurs de 2y cette suite est-elle convergente ?

n
104 {L] Trouver un équivalent de S,, = Z 7% quand 1 — 400.
k=1

101. [P] On fixe un entiers n = 2 et {t,);cz/nz une famille d’éléments de |0, 1], Soit pour
i € L/nZ, (x})kz0 une sulle réelle. On suppose que, pour tout ¢ € Z/nZ et tout k € N,

$k+1 = (1 -~ t,);,;ch + t,a:k . Montrer que les n suites (:ck)po pour i € Z/nZ convergent
vers une méme limite.

102. | PLSR] * Soient m € N*, 21,...,2m € U distincts et a1,...,a;, € C. On suppose

que Z arzy —-> 0. Montrerque ay = - = @, = 0
k=1
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n

!
103. [P1* * Soit (an)nz0 € C™ bornée telle que Vh € N*, - ;; OLk+h n_+—+>oo 0. Montrer

1 i
que — Zak — 0.
n et n—=-oo

400

104, [L} Pour x4 > 0, on définit par récurrence T,,41 = Zn + f dt. Btudier la suite

T
(%1 )nz0. Donner un équivalent de x,, puis un développement asymptotique 3 deux termes.

105, [L} ** Soita € R, " o
a) Montrer qu’il existe une unique suite (n;);»1 € (N*)" telle que, pour tout ¢ &€ N7,

“+oo
Nip1 2 n;% et que o = Z ln (1 + le)

b) Généraliser ce resultat
106. [L] Soit {a,)new une suite réelle positive.

Omn note, pour & 2 0, Ry = {(un)ngN € [0, I]N, Z Unln < a} .

neN
Soit (by)nzt une suite réelle positive sommable. Pour tout o > 0, construire une suife

(tn)nen € Ry telle que Z Upby = (umfé%‘z {%unbn} .

nel

1 1
107, {PLSR] Soient p €11, +cof et ¢ € R tels que " + . =1

a) Soient (@p)nzo €t (bn)nzo des suites d’éléments de R telles que Zanp et an‘?
convergent. Montrer gue Z anpb,, converge.

b} Soit {ay)nzo une suite de réels positifs telle que Zaﬂ converge et & € R**. Pour

o0
a
n e N, soit R, = Z a. Déterminer 1a nature de R”a
k=n

¢) Soil (@, )20 une suite d’éléments de RT. On suppose que, pour toute suite (b, )n o d'¢lé-
ments de R telle que Z b,? converge, Z apby, converge. Montrer que Z an? converge.

("

108. [PLSR] On admet I'irrationalité de «. Pour n € N, on pose u, = 7o 1 cos(n) cos(n)’

. 1
a) Montrer que Z U, converge si o > 3

&) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que g 14y, CONVErgE.
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109. [PLSR] &) Montrer que, pour n € N* et (a1,...,a,) € R", p

b) Soit {ay,)n>1 une suite &’éléments de R™*, Montrer que Z

n=1%1

Ha, <82an

i=1 n=1
¢) Montrer que la constante e est optimale.

110, [PLSR] Soit (@ }nz0 € CY. On pose, pourn € N, Hon =g+ +apet, poura € N*,
1 n

n+1 =

a} Soit a € N. Si (@, )npo est Hy-sommable, montrer qu’elle est H,, sommable.

b) On suppose (Hon)nzo périodique. Montrer que (an)nzo est Hy-sommable pour tout

o e N,

¢) Soit (an)nzo une suite de réels positifs. On suppose que Zan diverge. Montrer que,

pour tout & € N, (an)nzo nest pas H,-sommable.

d) Soit o € N, Si (an)nz0 est Hy-sommable, montrer que a, = o(n®).

e} Donner un exemple de suite (an)n»0 qui n'est pas H,-sommable mais qui est Hq -
somimnable.

P He 1k Si (Ha n)nzo converge, on dit que (ay,) est H,-sommable,

sin({k -+ 1)8) cos((k + 1/2)8) ( sin{(k + 1/2)8)

111. [SR] &) Montrer que : cos(k@), S T eos(@/2) e Sni872)

sont des polyndmes en cos @,
b) Soient ag,...,ay,,b1,...,b, des réels,

On suppose que : V8 € R, g(6} = ap + Z(ak cos(kf) + by sin{k@)) = 0. Montrer qu’il
k=1
existe un polyndme complexe P tel que : ¥4 € R, g(f) = | P(&®){2.

112. * g) Soit (un) une suite réelle telle que Vi, p, tptp < Un + up + C, oll C est une
constante réelle. Montrer que (1; ) converge ou tend vers —

b) Soit f € C(R,R) continue el croissante, telle que ¥z € R, f(rr +1) = f{z)+ 1. On note
™ 1a composée itérée de f (n fois).

fra)—= N
Montrer que, pour tout x € R, — converge vers une limite qui ne dépend pas
nzl .
de z.,

113. [SR] * Soient (ay,...,a,) et (by,. .., n) dans R+*)
k

0nn0tea>bsi:Vk€[[l,n—l}],Zai Zb etZa! Zb Montrer que @ > b si
i=1

i=1

n
et seulement si, pour tout (z1,...,2,) € (R™*)?, Z H;,;‘il"(i) > Z Ha:?"“".

gES, i=1 eS8, i=1

RMS. Yolume 135-n° 1 (2024-2025)



30 Eprenves orales: Ecoles Norinales Supérieures - MP - MPI

114. [PLSR] @) Soit £ : [0, 27] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe = € [0, 27]
1 2

tel que f(z) =2 —2—-f f(t)de.
mJo

b) Soient z1,...,2, € C.

2%

jel

1 n 7
Z E Z|2j|.
i=1

Montrer qu’il existe une partie I de [1, n] telle que

115. (PLSR] Soient o < b. Une dissection du segment [a, b] est une suite finie (tk)ogkgn

strictement croissante telle que tg = a et t,, = b. Pour f : [a,b] — R, on définit la variation
n—1
de f sur [a,b] par V(f,la,]) = sup |f{tir1) — F(t:)]-
delay] =0
a) Calculer V(f, |a,b]) dans le cas o f est de classe ¢! sur [a, b]. o
) Soit f : [0,1] = R. Montrer que V(£,{0,1]) < oo siet seulement s’il existe g et h

croissantes telles que f =g — h.

116. [L] Soit f : R — R une fonction dérivable. On pose S— = {z € R, f(z) < 0}.
a) L'ensemble S_ peut-il &tre fini non vide 7 .
b) On suppose que, pour tout € > 0, il existe une suite (I, )nep d'intervalles ouverts tels

+oo
que S_ C U Inet ZE(IH) < e (ob #(I,,) désigne la longueur de I,,). Montrer que f est
n=0

nelN
croissante (donc 5- = @).

117. [L] Soient E un espace vectoriel, ¢ C E un ensemble convexe non vide, @ < b d.eux
réels, et F' ’ensemble des fonctions f : C' — [a, b] convexes. Soit &, y € C fixés. Déterminer
sup (f(y) — f(z)) . Déterminer les cas ol la borne supérieure est atleinte.

fEF

118. [L.] Pour toute fonction f : R —» RU{-+00}, on note dom(f) = {z € R, f(z) # +00}
Si dom(f) # @, on définit f* : R — RU {+o0} par f*(y) = supger {zy — f(x)}, pour
touty € R

a) Soit f: R = RU {00} telle que dom(f) # ©. Montrer que dom(f*) est un ensemble
convexe et que f* est convexe sur dom{f").

b) Soit g: R — R une fonction convexe dérivable.

Onpose E = {(y,a) € R?; Vz € R, 2y —a < g(a)}-

i) Montrer que, pour tout 2 € B, g(z) = sup (zy— a).
{y,a)EE

ii) En déduire que (g*)* = g.
iiiy Etendre au cas ol g n’est pas dérivable.

119. [PLSR] Soient I un intervalle réel contenant O et f : I — R de classe cl.
On suppose qu’il existe A, C' > 0 telles que vz € I, |f'(z)| < C|f(z)| + A.

A 'l
Montrer que Yz € I, | f(z)] < | F(0)|eSle! + b (ec| b 1) i

RMS. Valume 135 - n° { (2024-2025)

Epreuves orales: Ecoles Normales S upérienres — MP - MPI 31

120. {L] Soit f : R* — R uniformément continue et dont une primitive est bornée. On

2 T
suppose que, pour tout z > 0, | f(z)| < 1:7/ (z —y) | f(y)|dy. Montrer que f(x) . 0.
o X
Quelles généralisations peut-on étudier ?

121. [PLSR] On note [a, b] un segment de R. Une application & : [a,b] — R¥* est appelée
une jauge. Soit D = {(a;)ogign, (£:)ogign—1) une subdivision pointée de [a, b}, c’est-a-dire
ag =a<a < <a, =betVic[0,n—1], z; € [a;,a:+1]. On dit que D est §-fine
lorsque pour tout 4, |a;41 — @] < (z;).

a) Soit f € C°([a,b], ). Montrer que, pour tout £ > 0, il existe une jauge & telles que
Va,y € (0,89 € v — 6(x), 2+ 6(a)] = |f(2) — F(u)] <.

b) Sid est une jauge, montrer qu’il existe une subdivision pointée J-fine.

¢) Redémontrer le théoréme de Heine pour f continue.

d) Soient f : [a,d] — R une fonction continue par morceaux et I un réel. On dit que f est
HK-intégrable, d’intégrale I si, pour tout ¢ > 0, il existe une jauge § telle que, pour toute

n—i
subdivision pointée {(@i)ogi<n, (Zi)ogicn—1) -fine, on a Z(a,url —a)f(z;) — Ir £ e
i=0
Montrer que I est unique. On la note I
HE
e) Montrer que, si f est dérivable, f est HK-intégrable et f = f(b) — f(a).
HK

122. [P] * Soient P € C[X] non constant tel que P(0) # 0, r,€ R, 2,... y Zp les
tacines de module strictement inférieur 2 r de P comptées avec multiplicité. Montrer que

1" . p ,
In(|P(re®))de = In( PO+ > (1),
k=t

2r J_ |24

123. [SR] Soit £ = C°([0, 1], R). On dit qu’un endomorphisme u de E est positif si, pour
tout f € E, f 2 0 implique u(f) > 0. On pose, pour i € N, e; : z € [0, 1] > 2%,

a) Soit 1 un endomorphisme positif de £, Montrer que pour tout f € E, |[u(f)| < u(|f]).
b) Soit f € K. Montrer que, pour toul & > 0, il existe § > 0 tel que : Va,y € [0,1],

F@)— fw) < e+ 2”5& (& — )",

¢) Soit (T )nzo une suite d’endomorphismes positifs de £. On suppose que, pour ¢ €
{0,1,2}, 1a suite (T7,{e;)) converge uniformément vers ¢; sur [0, 1]. Montrer que, pour tout
f € E, lasuite (T,,(f)) converge uniformément vers f sur [0, 1),

d) Démontrer le théoréme de Weiersirass,

124, [PLSR] Soit s > 1. On dit que f € C(R,R) est s-Gevrey s'il existe R, C' > 0 tels
que:Vk €N, Vz € R, f“f}(a:)[ < CRE(KD®,
+oo

a) Soit f:xeR— Z e~ ™" Jugtifier que f est bien définic et s-Gevrey.
n=0
b) Soit f : z € R = 1+ () e~ /" Montrer que £ est de classe C™ et 2-Gevrey.
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+oc . 4
125. [SR] Pour z > O et a, 3 € C, on pose : Fy p(x) = / e (1 + )7 de.

0
a) Pour quels (o, B) I'imégrale Fy 5(z) converge-t-elle abselument ?
b) Pour un tel couple {a, 5), étudier 1a régu!arlté de Fa 3.

+o0
¢) Onpose f: a:ER“Hf - dtetg z €10, 1[»—>f —- Exprimer f et g en

fonction des Fy 3.
d) Déterminer un développement asymptollque de Fg g en oo,

400
126. [PLSR] Soit ' : z — f t* et dt.

o (2n
a) Soitn € N. Montrer que I'(n + 1/2) = é%) '(1/2).
b) Montrer que, pour 2,y > Oet A € [0,1], T{(1 — Nz + Ay) < ) A0 ().
¢) En déduire : \
Yne N, T{n+1/22 < T'n)M(n+1);¥n e N,T'(n+ 1)° <T(n + 1/2)['(n + 3/2).
d) Montrer que T'(1/2) = /. t

il e
e) Onnote, pourn € N*, I'p{z) = / =1 (1 - —) dt. Démontrer que la suite (I'y)nz1
’ n
0

converge simplement vers L',

127. [SR] Soient z, y € C°(R, R) vérifiant z'(¢) = sin(y(t}) et y'{t) = cos(z(t)).

a) Montrer que f : ¢ = sin{z(t)) + cos(y(t)) est constante.

b) Soitg:t— % (:U(t) +y(t) — g—) Montrer que les points (sin(¢(¢)), ¢'(t)) sont situés
sur un méme cercle dont on déterminera le rayon.

128, [P] Soient A € M, (R), B € M, 1(R), E I'espace des applications continues de [0, 1]
dans R, z € R™. Pour u € F, soit X I"unique application de classe ' de [0, 1] dans R telle
que X, {0} = z et Vi € [0,1], X}, (t) = AXu(t) + Bu(f). B
Montrer que {X,(1) ; v € E} = R" si et seulement si la matrice (AjAB|...|AB"™") de
M., n2(R) est de rang n,

129. [SR] @) Que dire du spectre complexe d’une matrice symétrique réelle ? d’une matrice
antisymétrique réelle ?

b) Soient A € C1(R, M, (R)) et B € CO(R, M (R)) vérifiant : A’ = AB — BA. On sup-

poseque: ¥t € R, A(t) € 8, (R) et B(t) € A, (R). Montrer qu’il existe P € CHR, Mn(R))
& valeurs dans On(R) telle que : Vt € R, A(t) = P(t) L A(0)P(¢). )

¢) On se place dans le cas n = 2 avec : A = (Zi z;) B = ( a Cg) et (9):
a’l =ay(by — b1} bll = 20,"1, b"2 = —2&’1, b (0) + ba(0) = Det a1(0),b1(0) 20
i) Calculer AB — BA. -

ii) Trouver une solution particulizre de (.S) au voisinage de 0.

1
130. [L] ** Pour k > 3, on note Gy : 2 — Z (m + nz)k’
(n.m)EZ\{(0,0)}
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a) Montrer que Gx(z) est bien défini pour tout complexe 2 tel que Tm z > 0 et que la fonction
{x,y) = Ge(z +iy) est de classe C® sur R x BT,
b) Montrer que G(iy) admet une limite quand ¥ — +oc.

cj Etudler I"existence des limites suivantes :
M

, . 1
lim E E e el lim § E —— 5 0l dans les deux cas la somme
Nooo (m+in)? Mo (m + in)

n=—N m=—M nc?Z

exclut (n, m} (O 0}. Ces limites sont-elles égales ?

131, [PLSR] * * Soit (z,y,z) € (R1)3.
Démontrer que (z +y + 2)° + 9ayz 2 4z +y + 2)(zy + yz + zz).

132, [PLSR| Soit F : R* — R, (t,z) = F(t,) continue et décroissante par rapport 3 z.
Soient v et v appartenant 3 Cz(RJ” x R) 1-périodiques par rapport i .,

Ou (8u 9?u ) B (Bu 8%y )
a} On suppose que — 5% +F 5’ 522 £0g Bt + F 52’ 5t
Démontrer que supp+ (gt — v) = sup{o}x[g U — ).

Au Py

Ju
b) On suppose que — -+ F ( 5 5 2) = (. Montrer que u est uniformément continue sur

ot
RY x R.

n

133, [L] Soienta > 0, n = letzy,...,x, > 0. Calculer inf x,;.
YL >0 ye

n+oFungli=l
134, [L] ** Soitn € N*. On munit R"™ de sa structure euclidienne canonique,
On considére n + 1 vecteurs vy, ..., U141 engendrant positivement R™, c’est a dire tels que

n+1
{Z)\ Uiy (Ad)igign1 € (R+)"+1} =R™

Soit f : R — R* une fonction continue croissante telle que f(xx) - +o0. Pour z € R™,
T 00

n+1
on définit g(x Z flvi, 2

a) Montrer qu’il ex1ste bien n + 1 vecteurs vy, ..., v+ engendrant positivement R™.
b) Montrer que g atteint son minimum sur R®,

¢) On suppose que f est intégrable en —co.
ntl

Montrer qu’il existe 2 € R tel que Z Fl{vi, 2)v; = 0.
i=1

135, [SR] On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique.

a) Montrer que GL,, (R) est ouvert.

b) Pour A € M, (R), que vaut d(A, GL,(R))?

¢) Onnote §' = M, (R) \ GL,(R). Montrer que, pour tout A € GL,(R), il existe My € S
telle que d{ 4, S) = [|A — M.
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d) Rappeler le résultat sur les extrema sous contrainte. Que peut-on en déduire sur la matrice
My définie ci-dessus?

Géométrie ;

136. [P]a) Monirer que, si n 32 2, le groupe des isométries vectorielles de R? préservant les
points dont les affixes sont les racines n-i¢mes de P'unité est un groupe d’ordre 2n que I'on
note Da,,. . .
b) Soient p un nombre premier, G un groupe fini d’ordre 2p. Montrer que (7 est isomorphe &
Z./2p7 ou & Dyp.

137. [P]a) On note G le groupe (pout la composition) des déplacements du plan, i.e. des
applications de C dans C de la forme z — ez + bavec a € Uetb € C. Montrer que, si H
est un sous-groupe de (7, H est discret si et seulement si I’orbite de tout z €  sous action
de H n*a pas de point d’accumulation,

b) Le résultat subsiste-t-il si on remplace G par le groupes des similitudes directes du plan,
i.e. des applications de C dans C de la forme z +» az + baveca € C* et b € C?

Probabilités
138. [PLSR] Soit £ un espace vectoriel normé et soit (ug,... ,n) € F". On considére
des variables aléatoires £1,...,ey, i.id telles que Ple; = 1) = P(e; = ~1) = . Si

2

(v1,...,v,) € E", onpose N(vy,...,vn) = E ( ) Démontrer que, pour tout

n
Zekvk
k=1
(A1, ..,)\n) € {-—1,1]”, N()\lul,. . .,)\nun) £ N(ul,. e ,Un).

139. [P] On considére une pidce équilibrée et €, la valeur du n-i2me lancer que I'on considere
n

3 valeurs dans {—1,1}. Soient X,, = Zsk et 7 = min{n € N*, X,, = 0}, Déterminer
=1
P(r = n) ainsi qu’un équivalent de cette quantité lorsque n tend vers 400,

140. [SR] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi de Poisson
de paramdtre A > 0, et Y la loi géométrique de parametre p €10, 1}.

= X X+Y
a) Montrerque P(X =Y) = Z P(X = k)P(Y = k). Onpose A = 0 vy /)
k=0

b) Calculer E(rg(A)).
¢) Calculer P(A4 € GLo(R)) puis P(A € GLa(Z)).
d) Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable sur R.

e} Onpose B = ( X, X% Y). Calculer P(B € O2(R)).

X-Y Y
X X+Y
) Soient Z une variable aléatoire réelle et C' = ( 7 ;L, ) Caleuler P(C' € O2(R)).
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g) Soit M une matrice aléatoire dans M,, (IR) dont Ja famille des coefficients est i.i.d., chaque
coefficient suivant la loi uniforme sur {0, —1, 1}. Déterminer P(M & O, (R)).

141. {[PLSR] On note £ = [1,n] et A a différence symétrique. Soit p € [0,1] et X et ¥
deux variables aléatoires i.i.d de {2 dans P(F) telles que, pour tout i € E, P(i € X) = p.
a} Calculer E(card(X AY)).

b} On note D(n) le cardinal maximal d’une partie A de P(E) telle que, pour toutes parties
Aet B distinctes de A, |AAB| = n/3. Calculer D{n).

142. [PLSR] * * Soient (X,,)nez une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur {—1,1}. Si N est une variable aléatoire 4 valeurs dans Z, on pose
XNJrn(w) = XN(w)+n(w)'

a) Existe-t-it Ntel que P(Xn = 1) = let, pourtoutn € N*, P(Xyqm = 1) = 1/27

b) Existe-t-il N tel que P(Xny = 1) = let, pourtout n € Z*, P(Xnyn = 1) = 1/27

143. [PLSR] Soient £ = {1,n] et p €]0,1]. Soit X une variable aléatoire 2 valeurs dans
P(E)telleque Vi € E, P(i €« X) =petpouri # j € E, (i € X)et (5 € X) sont
indépendants.

Pour Y variable aléatoire de méme loi que X et indépendante de X, calculer E{(| X AY|).

144. [P] * * Soient G un groupe fini de cardinal IV, et A une partie de G aléatoire, ot I'on
prend chaque élément de (¢ indépendamment avec probabilité p > 0,

Onnote AA = {zy, (z,y) € A*}. ,

a) Montrer que P(1 € AA) tend vers 1 quand ¥ tend vers 'infini.

b) Montrer que P(AA = @) tend vers 1 quand N tend vers I'infini.

145, [PLSR]a) Soit X une variable aléatoire réelle positive LZ.

Montrer que, pour A €]0, 1, P(X = AE(X)) > (1 — A)zigﬁlj

b) Soit (u,} une suite de variables aléatoires positives indépendantes. Montrer que la série
Z U, converge presque siirement si et seulement si Jio E(min{u,, 1)) < +ooc.

n=0

¢) Soit o > 0. On suppose que P(X,, > r) ol r~ %, Trouver une condition nécessaire et
™ o0

suffisante sur (2, Jnew € (RT)N pour que Z xnX;, converge presque slirement.

146, [PLSR] Soient A > 0 et N, une variable de Poisson de paramatre A.
Pour f : N — R bornée, onpose T'f : n € N Af(n+ 1) — nf(n).
@) Montrer que 7' f(iV,) est d’espérance finie, nulle.
b) Pour et v deux distributions de probabilités sur N, et X et ¥ variables aléatoires 2
valeurs dans N de lois respectivement données par y et v, on note

1
d{p,v) = d(X,Y) = 5 sup E(g(X) - g(Y)).

g oo

Montrer I'existence de Cy > 0 tel que, pour toute variable aléatoire & valeurs dans N,
AN, N») < Cxsupyzy.. <1 B(TF (V).
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147. [SR] Soit X une variable aléatoire & valeurs dans {z1,...,2.}. L'entropie de X est
i3
définie par H{X) = — Zpi In(p;) avec p; = P(X = x4},
k=1

a) Montrer que H{X) > 0 avec égalité si et seulement si X est constante.” .
Soit (p;)1<ign Une suite positive telle que py ++++ + p, = 1 et {g;) une autre suite positive
de somme 1. " n

&) Montrer que Z o n{p;) = Z p; In(g;). Expliciter le cas d’égalité.

i=1
¢) Montrer que ?{(X ) < In(n) avec égalité si et seulement si X suit une loi uniforme.

Soit (X, Y un couple de variables aléatoires & valeurs dans {z1, ..., T )2,
Onnote p;; = P(X =2, Y = 25) pourl €1, <N

L’entropie de (X, Y) est H(X,Y) Z pi. In(pi ).

fy=1
d) Montrer que H{X,Y) < H{X) + H(Y).

148. [L] ** Soit (E,(, )) un espace euclidien. Soient v1,...,vn € E tels que, pour tout
n

i ¢ [1,n], v € 1. Soientay, ..., ¢ € [-1,1] etw = Zam. Montrer qu’il existe des
i—1

it
£y, en € {1, 1} telsque v = Zeim satisfait ||v - w|| < /1.

i=1

149, [P] Soit (X,)n31 une suite de variables aléatoires i.i.d sur Z & support fini suivant ta

Ak ‘
loi . On pose v(k) = B(L’\;k}) et on considere une suite (Y3, )pz1 Li.d suivant 1a loi . On

pose.S'n—ZXketT “ZY’“ Onprend A 20,a € R,e > 0,n =

k=1 k=1
e)\n(a+5)

v P (% 2 naj.
(B(er*))n
b) Onsuppose X ~ —X et 3k > a, (a > 0), p(k) > 0.

Démontrer que —~ ln P{5, = na) _____}+_O? mf( sa+ log E(e"?x)),

a) Montrer que P(na < T, € {(a+e)n) <

150, [L] Soient ¢ > 0, n = 1 un entier et X3, ..., X, des variables a]égit(;ircs réelles dis-
crétes telles que pour tout 1 < 7 < nets > 0, E(exp(sX;)) € exp (¢”s®) . Montrer que

E ( max Xi) < 20vInn.

1gign

151. [L] Soientn > 1, d > 0, et Xy,..., X, des variables aléatoires discrétes, indépen-
dantes, d’espérance nulle, et 3 valeurs dans [—a, a].
V{Xi)

a) Montrer que, pouriout l i nets >0, B [es’\"'] % exp (a_z (e —-1-— as}).
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b) Onnoteg? = - Z V(.X;}. Montrer que, pour tout ¢ 2 0,

i=1

1 n
p(ﬁ
Lt

ZXi =z

i € 2ex (— ni? )
S P T o2  2at/3/

+oo

152. [L] Pour = > 0, on pose I'(z) = t*=1e~t dt. On pourra utiliser sans démonstra-

tion le fait que I(1/2) = /w et T'(1) =
a) Montrer que, pour tout &£ = 1entier, (k) = (k — 1)! et T{k + 1/2) <
b) Soient ¢ > 0 et X une variable aléatoire réelle discréte & va]eurs dans un ensemble

t?
discret, telle que, pour tout t 2 0, P (| X| > t) < 2exp (—-"“2 2) . Montrer que, pour tout
a

entier k > 1, E (|X|*) < (20%)*/%kT (k/2).
¢) On suppose de plus que E (X) = 0. Montrer que Vs > 0, E [exp(sX)] < exp (do?s?) .

153. [L] Soient n 2 3 un entier, Si 0 € S, une suite alternante pour ¢ est une suite stricte-
ment croissante (zk)lgm d’éléments de [1, n] telle que :

- soit pour tout k € [2,€ 1], (i) > max{o(ix_1),0(ips1)};

- soit pour tout & € [2,£ — 1], o (i) < max{o(ir—1),0(ir+1)}.

On note A{z) la longueur maximale d’une suite alternante pour o ét on considére &, une
variable aléatoire suivant la loi uniforme sur &,,. Calculer E{(A(c,)).

184. [L] Soit (X }x31 une suite de variables aléatoires discrétes réelles i.i.d. Pour n 3 1, on
note M,, = max Xp. Soit o > 0, Monltrer que les conditions suivantes sont éqmvalcntes

) an)nz1 € (R“)N*, Yo z0 P (j:r” £ m) —2 exp(—z~"),
71 k13 o0
P(X, > :Et)

(i) Vz > 0, sz (etVi>0,P(X; >t) > 0).

P(X1>t) P

155, [L] Soit (X} )ren- une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pom fout
ne N, X, ~B(1/n).Pourn € N*,onpose S5,, = X1 + -~ + X,.
a) Mont1e1 que, pour une indexation de sous-suite {¢(n)),,>1 bien choisie,

P mu( >§) o

NzlkzN
] Sn
b) Montrer que I’événement « [ —"~ converge » est presque sfir.
In(n)/ 5,

Se(k)

—~1
Ho )

156, [SR] ** g) Soient n € N, (Pas. .. pn) € {—1,1}"F1. Montrer que les racines de
n

Z p; X* dans C sont de module inférieur ou égala 1.
i=Q
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b) Soit {ax)ro une suite réelle non identiquement nulle telle que Z a,z® ait pour rayon

de convergence B > 0. Si j € N, on dit que la suite (a;)izo change de signe en j 5’il existe
k € N* tel que aja;4% < Detquea; =Opouri € [j+1,j+k— 1]. Montrer que I'ensemble
“+o0

des x €]0, R[tels que Z apz® = 0est fini de cardinal majoré par le nombre de changements
k=0
de Signes de (ai)izo.

n
¢) Soit (Ag)xzo une suite i.i.d. de variables de Rademacher. Pour n € N, soient S, = Z Ay,
k=0

n
et N, le nombre de z €]0, 1| tels que Z Azt = 0. Montrer que N, < Z 1850 41=0
e 0k 25+

et en déduire que E(N,) e O(vn).

157. [L} Soit (Xy)nen une suite de variables aléatoires 2 valeurs dans N telle que, pour
tous n,k € N, P(X,=k) > 0. Soit N ¢ L? une variable aléatoire 3 valeurs dans N,
indépendante de (Xx)ren. On pose X = XN

a) Montrer qu'il existe une unique fonction fo : N — R, que I’on déterminera, telle que
B ((fo(X)— N)?) = min B ((g(X) ~ N)%).

b) On pose, pour toutn € Nettoutg: N — R, R(g,n) = E ({9(Xn) — n)?) . Montrer que,
si la suite (R(fo,7))nen est constante égale A un certain Jp, alors Ry = r;}'mm sup R(g,n)
g2 peN

;

et fo est Punique fonction vérifiant cette condition.

158. [L] Soient @ €]0,1{ et m € N*, A Paide d’une interprétation probabiliste, calculer la
borne supérieure, pour (tin)nz1 parcourant I'ensemble des suites A valeurs dans [0,1], de

Z Hum H (1 — aug).

1€ <o < <nm =1 ne_1< k<



