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1172. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires 2 valeurs dans (N*). On supposc que
1

X<Y, queVi c N\ P(Y =) >0, VI < k<4, P(X = kY =i) = 7 Montrer que X

et Y — X + 1 ont la méme loi.

1173, Soient n € N*, Xy, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de
Bernoulli de paramétre p €]0, 1. On pose M = (X Xj)1gign,1<i<n

a) Déterminer la loi du rang de M, de la trace de M,

b) Quelle est la probabilité que A soit un projecteur ?

1174. Soit T une variable aléatoire 2 valeurs dans N telle que Vn, P (T" > n) > 0. Pour tout
entier naturel n, on pose 8, = P (1' = n|T 2 n).

a) Montrer que Vn € N, 8, € [0,1[.

b) Exprimer 8, en fonction de P (T = n). En déduire que Z #,, diverge.

1175, Soientn € N* et p € 10,1}

a) Soit I une variable aléatoire telle que U ~ B (n, p). Déterminer la fonction génératrice
de U,

b) Soient Y et Z deux variables aléatoires dicrates indépendantes telles que U = Y + Z et
U ~ B(n,p). Montrer que Y et Z suivent des lois binomiales (pas nécessairement de mémes
paramétres).

1

+00
. N . ! n n-r+l _ .
1176. a) Soitr € N*etx €]—1;1|. Montrer que Z (7‘ _ I)I (i —a)

b) Soit (I,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi B(p). Soit X le
rang du r-2me succds, Quelle est 1a loi de X ? Déterminer E{X), E(X (X + 1)) et V(X).

n=r-1

1177. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A
a) Montrerque P(X 2 A+ 1) € A
A 9
b Monweraue P (x < ) <
)} Montrer que P{ X 2 o

1178. Soient X et Y deux variables aléatoircs discrétes A valeurs strictement positives indé-
pendantes et suivant 1a méme loi. Montrer que E(X/Y) = 1.

1179. a) Montrer qu’il existe une variable aléatoire & valeurs dans N™ telle que, pour tout
ne N, PY =n) N
' T T an4+ 1)’
b) Si X : O — N* est un variable aléatoire telle que X(Q) = N*, on définit le taux de
défaillance de X pour n € N* par x,, = P(X = n|X 2 n).
n—1
¢) Pour i € N*, montrer que P{X > n) = H (1—xg).
k=1
d) BEn déduire P(X = n) en fonction des zy pour nn € N*.
e) Quclle variable aléatoire admet un taux de défaillance constant a partir du rang 17
f) Calculer le taux de défaillance de la variable Y introduite 2 la premigre question.
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1180. Smt.(pn)neN une suite d’éléments de J0, 1 tel que la série an converge. Pour tout
n € N, soit X, une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paraméire p,,. On pose

n +oo
S, = ZX& et § = ZXF””
k=0 k

=0
a) Soitk c N, Exprimer Iévéncment (S > k) alai é
= aide des événem =2k &dui
que S est une variable aléatoire. o018 {5 > ). En déduir
b} Montrer que S est presque-strement finie.
¢) Montrer que 5 admet une espérance et lIa calculer,

1181. S.oit?nt p e]()3 1/ et (X;)iz1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées suivant la loi géométrique de paramétre p.
Pour nn € N¥, on pose M, = max{X;,... ,Xn}

+oo
a) Montrer que E(M,} = Z 1-(1—g*)"otig=1—p.
k=0
} . “ _ i\ n f
b) Soitog”.n 1t = 1-(1-¢")". Montrer que £, est intégrable sur R™ et donner un équivalent

de Fa(€) dt lorsque n — 400,
0

¢} En déduire un équivalent de E(AZ,) lorsque n — o0,

Centrale - MP - MP]
Algébre

1182, Un entier n > 2 est un faux i i i
. premier (FP) s’il n’est pas premier et si
premier & n, o™~ =1 [n). PP s pourfouta ¢ 2
@) Montrer que, si n est FP, n est impair,
r

b) On suppose que n s écrit Hp.i olt 7 = 2, les p; sont des nombres premiers impairs
. i=1

dlst(;ncts tels que, pour tout i € [1, 7], p; — 1 divise n — 1. Mon(rer que 72 est FP.

¢) On a‘dmet que, pour tout p premier impair et tout v € N*, Ie groupe multiplicatif (Z/p*Z)*

est cyclique. En déduire la réciprogue de la question précédente, '

1183, Soient ¢ un groupe admettant un nombre fini de générateurs, H un groupe fini, f :
G — G un morphisme de groupes surjectif et g : G — H un morphisme de groupes o
a) M(?ntrer que ’ensemble des morphismes de groupes de 7 vers H est fini, P

b) Soita € Ker f. Montrer que, pour tout n € N*, il existe b, € G tel que f*(b ) = i
calculer g o S™(by) pour tout m > n. ! P
¢) Montrer que Ker f Kerg.

d —
) OnposeI' = {M ¢ Ma(Z), det M = 1}. Montrer que I" est un groupe, engendré par
les matrices S = G) Bl) etT = (1 1)
o 1/
¢} Montrer que tout endomorphisme surjectif de I est bijectif,
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1184, On note U le groupe des nombres complexes de module 1. Soit ¢ un entier > 2 fixé.
On pose Hy = {:: €C;IneN, 2 = 1} .

a) Montrer que H, est un sous-groupe dense de U,

b) Soit f un endomorphisme du groupe H,, continu en 1. Montrer que f se prolonge de
manigre unique en un endomorphisme continu f du groupe 1.

¢) En déduire qu’il existe m € Z tel que f(z) = z™ pour tout z € H,.

1185. @) Rappeler, pour tous P, @ € C[X], la définition de P o @ et préciser le degré de de
ce polyndme.

b) Montrer que seuls les polyndmes de degré 1 possédent un inverse pour la loi o.

¢) Onpose P = X? + a avec a € C. Montrer qu'il existe au plus un polynéme de degré n
qui commute avec . ’

1186. a) Soit I unidéal de Q[X] distinct de {0}. Montrer qu’il existe un polynoéme p € Q[X]
tel que I = pQ[X].

b) Soit A € C. Montrer que I, = {P € Q[X], P(\) = 0} est un idéal de Q[X].

¢) Soit P € Q[X] irréductible. Montrer que les racines complexes de P sont simples.

leg P
d) Soient P € Q[X] et A € C racine de P avec multiplicité m > %— Montrer que
AeQ.

1187. a) Rappeler la définition d’une K-algebre et d’un endomorphisme de K-algébre.
b) Soit ¢ un endomorphisme de la K-algebre K(X'). Montrer que (X)) # 0.

¢) Déterminer les endomorphismes de la K-algebre K(.X).

d) Déterminer les automorphismes de la K-algébre K(X).

1188. Soit n € N*, Pour A, B € M,,(C), on pose (A, B] = AB — BA.
Soit E = {[4, B], (4, B) € M,(C)?}.
a) i) Montrer que tr(M) = 0 pour toute matrice M € E.
if) Montrer que I’ensemble F est stable par similitude matricielle et par multiplication par
un scalaire.
b) Montrer qu’une matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.
¢) Montrer que E est égal & ’ensemble des matrices de trace nulle.

1189, Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, G un sous-groupe fini de GL(E),

p:-I—Zg.VGZ{ZEEE; Vg € G, g(z) = z}.

|G| geEG
a) Montrer que,sih € G, g € G+ hog € G est une bijection de G sur lui-méme, puis
que p est un projecteur. :
b) Montrer que dim(VY) = Eﬂ Z tr(g).
¢) Montrer que tout sous-espace V de F stable par tous les éléments de &G admet un supplé-
mentaire stable par tous les éléments de GG. On pourra partir d’un projecteur ¢ de F sur V' et

1
considérer —- Z gogog™l,
il 9EG
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1190. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension n 2 2etuc L(E).

a) Calculer, en fonction de tru et de tr(u?), les coefficients de X! et de X2 du poly-
ndme caractéristique de wu. i
b) On suppose u de rang 2.

i) Monlrer que I’onlpeut éerire X, = X" ?P(X), ot Pest un polyndme de degré 2 dont on
précisera les coefficients en fonction de tr u et tr(u?).

it) A quelle condition "endomorphisme u est-il trigonalisable 7

1191. Pour a € 7, on pose S, = (é _al) ot o = (é a)'

a) Donner le lien entre I'inverse d’une matrice carrée inversible et sa comatrice.
?) Mont.rer que GLa(Z) (ensemble des matrices de Mo (Z) inversibles et dont I’inverse est
a coefficients dans Z) est un groupe et que S,, 7, € GL2(7Z) pour tout a € Z.
¢) Que vaut TbSu.Tb_l poura,b € 77
d) Soit M € My(Z) de polyndme caractéristi a rer qu’il exi
a que X*— 1. Montrer qu’il existe P :
tel que M = PSy P~ ou M = PSP, ! Sl

1192. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie 7.
a) Cours : lemme des noyaux (avec démonstration).
b) Soit u et v deux symétries telles que u o v = —p o . Montrer que n est pair,
¢) Onpose n = 2p. Montrer qu'il existe une base B de F dans laquelle les matrices de u et v
sont respectivement : (I” 0 ) et (0 IP)
0 -I, I, 0/
d) Quels sont les entiers k pour lesquels il existe des symétries s1,. .., s vérifiant :
Y(i, j) € [1, k]?, (% 2 = 8{08; = —8;08;)? e '

11?3. a) Monlre‘r que les valeurs propres d’un endomorphisme d’un espace de dimension
finie sont les racines de son polyndme caractéristique.

b) Montrer que, pour p, g € Q avec P # q, il existe a, b,c € Z premiers entre eux dans leur
ensemble tels que p = a/cet g = b/e.

c) Exi-ste%-il x, Y, z € Z premiers entre eux tels que 2% + 3% = 3229

d) Existe-t-il M € M (Q) symétrique dont v/2 est valeur propre ?

].19.4' a)i) Pour A € M, (K), rappeler la définition des polyndmes minimal 7 4 et caracté-
ristique x 4.

u) Donner une condition nécessaire et suffisante sur 74 pour que A soit trigonalisable

i) Donner la définition et la dimension du sous-espace caractéristique de A associé 1 la
valeur propre ). o
b) Soientk e N* et A € My (R).

i) Montrer que, si y 4 est scindé, alors x 41 'est aussi.

ii) Trouver un contre-exemple 2 la réciproque,
Ind. On pourra examiner le cas des rotations,

1) On suppose x 42 scindé A racines dans R*. Montrer que x 4 est scindé sur R,

c) SOlt A < MTI(C)- O” SUppOSC . VX = C 5 HP & N s 11 ;( — -A:(- ontrer que 41 Cst
dlagollall&ible. M
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n
1195. Soit A € M, (T). On note x4 = Z a; X" tet A, ..., A les valeurs propres de A.
i=0
a) Donner et démontrer la décomposition en éléments simples de P’J/ P,
Xal®) oo o ’
En déduire que : YV € C\ Sp(A), ﬁ(?)— = t1 ((J.,In - A)7h. ”

J .
b) Pourtous j € [0,n] etz € C, on pose Bj = Za-,;AJ*‘ puis Q(z) = Z:r,” TBi-1.
i=0 j=1

Montrer que Q(z)(xl, — A) = xa(2)I, et tr(Q(x)) = x4 (2).

¢) Pour tout k € [0,n — 1], on pose Sy = Z/\j‘ Montrer que : Vj € [0,n — 1],

j=1
J
Zaisj,.i = (n — j)a;.
i=0

1196. Soient n € N* et S,, ’ensemble des polyndmes unitaires de degré n a coefficients dans
7, dont toutes les racines complexes ont un module majoré par 1.
Soit P(X)=X"+ @1 X* L4+ 4+ ag € Sp.
On note z1, ..., zn les racines de P éventuellement confondues.
a) i) Rappeler les relations coefficients-racines pour un polyndme complexe.
ii) Montrer que Vk € [0,n — 1], |ax| < :

iif) Conclure que S, est fini,

0o -~ 0 —ap
T i —aq
b) Montrer que P est le polyndme caractéristique de la matrice
.0 :
0 1 —lp-1

¢) i) Montrer que Vp € N, 3Q, € S,, V1 €1 < fy Gz )= 0.
ii) Conclure que les racines non nulles de P sont de module 1.

1197. * Soient n € N* et p un entier premier impair. On note GL,(%Z) I’ensemble des
matrices M € GL,,(R) telles que M et M ~! sont & coefficients entiers.

a) i) Rappeler la définition de la comatrice. ) .
ii) Montrer que GL,,(Z) est I'ensemble des matrices de M, (Z) dont le déterminant vaut

£ . * ) i
b) Soit M € M,(C). On suppose qu’il existe k € N* tel que M* = I, ct que A =

l(M — I,) € My(Z). Montrer que M = I,.
) i i inis de GL, (Z
¢) Déterminer un majorant des cardinaux des sous-groupes finis de wm(Z).

1198. @) Sin € N*, montrer que le groupe GL,,(Z) des inversibles de I'anneau M (Z) est
I’ensemble des M € M,,(Z) de déterminant +1.
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b) Pour a € Z, soient T,, = ( é T ) ety = ( : —al ) Poura € Z et b € Z, calculer

0
Tbsairbil-
¢) Soit M € My(Z) telle que M? = I,. Montrer qu'il existe P € GL2(Z) telle que
PMP~! ¢ {8,5,}.
d) Existe-t-il @ € GLy(Z) telle que S; = QSoQ 1?2

1199. a) Rappeler le théoréme de Cayley-Hamilton et le prouver dans le cas diagonalisable.
Soient A, B € M,,(C) telles que Sp(A) N Sp(B) = @.

b) i) Montrer que x 4(B) et xp(A) sont inversibles.

ii) Montrer que, pour toute matrice C' € M,,(C), il existe une unique matrice D € M,,(C)
telle que AD — DB = C.

(,') Soit C' e Mn(c)

; A C‘) (A U)
i) Montrer les matrices J ' es.
i) Montrer que les matric (D ) ©t 0 p)sont semblabl
i) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les matrices A et B pour que

(g g) soit diagonalisable.

1200. Soient &£ = M, (R), Ac E,®24: M c Evs» AMetU,4: M € E > MA.
a) Déterminer la trace et le déterminant de @ 4.

b) Soit P € R[X], exprimer P(®D 4) et P(¥ 4).

¢) Onsuppose A diagonalisable. Que dire de ® 4 et U 4 ?

1201. @) Rappeler les définitions de morphisme de groupes et d’ordre d’un élément.

On appelle représentation de degré n un morphisme de groupes de Sz dans GL, (C).

b) Soit f une représentation de Sy. Soit o un élément de S3. Montrer que f(o) est diagona-
lisable. Montrer que I'image de f est entierement déterminée par 'image de la transposition
(12)etducyele (123).

¢) Donner les représentations de degré 1.

d) Donner un exemple de représentation de degré 3.

1202. Soit M € M, (R) a coefficients positifs et telle que la somme des coefficients sur
chaque ligne vaut 1. -

@) Montrer que 1 est valeur propre de M puis que toute valeur propre complexe de M vérifie
Al < 1. '
b) On suppose que tous les coefficients diagonaux de M sont strictement positifs. Montrer
que 1 est la seule valeur propre de M de module 1.

¢) Montrer que Ker(M — 1,,)? = Ker(M — I,).

1203. Soit A € M,,(C). On désigne par jt4 son polynéme minimal.

@) Montrer que tout idéal de C[X] est de la forme PC[X], ob P € C[X].

b) Pour z € M,,1(C) non nul, on note ji4 . le générateur unitaire de 1I'idéal annulateur
ponctuel {P € C[X], P(A)z = 0}. Montrer qu’il existe © € M,,,1(C) tel que jta . = jia.
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¢) Soit A unc matrice diagonale par blocs dont la diagonale vaut (Ay, Ay) ot Ay et Az sont
des matrices de Frobenius (compagnon) et x4, A x4, = 1. Montrer que A est semblable &
une matrice de Frobenius,

1204. a) Définir I'exponentielle d’une matrice de M, (C).

Pour P ¢ GL,(C), montrer que exp{P ' AP) = P~ exp(A)P.

b) Soit B & GL,(C) diagonalisable. Montrer qu’il existe A € A, (C) telle que B =
exp(A). '

¢) Montrer qu'il existe P € C[X]| tel que B = exp(P(B)).

d) Soit M < GL,(C). On suppose que M = [, + A avec A nilpotente. Montrer qu’il
existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).

1205. * o) Justifier la définition de I’exponentielle de matrice.
b) Calculer exp(A4) pour 4 = (—Ot é) ett e R

¢) Considérons une matrice A diagonalisable. Calculer exp(A) en utilisant des matrices de
passage. Montrer que exp(4) € K[A].

d) Dans cette question, on admet Pexistence et I'unicité de la décomposition de Jordan-
Dunford. En notant ) + N la décomposition de Jordan-Dunford de A, montrer que la dé-
composition de exp(A) est exp(D) + exp(D)(exp{N) — I,).

1206. Soit K un espace vectoriel euclidien de dimension n.

a) Montrer que, pour tout hyperplan H de E, il existe a € E tel que H = Vect{a)".

b) Soit (zo,...,2n) une famille de vecteurs unitaires de E tels que {z;,z;) = a pour
tous i # 7, ol o est un réel stricternent négatif fixé. Déterminer cv.

¢) Montrer I'existence d’une telle famille.

1207. Soient n € N\ {0,1} et (E,(, )) un espace euclidien de dimension n. On consi-
dére une base orthonormale B = (eq, ..., eq) et deux familles {x1,...,2,) et (g1, -, Yn)
d’éléments de F. On note respectivement A et B les matrices représentatives des familles
précédentes dans la base B,

a) i) Exptimer les coordonnées et la norme d’un vecteur x de E A I’aide des éléments de B.
if) Exprimer les coefficients de A, B et AT B i I'aide de produits scalaires.

fif) On suppose ici que (z1,...,T,) est une base de F. Déduire de la question précédente
que I’on peut choisir ¥y, ..., y» de telle sorte que {z;,y;) = J; ;. Montrer que, ainsi choisis,
(%15 .., Yn) est une base de E.

b) On suppose ici que :

(Vi e [Ln], ||| =1et¥i# j, {&;,x;) <0,

(inJv e E, Vie[l,n], {z;,v) > 0.

Montrer que (3, ...,Z,) est une base de F.

1208. &) Rappeler le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidi.
b) i) Soit M ¢ GL,,(R). Montrer qu’il existe O € O,,(R) et T triangulaire supérieure telles
que M = OT.
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fi) Soient M € M,(R),Cy, ..., Ch ses colonnes, Montrer que ldet(A)] < ﬁHC’-H
=~ T

¢} On suppose que le résultat précédent est vérifié pour des matrices dans J\t/t 1((C) avec le
n ¢

T

produit scalaire hermitien ((T1,- .0, 2), (0 wn}) — E T
Yy i1 i 1:.
Soit D = {z € C, |2] 13T i o
% 1. Trouver le maximum et leg points réali i
1 san
£l e 5" o ol {le maximum de
1gi<ign

1209. On note ¥ I'ensemble des fonct i
: ) . ctions réelles, continu ¢ inté
a} i) Définir la notion de fonction intégrable sur [0, +oo[.eS e came ngraple sur

i) Montrer que, pour f,g € E, fg est intégrable
vectoriel,

b) Pour (f,q) € E2, on pose {f, g} = ]+m fa.

et en déduire que E est un R-espace

{) Montrer que {, } est un produit ‘[]) i
u) Soit f cF ds: clflsse c? t;(])leu(;u?;’?l;e;lrl\intrer que f'e B
it} Exprimer {f ,(J})f—;— (f,(‘j;’:)}gf, f?f {f', F"'Y en fonction de f(.O) et f{0)
, , " f |
¢) Onpose A = [ (f, 1) £ (f”af))
LRV B

Montrer que det(4) > 0 et éludier le cas d’égalité, ’

1210. Soit £ un espace vectoriel euclidien,

gj Ié/ig;]trer qze Jt;aules les valeurs propres d’une isométrie vectorielle de £ sont de module 1
o g He (M ) dont toutes les valeurs propres sont de module 1 et vérifiant : v € E'.
< {|@i|. Montrer que Ker(u — Idg) et Im(u — Idg) sont en somme direcu'a t ‘

1211. Pour tout ¢ € ]—1 =1t
1 urtout? € ]—1,1[, on note w(t) — 117 Pour(P,Q) € R, [X]?, on pose (P, Q) =
f_ Q)

a) Montrer que ( , Y est un produit scalaire sur R,,[X].
b) Onpose ¢ : P e R, X] s (X2 —1)P" 4 (

7 ' .
his attoatioint e i X0 2X +1)P’. Montrer que ¢ est un endomor-

- ¢} Déterminer ses valeurs propres.

d il exis
) Montrer qu’il existe une base de vecteurs propres de degrés échelonnés

(1)31?. Soit A = (a;;)11,j6n € M. (R) telle que a; ; = 2 si
o J]:/;ﬂ:n—l,ai,j:Osinon. ‘

) Mggtt;er que L?s sous_-espace.:s propres d’une matrice symétrique sont orthogonaux
oM er que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles .
y ontrer que le spectre de A est inclus dans [0, 4]. ‘

} Lister les valeurs propres de A, }

i:j,al»,j:-lsili—jlzl



182 Epreuves orales: Centrale — MP - MP/

1213. Soitn € N*, Onnote Q = {M € M, (R), I, + M ¢ GL,(R)}.

a) Montrer que (O, (R), x ) est un groupe.

b) Montrer que A, (R) C Q.

Onpose f: M € Qs (I, — M)(I, + M), .

¢) Montrer que, pour tout M € O,(RYNQ, f(M) € A, (R)et f(f(M)) = M.

d} Montrer que, pour tout M € M, (R), il existe une matrice diagonale J i coefflicients
diagonaux dans {—1, 1} telle que det(M + J) #£ Q.

Ind. On pourra faire une récurrence et comparer deux déterminants,

e) Soit M € O,(R). Montrer qu’il existe une matrice diagonale .J A coefficients diagonaux

dans {—1,1} et A € A, (R) telles que M = Jf(A).

1214, Soient A une matrice réelle antisyméirique de taille n et f I'endomorphisme de R™
canoniquement associé.
aj i) Enoncer le théoréme du rang.

i) On suppose A inversible, Montrer que n est pair.

ii) On suppose R" muni de son produit scalaire canonique. Que dire de f*?
b) i) Montrer que A esl semblable & une matrice de la forme A’ = (8 j,,) ob A" est

inversible.
it) En déduire que le rang de A est pair.
¢) Onsuppose n pair et I'on prend une autre matrice antisymétrique B dans A, (R). Montrer

que les sous-espaces propres de AB sont de dimension supérieure i 2.
Ind. On pourra commencer par le sous-espace propre associé 4 la valeur propre nulle.

1215. a) Rappeler la définition d’un matrice symétrique définie positive. Caractérisation 3

I*aide du spectre ?
b) Montrer que I’exponentielle définit une bijection continue de S, (R) sur ST (R).

¢) Montrer que sa réciprogue est continue,

1216. a) Rappeler 1a définition d’une matrice définie positive. Caractérisation i 1'aide du
spectre ?
b) Soit A € SIT(R).

i) Montrer qu’il existe R € S (R) telle que 4 = B2

{i) Montrer son unicité. On la note v'A.
Ind. Considérer les sous-espaces propres de Pendomorphisme canoniquement associé & A.
¢) i) Solent A et B € SF*(R). Montrer que 'équation XA~ 'X = B admet une unique

solution dans S (R) qui est : A#B = VAV VA-1BVA-1VA (moyenne géométrique

de A et B).
ii) Montrer les relations : A#A = A, A#B = B#A, (A#B)" = A~t¢#B1

1217. Scient E et F' des espaces vectoriels euclidiens de dimensions respectives 7 et m.
a) Soitu € L{E, F'}. Montrer qu’il existe un unique u* € £L(F, E)telque ¥z ¢ E,Vy € F,

(u(x), y}p = {z, v (¥)) -
b) Montrer que u*u est autoadjoint positif.

i

- VX € Ma(R), £(X7X) = ¢ (XTy c(X).
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C) SOit M S M (R) dC ran i . i i l;? e R et
m,n g . MOHII’ I qu 1] cXiste P € Oyn (R), n
- .~ Ll 1 1 - 7 3 S autt C “ s ant ”01
0'1, ,0'7 R tEIS q c ( .A/ Q)Z i = 0; 811 S r, le nires ‘Of:f clent et ni1 S. ( )

1218. Soit £ Iin espace euclidien.
a) Soit s € ST(L). Montrer qu’il existe un unj
i nique r € ST(E) tel = p?
h) .Son u € L(K) tel que ¥z e Ker(u}t, (@)l = |=|. ) ictaues =%
#) Montrer que ¥z, y € Ker(u)+, {u(@), uly)) = (z,y).
if) Montrer que 4™y est le projecteur orthogonal sur Ker(u)*t,

;)213;)3)11/?02 Jg eRﬁn (iR;). Mon?rer que M € S (R) si et seulement si sp(M) c R,
2 (RT) ¢’est-a-dire syméirique i coefficients positifs. Est-ce que toutes les

valeurs propres de M peuvent étre stri i
Ictement négatives 7 Peut- Wi’ i
valeur propre strictement positive 7 ¢ on fover M avec une unique

¢) SolentA e &
) € Sp(R)et Xa,..., X,, une base orthonormée de vecteurs propres associés aux

A oX,
o X,'f 0 . Montrer

)\ —1 sont VaIEU] l)“lll es de r)ele Tl1iner lﬂ ‘Ie]] res an[eg en fonc on d
yn—1 5

valeurs propres A, € .. g An. Pour o € R on pose B(a) = (

que AL, ...
An et o

1220, Soie:nlt E'un espace euclidien et u, » dans S (E)avecu € STH(E), -
z) Caractériser spectralement le fajt que u € STH( k) .
) Montrer qu’il existe un unj ' ‘
que w c L{FE) tel = i
€) A-t-on I'équivalence v & S+ () @»(w )E Sﬁf?g)?’ TS vpsquen’ = w.

1221. a) Soit M € 8, (R). Mont i

o e (o) ;(0.) ontrer que le spectre de A est inclus dans R* si et seulement
. n

b) Soient My, ..., M, € My (R) telles que Y M7 M, = I,. On pose, pour X & Sy(R)

n i=1

L(X)y=Y MTxur, <
) ; i i Montrer que £ préserve le caractere symétrique positif,

¢) D : '

l'J)f(X();ner peNII: Affd (R) — M, (R) morphisme d’algébre vérifiant I(x") =

Pour 41, g T VR VT = £ ls queVX € My(R), £ (X) = 171 ()
, 4 (R), onnote M > N si Car . - A

d) Montrer £ (XTX) > (XT) ; (Xfl et seulement si A — N est syméirique positive.

¢) On suppose qu’il existe X du méme type que £ tel que Lok = K o/ — . Montrer que ;

Analyse

1222,
a} Formuler et démontrer le cag d'égalité du théordme des accroissements finis, On

Note £ I'ensembie des polynémes 3 ci
i o o I g coefficients dans {-1,0, 1} et A T'ensemble des racines

{") Y Monirer que 4\ {0} est stable AT zetg iy -
%) Montrer que A M12,+o0] = @, *
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ifi) Montrer que A C ]-2,—1/2[U {0} U]1/2,2[.
¢) Montrer que A = [--2, -1/2} U {0} U [1/2,2].

1223. Soient E un espace normé et T : £ — E une application affine (au sens ot 7' — T'(0)
est linéaire).

a} Montrer que, pour tous z,y € Fett € [0,1], Ttz + (1 — t)y) = tT(x} + (1 - )T (y).
b} Soit C' une partie de E compacte, convexe, non vide et telle que T(C) < €. Montrer que
T admet un point fixe dans C.

1224. Soit A = (aq,...,a,) € N""lavec ag < a; < +++ < a,. Pour P € R,[X] on pose

HP”A = Maxpgign kP(akN. On pose dy 4 = ianER,,_I{X] HX” — PHA-

a) Montrer que || |4 est une norme sur R, [X].

b) Soil P € R,,_;[X]. Montrer qu'il existe un unique (n + 1)-uplet (by, . .., b,) de réels tel
P n

gue X" — P = Zbk H(X - aj).Montrerqchbk =1

k=0  j#k k=0
!
¢) Montrer que, pour tout k € [0, n], H lax — a;| = m

itk k
!
d) Montrer que [ X" — P4 > ;—IE pour tout P € R,,_1[X].
e) Calculer d;, 4.

1225, Soient a < b des réels fixés, On munit I"espace £ = C°([a, b], R) de la norme || [|oo.
On fixe enfin un entier n 2 O et f € E, et on pose m = d(f, R,[X]).

a) Onpose C = {geR,[X]; [|f — glloc <m+ 1}. Montrer que C est compact et non
vide. En déduire qu’il existe p € R, [X] tel que m = || f — poo-

b) Montrer que I’équation | f(z) — p(z)| = m admet au moins n + 2 solutions.

¢} En déduire que p est unique.

1226. Notons C [’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme oo. Pour

f el notons Af(z) = /1 —fﬁl—(lt size[0,1{et Af(1)=0.

vit—2x .
dt |
a) Donner unc condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que I'intégrale / m soit
0

convergente. La démontrer,
b) lustifier que, pour tout £ € C, Af est correctement définie.

¢) Montrer que, pourtout f € C, Af € C.
d) Montrer que A est un endomorphisme continu de C; calculer sa norme subordonnée.

e) Btudier la dérivabilité de Af pour une fonction f : [0,1] — R de classe (.

1227. a) Soient E et E’ deux espaces vectoriels normés et u € L(E, E').

Montrer que u est continue sur % si et seulement si elle est continue en 0,

On considere désormais Iespace E = C'([1, 1], R) muni de la norme infinie.

Pour ¢ forme linéaire sur E, on pose N (i) = sup{|@(f)|, f € S} .. (0, 1)} € [0, +o0].

0 1
b) Calculer N{¢) avec o : f /lf—[ f.

Epreuves orales: Centrale — MP - MP} 185

1228. Soit (A,,) une suite de réels positifs strictement croissante telle que Ap

et 1a série de t — di
o e terme général " diverge. Pour m ¢ N* fixé, on pose

=0, A, = +o0

Yo ™ et, pour
1

Qnt1: T (Appy —m) mf‘"“/ Qn(t) 2= I+2nas) gy

a) Rappeler le théoréme de Weiergtrass.

b M i T
) Montrer que la suite (Q,,) est bornée sur (0, 1] et que, pour tout n, ||, 10 < H )1 - }":'_1 _
j= §)

En déduire que (Q,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

r 0 1 . - .

;2'29&)“) Enoncer et démontrer le théoreme des bornes atteintes
oit Cune partie convexe compacte non vide d’ idi
. un espace euc
o) e e par pace euclidien £,
i) Montrer Pexistence et unicité d'un vecteur p{z) € Cel que d(z, C) = lz — p(a)|]

ii) Soity € C. Montrer quey = i i
- Montrer p(x) si et seulement si Ve € C,{x—p(x),c-—
¢) Montrer que I’application p définie dans ce qui précéde est comi<nue.p( hemp) <o

1230. Si A € M,(C), on pose p(A) = {|X; A i

, = v A€ 8p{A)}. On munit C* g’
et J\/En(C). de.la norme || | d’opérateur associé. LAY e
a) L zfppllca[ron A p(A) est-elle une norme ? ‘
b) Soit A € M, (C). Monirer que, pourtout k € N*, p(A) < [ A% ||1/*
¢) Montrer que, pour toute norme N sur M (C), N(AME p{A) '

une norme || ||

1i231. (g)n notej E Pespace vectoriel des fonctions continues de R dans R et de limite nulle en
oo. On munit £ de la norme || |, et on définit T'(f) pour tout f € E par :

1
Y € R T(7)(w) = 5 | e par
) R
‘.z) {) Rappeler le théoréme de Heipe.
ii} Montrer que f est uniformément continue,

b) Montrer que T ¢ L{E) puis que T" est continu,
¢) Déterminer sa norme d’opérateur,

1232, Soient A, B ¢ Mp(K). Pour 4 ¢ M (K), on pose || M

7
#t) Montrer que | || est une norme et que VA, B ¢ M, (K Al
. ; , AB| < [A]l-
%) Définir exp(A} et montrer que lexp(A)[| < eXP(HAT](), L IAB| < JJA] - |1BY.

b) On pose K — max(]|All, | B|l). Montrer : ¥n € N, 4™ = B < nk™=1)4 - .

¢) Trouver lim (eA/neB/n)”
n—+oo !

1233. @) i) Rappeler la définition de la borne inférieure d’une partie non vide de R
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ii) On note X une partie non vide minorée de R. Montrer qu’il existe une suite de X conver-
geant vers la borne inférieure de X. Réciproquement, prouver que si une suite de X converge
vers un minorant m de X, alors m est la borne inférieure de X'

b) Soit n € N*. On pose Sq = {M € S (R), det(AM) = a} pour o > 0. On souhaite
prouver que, si A € S, (R), Mllelfc; tr(AM) = n(adet(A))'/™. Prouver ce résultat lorsque

A = I, puis lorsque A € S;F(R).
¢) Est-ce toujours le cas lorsque oo = 07

1234. On note A I'ensemble des matrices de M, (R) & coefficients dans [—1,1].

a) Montrer la continuité du déterminant sur M, (R).

b) Montrer que le déterminant admet un maximum o sur A,

¢) Montrer que le maximum est atteint en une matrice inversible A de déterminant stricte-
ment positif et & coefficients dans {—1,1}.

d) Montrer que ov < n"/? avec égalité si et seulement si les colonnes de A sont deux & deux
orthogonales pour le produit scalaire euclidien canonique de R,

1235. @) Montrer que les parties connexes par arcs de R sont ses convexes.

b) Soit n € N*. On note I',, I’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans

{0,1}. Justifier I'existence de a,, = nax det(M) et étudier son comportement quand 7 —
' Mer,

+00.
¢) On note C,, 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans [0, 1].

Montrer que det(C,) = [—an, ay].

1236. Soient d € N* et (w,,) € CV" une suite d-périodique.
n
A+ wi
i &) =
Pour n € N* et A € C, on pose Sp(A) = ; i
a) Soit (un,) € €N, Montrer que, si Z i, converge, alors w,, — 0 quand n — +o0.
La réciproque est-elle vraie ?
b) Montrer qu’il existe au plus un complexe A tel que la suite (S, (A))nene converge.

. faY 1
¢) i) Montrer I'existence de ©, a € Ctels que S(m1)a(0)—Sma(0) = @er—}—o =)

quand m — +-00.
i) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € € pour que la suite (Sp(A))
converge.

. i 3 ¥ - Un4-1 ¥ .
1237. Soit (uy,,) une suite réelle strictement positive telle que T’;L =1- - +v,, ol é |vn)
- .

converge.
a) Etudier la convergence de a, 11 — @, ol a, = In(n“uy, ). En déduire qu’il existe K > 0

tel que u,, ~ —.
q n ?1

o
a) On prend u, = n~ "nle". Montrer qu’il existe /£ > 0 tel que uy, ~ Kvn.
. Un+1 o 1 1 g
b) On suppose maintenant que —— =1——+0 > . Montrer que si a > 1 alors la sétie
Up n !

Z u,, converge, et que si v < 1 alors elle diverge.

Epreuves orales: Centrale — MP - MPI 187

n
" 1
1238. Pour n € N*, on pose H,, = E % etd, = card {p el,n];p| n.}.

k=1
Pour z € R, on définit f(x) = Z dj.
1<k

a) Cours : comparaison série-intégrale. L’ utiliser pour montrer I'équivalent H,, ~ lnn.
b) Déterminer un équivalent de f en +oc.
¢) Déterminer le deuxieéme terme du développement asymptotique de f.

1239. @) i) Enoncer le théoreme de Rolle.

i) Soient a, I') € R U {£o0} tels que a < b. Montrer que le théoréme reste vraj pour f :
Ja,b[— R dérivable et admettant en a et b une méme limite finie.

b) On définit la fonction f:] — 1,1[— R,z > exp (— i 2),
; , l-z
i) Montrer que f est C™ et que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[X] tel que
@) = g
= A=) (z) pour tout z €] — 1, 1].
ii) Quel est le degré de P, ?
iti) Que dire du nombre de zéros de f (n)

1240. Soit A C R". On note C(A, R) I’ensemble des fonctions continues de A dans R et
UC(A, R) I’ensemble des fonctions uniformément continues de A dans R.

a) Pour n =1 et A un segment, montrer que f € C(A, R) si et seulement si fFeUC(AR)

b) Montrer que UC(A, R) est stable par composition. Est-il stable par produit ? g
¢) Soit T € R** et f une fonction continue et T-périodique. Montrer que f UC(A,IR).

1241. Soient I I’espace vectoriel des suites réelles et A I’endomorphisme de E défini par :
pouru € Eettoutn € N, [A(u)], = untq — up.
a) Démontrer le théoréme des accroissements finis,

STt
b) Soit f : R™ = R de classe C*. On pose, pour tout n € N, Uy = fg?z,). Montrer que,
pour tout n € Net tout p € N*, il existe 2 €]n, n + p| tel que [APu],, = f P(z).

1242, @) Soient I un imci{valle non vide et f € C°(I,R). Montrer que, pour tout a € 1,
'application F, : & — / f(t)dt est dérivable, de dérivée f.
a
. : z+2h xz+h i
Pour h > 0, soit W), = {f € C'(R,R) ; Vz € R, f f@)dt = 2/ f(t)dt}.

x+h
b) Montrer que, pour tout i > 0, W), est un espace vectoriel de dimension infinie.

¢) Existe-t-il des fonctions non bornées appartenant & W, ?
1243, On pose EE = C*(R, R). Pour f ETE, on définit la suite (f,,) de fonctions de £ par
fo=/fetVne N,Vz e R, favi(z) = / tfa(t)dt.

0

a) Enoncer le théoréme de dérivation terme 2 terme.

b) On se place dans le cas o f est constante. Montrer que la suite (f,,) et la série Z Fa
convergent simplement sur R. Y a-t-il convergence uniforme ?
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¢) On revient au cas général,

i) Montrer la convergence simple de la suite (f;,) et de la série Z fne
+oc

ii) Montrer que I"application 7" : f € E Z fn est un automorphisme de I’espace
n=0
vectoriel E.
1
(T4+ax)-(14am)
a) Etudier la convergence simple de (gn) sur RY,
b) Etudier la convergence uniforme de (g,,) sur [1, +00[ et sur tout segment.

1244, Pour x = O et n € N*, on définit g, (z) =

1245, Pour n € N*, soient {2(n) le nombre de facteurs premiers de n comptés avec multipli-
cité, A(n) = (=1)%, A(n) = > Md).

din .
a) Montrer que, si m et n sont deux éléments de N* premiers entre eux, A(mn) = A(m)A(n)
et A(mn) = A(m)A(n).
b) Pour n € N*, donner une expression simple de A(n).

400 +00

; Aln)z" 2

¢) Montrer que, si |z] < 1, E 1(7) — = E 2
n=1 n=1

x—k

k=-n

T 1
1246. a) Pour x € R\ Z, montrer que la suite ( Z ) converge. On note f(z)
nzl

sa limite.
b) Montrer que f est continue et 1-périodique sur R \ Z.

; z+1 .
¢) Pourz € R\ Z, exprimer f (;—’) + f( 5 ) en fonction de f(z).

d) Montrer que, pour tout zz € R\ Z, f(z) = 7 cotan(mz).

1247. a) Retrouver le développement en série entiére de la fonction arctan et montrer que :
k

f (-1)% =
— 2k + 1 4

n k

b) Pour n € N¥, on pose S, = 43“0 ST
g 1 (1 L) ok
Montrer que |7 — S, + (—1) s} S B

+o0
¥
1248. @) Soit v € R. Donner R > Otel que: Va € |[-R, R[, (1+x)* = Z (

al .,
vaut !
n
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n

. 3
b) Soit 3 > 0. Montrer que p,, = H (1 — Z) tend vers 0 quand n tend vers 1'infini.

k=1
. i ; !
¢) Soit (a,a’) € R2 Montrer : Vi e N, Sk = Z ol .
n . \2/ \ ¢
(p.q)eN
pPtg=n
+00
d) Soit 0 <z < y. Montrer que (z + ) = Z (n) /T
n=0 L
e o
e) Montrer que 2° = Z pour tout e« > —1.
n=0 B

1249. a) Soit Z ay 2™ une série entidre qui converge sur |—a, al, avec o > 0. Montrer que
sa somme est de classe C> sur |—q, al.

b) Est-ce que toute fonction de classe C*° sur un ouvert contenant 0 est développable en série
entiére au voisinage de 0?

¢) Soit f une fonction de classe C°° sur un ouvert contenant (. Montrer qu’elle est dévelop-
pable en série entitre au voisinage de 0 si et seulement i i

Ha, M, A) € (R*™)?, ¥n € N, Va € [~a,a], ' f(")(g;)j < MA™),

1250. Soient R > 0 et Ag I'ensemble des fonctions f : R — R développables.en série
enti¢re de rayon > R.

a) Montrer que Ag est une R-algébre pour des lois que ’on préciséra.

b) Déterminer les morphismes d’algebre de R[X] dans R.

¢) Soit & un morphisme d’algebre de R[X] dans R. On dit que d est une D-dérivation si &
est un endomorphisme de R[X] et si: VP, Q e R[X], 6(PQ) = ®(P)8(Q) + (Q)5(P).
Déterminer les ®-dérivations.

d) Déterminer les morphismes d’algebres ® de Ay dans R, puis les ®-dérivations de A,

—1/a* .

1251. @) Montrer que la fonction iR =Rz~ { 8 ; : MO'L 70 est de classe C°°,
siz =

Est-elle développable en série entidre au voisinage de 07

b) Soit f : R — R une fonction C* telle qu’il existe C, a, § > 0 vérifiant £ ()| < Ca™nl

pourtous n = 0 etz € [—4, §]. Montrer que f est développable en série entidre au voisinage
de 0, i

¢) Etudier la réciproque.
1252, Soit f une fonction développable en série entidre au voisinage de 0, telle que f(0) + 0.

i 2y el )
Montrer que la fonction 7 est développable en séric entiere au voisinage de 0.

1253. Soit f : t € [0,7/2[ s — In(cos(t)).
a) Montrer que f(t) > 2/2 pour tout ¢ & [0, 7/2].
b) Soita € R,
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NG
[) Déterminer lim % cos™ ( ic )d;r.
I) n—+o0 o 2\/}1
L

1

I i R o

i) Donner un équivalent de I, = / % cos (—2 )(1.L.
0

1254. a) Rappeler le théoréme de convergence dominée.

+oo
b) Montrer que I' : @ — f 2= 1e=t 4t est dérivable sur R*,
0

13 - t n
¢) Montrer que I'(z) = lim f te (1 - H) dt.
0

n——4oo
1

d) Onpose I, (z) = f (1-— 'u)”ti.“*_L du. Trouver une relation entre I, (x) et I,—1(z + 1).
0

nn!
e) Montrer que I'(z) = nlﬂ]oc 2@+ 1) (x+n)
—~x n 3 P ‘ ,
J) Montrer que i—m = nli}llloo H (1 + Z) e 'k ol ~ est la constante d’Euler.

1255. a) Rappeler la formule de Stirli/ng.
/2
b) Donner un équivalent de I, = f cos(z)*" dz quand n — +o0.
0
P fl dt .

¢) Onpose F:x— SO P=o0)

i) Ensemble de définition? .

ii) Développer F' en série entidre au voisinage de 0.

ifi) Trouver un équivalent de F'(x) quand x tend vers 1.

1256. On munit M, (R) de la norme euclidienne canonique. Soient A € STR) et B €
M, (R). On s’intéresse a 1'équation différenticlle (E): X' = —AX + B. On suppose que
ensemble § = {U € M, (R); AU = B} est non vide.

a) Montrer que les valeurs propres de A sont positives.

b) Quelles sont les solutions constantes de (£)? u i

¢) Soient X et Y deux solutions de (E). Montrer que ¢ — || X (t) — Y (t)|| est décroissante.
En déduire que toute solution est bornée sur Rt. o i
d) Soit X une solution de (£). Montrer que X(t) admet une limite X, quand ¢ ten

vers +o0. .
e) Montrer que || X (0) — Xool = &Léfs |X(0) - Ul

1257. @) Montrer que toute série numérique absolument convergente est convergente.
iz _ o—tz ‘

On définit s(z) = e_wm,—— pour tout complexe z et ¢(z) = [s(z)|.

b) Est-ce que s est bornée sur C? Le cas échéant, donner un majorant de ¢.

¢) Mémes questions sur D = {z € C; |z < 1}. ! u .

d) Montrer que ¢ admet deux extrema sur [ et trouver les points ot ils sont atteints.
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1258, Soit f : A € M,(R) — AT A.
a) Montrer que f est de classe C', et calculer sa différenticlle.
b) Pour A € M, (R), calculer dim Ker d f(A) en fonction du rang de A.

1259. Soient A € S, (R), b € R" et f la fonction de R” dans R telle que, pour tout z € R”
1

f(z) = 5;1?TA:17 — b7z,

a) Justifier que f est de classe C' sur R™. Pour = € R”, calculer V f(z).

b) Montrer que f(x) I !I—:L +00 et montrer que f(w) = min{f(z) ; x € R"}.
|| —+co

3

¢) Soity € R™ et () 50 une suite telle que, pour tout j € N, Zij+1 = x5 — YV f(z;).
Montrer que, pour j € N, 2511 —w = (I, — yA)(z; — w).

d) Montrer que, pour 7y bien choisi, (z;);>0 converge vers w indépendamment du choix de
xo. Comment choisir 7y pour que la vitesse de convergence soit la meilleure possible ?

1260. a) i) Soit GG un ensemble non vide. Rappeler les conditions sur la loi # pour que (G, *)
soit un groupe.

ii) Rappeler la définition de la différentielle d’une application en un point. Faire le lien avec
les dérivées partielles dans le cas C'.

b) Soit x une loi de groupe sur R, d’élément neutre noté e. On suppose que f : (x,y) — z*y
est de classe C! sur R?, Montrer que, pour tout (z,y) € R, aof(z *y,e) = Bof(z,y) %
da2f(y, ). En déduire que, pour tout y € R, 9y f(y, €) > 0.

¢) Montrer qu’il existe un C*-difféomorphisme ¢ de R sur R tel que @(z%y) = ¢(x)+ w(y)
pour tout (z,y) € R?.

Géométrie
1261. @) Soit f : R? — R différentiable. On suppose que f admet un extremum en a € R™,
Rappeler la valeur de V f(a) (avec démonstration),

b) Soit 6 € [0,7]. Soient A et B du cercle unité de R? tels que ((ji, (ﬁ)(z 6. Exprimer
I"aire de la lunule constituée des points extérieurs au disque unité et intérieurs au disque de
diametre [AB].

¢) Soient A, B et C trois points du cercle unité tels que les trois angles ((74}, (ﬁ?)(((ﬁ, (ﬁ)(

et ((f, F)-ﬁ) (soient dans [0, 7]. Maximiser la somme des aires des trois lunules qu’ils défi-
nissent. '

Probabilités

1262. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de
parametre p €]0, 1[.

a) Déterminer la loi de min(X,Y).

b) Montrer que min(X, V) et X — Y sont indépendantes.

1263. a) Soit u un endomorphisme de C". Montrer que u est diagonalisable si et seulement
St 1 admet un polyndme annulateur scindé  racines simples.
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b) Soient A = (_"12
trique de parameétre p €]0,1[ et Q@ = £1X + 2. Déterminer la probabilité que Q(A) soit
inversible. ;

¢) Soit u un endomorphisme de C" et @ € C[X] tel que Q(u) soit diagonalisable et Q'(u)
inversible. Montrer que u est diagonalisable.

-2 . e w iz
1) En g9 deux variables aléatoires indépendantes de loi géomé-

1264. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X est Fy : t > P(X < t).
a) Montrer que, pour une variable aléatoire X, F'y est croissante de limite 1 en +-o00.
Soient £ un ensemble dénombrable de R, (X,,) une suite de variables aléatoires & valeurs
dans £ et X une variable & valeurs dans E. On suppose que, pour tout x € E, P(X,, =
z) = P(X =ux). t
b) Montrer que Z|P(Xn =z)—-P(X =z)| = 0.

x€E
Ind. Pour € > 0 fixé, considérer une partie finic I C Etelleque P(X € ) > 1 —«&.
¢) Montrer que (Fx, ) converge uniformément vers Fy.
1265. a) Soient punréel > let g = _P_T

:E?) q B

i) Montrer que xy < — + — pour lous 7,y € R,
ii) Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que X € L et Y € L9,
Montrer que XY € L' et que B(|XY|) < E(X?)VPE(Y9)V/q,
b) Soient maintenant deux réels tels que 1 < p < q. Montrer que si X € L9, alors X € L?
et que E(XP)V/P < B(X9)!/9,
¢) Soient (en)pz1 une suite de variables de Rademacher indépendantes et p un réel >
1. Montrer que, si X € Vect(en)ns1, alors E(XP)Y? < C\/pE(X2)Y2, ot C est une
constante absolue.

1266. @) En utilisant une comparaison série-intégrale, dont on rappellera le principe, donner

n
: 1
un équivalent de S, = g B
b) On dit que n € N* est sans facteur carré s’il n’existe pas de & > 2 tel que &* divise
n. Montrer que pour tout i > 1, i s’écrit d’une unique manidre sous la forme i = ma?, oll
a € N* et € N* est sans facteur carré.
¢) Soient X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1, n].

On pose M = (i,g )};) Soit p,, la probabilité que M ne soit pas inversible. Montrer que
Inn
m=0(77).

1267. Une suite (Z,)n>1 de variables aléatoires entitres est dite transiente si, pour toute
400

partie bornée A de Z, Z P(Z, € A) < +c0.

n=1
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) i . .
a) Soienta € R™™, (X;);5 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour
: o n
1oulzeN*,X‘N'p(_). o = B , .
i - )- Pourn € N*, quelle est la loi de ¥;, = Z X;? Lasuite (¥,,)s,

est-elle transiente ? =1

b) Soient p €]0,1] et (Ri)iz1 une suite i.i.d. de variables

aléatoires telles que, pour tout
ieN,P(X; =1) = p,P( 1

Xi=-1)=1—p. Pourn e N*, soit §,, = ZXi' L &nite

(Sn)nz1 est-elle transiente ? B

In2
p. On suppose que p1 = m n’est pas un entier.
a) Soit X une variable aléatoire suivant la loj géométrique de parametre p. Montrer qu’il

existe un unique entier m tel que P(X > m) = 1e[ P(X <m)> 1

a) Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suiv.

ant Ia loi géométrique
de paramétre p, On poseY, =1y v et S, =V + - 4+ ¥ : l
PG o) o W 2m n 1 + Yo, pour n = 1, Montrer que

n—r-+o0

1268. Soient p €]0, 1] et g =1 —



