Un corrigé

Jérémy Larochette — Lycée Leconte de Lisle — La Réunion

Comme ¢ € € (R, R), le théoréme de Cauchy linéaire assure lexistence de deux solutions yi,y2 € C3(R,C) a (1)
avec (y1(0),41(0)) = (1,0) et (y2(0),y5(0)) = (0,1) (ainsi que leur unicité). On peut calculer leur wronskien en 0

y1(0)y2(0) = y2(0)y1(0) =1 #0

donc (y1, y2) est une base de solutions de 1’équation homogene (1), Pensemble des solutions est donc bien Vect(yi,y2).

Soit w : t — y1(t)y4(t) — v (t)y2(t) le wronskien de nos deux solutions.
Alors w est dérivable sur R et Vt € R, w'(t) = vy} (£)yh + y1(t)yh () — vy (#)y=2(t) — vi(t)yh(t) = 0.

Comme R est un intervalle, w est constant et comme w(0) =1, Vvt € R, w(t) = 1.

Soit y € €?(R,C) solution de (1). Alors § : t — y(t + T) est de classe €*(R,C) et " : t — ¢y"(t +T). La
T-périodicité de ¢ assure alors que | ¥ est solution de (1).
Par 1a,on a A\, u € C tel que ¥ = Ay1 + py2 et §' = Ay + uyb.
En évaluant en 0 on tire A = y(T') et p=y'(T) et donc Vt € R, y(t +T) = y(T)y1(t) + v' (T)y=2(t).

On a facilement (¢) = (a), car si y : t — e u(t) est solution non nulle de (1), on a bien pour tout t € R,
y(t+ 1) = py(t).

Pour (a) = (¢), partant d’une solution non nulle telle que Vt € R, y(t + T) = uy(t), on pose

u:te e My(t) € €3(R,C)
et on vérifie que pour tout t € R, u(t + T) = e My(t) = u(t) car p = e’ donc u est T-périodique et y est bien de la
forme voulue.

Vect(y1,y2) —> Vect(y1,y2)
Yy — gt y+T)
(avec la question 2), et on remarque que (a) <= pu € Sp(p).

~ _ _ (D) wAT)\ .
Or, toujours avec 2, M = Mat,, ,.)(¢) = (y’l(T) w(T) )" Ainsi,

Enfin, pour voir que (a) <= (b), on pose ¢ : ‘ , endomorphisme de Vect(y1,y2)

(a) == xu(n) =0 <= p* —tr(M)p+det(M) =0 = 2* — (1) +p(T)x + 1_=0 < (b)

Finalement, (a) < (b) < (c).

1
Sp(M) = {1, 2} avec 1 # po. Donc M est diagonalisable avec py = e* et py = — = e 7T,
H1

On a donc une base de l'espace Vect(y1,y2) des solutions de (1) constituée de vecteurs propres de ¢ donc de la forme
f1:t e eMw(t)
f2 t— e_/\th(t)

avec wy,we € €%(R, C) T-périodiques, en utilisant 3 appliquée a p; = e*puis & pp = e 7.

Finalement, | toute solution de (1) est bien de la forme af; + S f2 avec , 8 € C.



On suppose que p; = pg. Alors le trindéme 22 — (y1(T) + y5(T)) = + 1 est un carré parfait et vaut donce (z £ 1)2.

On a donc bien p; = pe = +1 et par 3, on a une solution non nulle de (1) vérifiant
VteR, y(t+T)=+y(T)

donc
Vi e R, y(t+2T) = y(T).

L’équation (1) admet donc dans tous les cas une solution non nulle 27-périodique.

Remarque : l’énoncé aurait bien stur da préciser qu’on cherche une solution

Soient x1, 79 € V. Alors, avec v : t + 11 + t(xg — x1) € €1([0,1])

A GO O)r |

Ihez) — ha)] = \ 0

1
< / l[dh(zq + t(xe — 21))(x2 — 21)| dt par inégalité triangulaire
0

1
< / |dh(ar + t(ws — 22))|l22 — o
0 N—
€V convexe

< Cllaz — 2|

donc ||h(z2) — h(z1)| < C|lza — 21|

On utilise la question précédente. Pour cela, posons h = f — Idg.
Alors h € €Y (U, E) et dh : x — df(z) — dldg(z) = df(z) — Idg = df(z) — df(a) (Papplication linéaire Idg étant sa
propre différentielle en tout point).

1
On a, par continuité, r > 0 tel que B(a,2r) C U (qui est ouvert) et pour tout = € B(a, 2r), ||dh(z)| < 7

Par la question précédente, comme B(a,2r) est un ouvert convexe de F et par inégalité triangulaire, on a, pour tous
x1,x2 € B(a,r) C B(a,2r),

1 — @ol| — [|f(21) — fz2)|| < [|f(21) — f(22) — 21 + 22| = [[A(21) — h(22)]| < %lel — 2|

et donc

1
Vai, 2z € Bla,r),  ||If (21) = f (22)]| = 5 llan — za]|.

Soit « € B(a,r) et h € ker(df(z)) ie df(x)(h) = 0.
Comme th 5 Og,onae>0tel quesi|t|<e, a+the Bla,r). Alors, si 0 <t < ¢,
—

par

Hf(ﬂ«”rth)—f(x)

< |z + th — z|| :HLH
t 2

‘/ 2t

[z +th) - f(z)
4
Finalement, ker(df(z)) = {Og} donc 'application linéaire df(z) est injective.

Mais

df(z)(h) = 0g, donc ||h|| =0 puis h = 0g.
t—0

B(a,r) — R
2
z oy = f@)
dimension finie) donc admet un minimum atteint sur B(a,r) par théoréme des bornes atteintes.

g: est continue (car f et || - || le sont) sur le compact B(a,r) (fermé borné en



Or,si ||z —a| =T,

lyo — f(@)]l = llyo — f(a) + fla) — f(2)]]

= |f(a) = f@)| = llvo — f(a)] par inégalité triangulaire
1

2 5lle—all = g par 5b avec a,z € B(a,r)

> |lyo — f(a)

donc sur S(a,r), g(z) > g(a) avec a € B(a,r). On a donc bien zg € B(a,r) en lequel le minimum de g est atteint.

La présence du carré de la norme dans la définition de g nous incite a nous intéresser au cas
particulier de la norme euclidienne dont on sait différentier le carré.

En effet, si ¢ : 2 — ||z||> = (z|z), par bilinéarité du produit scalaire, ¢ est différentiable en tout point et pour
tous (z,h) € E?, dp(x)(h) = (h|z) + (x|h) = 2(x|h) (se voit aussi en développant p(z + h)).

Or, ici, g = ¢ o (yo — f), donc, xo étant un point critique de g par condition nécessaire d’extremum local sur
louvert B(a,r),

0.2 () = dg(wo) = dp(y — f(z0)) o (=df(z0))
et pour tout h € E,
~2(yo — f(0)|[df (o) (B)) = 0.

Comme, par 5.c¢, comme zg € B(a,r), df(zo) € GL(F) (endomorphisme injectif en dimension finie), en choisissant
ho = [df(x0)] *(yo — f(x0)), on obtient )

—2[lyo — f(zo)||* =0
et done yo = f(z).

Mais la norme n’est pas euclidienne a priori. On pourrait utiliser un argument d’équivalence des normes (réaliser
le minimimum d’une norme, c’est réaliser le minimum de toutes les autres) pour s’y ramener mais cela ne semble
pas étre I'idée du sujet (quoi que?).

On traite le cas général mais en gardant 1'idée de la direction du vecteur

ho = [df (x0)] " (o — f(z0))-

On écrit, pour ¢ suffisamment petit (en particulier ¢ € [0, 1]), f(zo+tho) = f(zo) +tdf(xo)(ho)+te(t) o e(t) = 0
lorsque t — 0. Alors

lyo — f(zo +tho)ll = llyo — f(x0) — tdf(wo)(ho) — te(t)|l

= (1 =) (yo — f(z0)) — te@)||
< (X =8)llyo — f(o)ll + tlle(®)]]

Si yo # f(zo), pour ¢ suffisamment proche de 0, ||e(¢)|| < ||yo — f(z0)]| et donc

1Yo — f (o + tho) || < llyo — f (o)l

avec g + thg € B(a,r) (toujours pour ¢ assez petit), donc g(yo — f(xo + tho)) < ming ce qui est contradictoire.
Et donc yo = f(z0).



On peut aussi s’en sortir en utilisant non seulement la direction du hg de la premiére tentative,
mais aussi le résultat trouvé (et sans utiliser de différentielle mais en comprenant l'utilité de la norme est au carré),

1
t 0,=1|:
avec 6} ,2]

g(xo + tho) — g(xo)

: +2|lyo — f(z0)]?

B %‘Hyo — f(@o +tho)[I> = llyo — f(zo)[I” + 2tllyo — f(xo)|I?

= %‘Hyo — flzo + tho)||* + (2t — 1)|lyo — f(x0)||2‘
= %‘Hyo ~ fl@o + tho) |2 = VT =200 — S (wo))|||
= %‘Hyo — f(xo +tho)| — ||v1 — 2t(yo — f(xo))H ‘ . ‘Hyo — f(xo +tho)|| + H\/l — 2t(yo — f(xo))H ’

< % V1 =2t(yo — f(0)) — yo + f(xo + tho)| - (||2/0 — flzo + tho)|l + || V1 —2t(yo — f(fco))H)

Or v1—-2t=1—t+o(t) donc

VT2t~ £Ga0)) 30 + Fao + tho) | = 10 = £+ 0()u0 — F@0)) — o + Fan + tho)]

— H f(xo + thg) — f(zo) (yo — f(0)) + o(1)(yo — f(0))

m ldf(zo)(ho) — (yo — f(z0))[| =0

et comme [|yo — f(zo + tho)| + |[v/IT = 2t(yo — f(x0))]| = 2|lyo — f(x0)|| par continuité, on en déduit que
—

g(xo + tho) — g(o)
t

— —2|lyo — f(ﬂfo)H2 =0

car xo est un point critique, ce qui permet de retrouver yo = f(xg).

W =B (f(a), %) est ouvert de E | en tant que boule ouverte.

Puis f~1(W) est un ouvert de U comme image réciproque d’un ouvert par une application continue, et comme
U est ouvert lui-méme, f~1(W) est un ouvert de E. Enfin, comme la boule ouvert B(a,r) est un ouvert de E,

V = f~4(W)n B(a,r) est un ouvert de FE.
fiv est continue car f lest. Soit yo € W. Alors |lyo — f(a)|| < 2 et par 6, on a g € B(a,r) tel que
Yo = f(x0) € W donc zg € V = f~H(W) N B(a,r) donc y = fjv(x0) et flv est surjective.

1
L’injectivité de fjy, est une conséquence immédiate de csl @y, 29 €V C Bla,r), ||f(x1) — f(x2)]] = §||J;1 — Za|
donc @1 # x9 = f(21) # f(22).

Reste a voir que ( f|V)71 est continue. | On montre pour cela qu’elle est lipschitzienne.

Soit y1,y2 € Wet x1 = (f‘v)fl (y1), 22 = (]"‘\/)71 (y2) € V C B(a,r). Alors, grace a la question ,
[U1v) ™ ) = (i)™ (w2)| = llaa = 2l <201 (@2) = fl)| = 2y — el

Ainsi, fjy un homéomorphisme de V' sur W.



Par caractérisation des sous-groupes, connaissant la structure d’algebre de C[A4] :
(C[A])* € GL(C) par définition.
I, =A% =17 € (C[A)* #0.
Soit B, C' € (C[A])*. Alors
B X c! € C[A]n GL,(C)
~ ~~
€C[AJNGL,(C)  €C[AJNGL, (C)
et
(BC~Y) ' =cB'ecC|4]
donc BC~! € (C[A)])*.
Des polynémes en A commutent toujours.

Finalement, (C[A])* est un sous-groupe abélien de (GL,(C), x).

Remarque : c’est aussi une conséquence immédiate de la question suivante.

Par définition, (C[A])* C C[A] N GL(C). Soit B € C[A] N GL(C). Montrons que B~ € C[A].
On a classiquement que B~! est un polynéme en B : il suffit de considérer un polynéme annulateur non nul de B (il
en existe, par exemple 75). Notons le

arB* + ap B" 4 4+ a,B? =0,
avec ar # 0 et k < p. Alors

Blo _Ytip . _ 9 pp-k-l
Q. " Q.
et comme B € C[A4], B~! € C[A].
Finalement, (C[A])* = C[A] N GL,(C).
400 )\k
Soit p € N et A € C. Alors exp (AAP) = Z FAPI“ est une limite de polynémes en A. Or C[A] est un sous-espace
k=0 "

vectoriel de M,,(C) de dimension finie, donc est fermé et donc exp (AAP) € C[A4].

On sait par ailleurs que exp (AAP) est inversible d’inverse exp (—AAP) € C[A] pour la méme raison.
Ainsi, exp (AAP) € (C[4])".
p

Puis, si P = Zaka € C[X], les arA* commutant deux & deux,
k=0

P P
exp(P(A)) = exp (Z akAk> = H exp (akAk) € (C[A)”
k=0 k=0
€(ClAD~

par 8a. On a montré que exp(C[A4]) C (C[A])*.

Si (t,a), (t',a) €]0,1[xR tels que Z,(t) = Z!(t') alors

t+iat(l—t) =t +idt'(1 -t

donc, par unicité des parties réelle et imaginaire, t = t' et at(1 —t) = a’t/(1 — ¢') et comme t(1 —t) = ¢'(1 —t') # 0,
a = a’. D’ol l'injectivité.

My, My € (C[A])* = C[A] N GL(C) d’apres

On a déja que pour tout ¢ € [0,1] et tout a € R, M (t) € C[A] (espace vectoriel).
Remarquons alors que si ¢ €]0,1[, Z,(t) # 0 et

M(t) € GL(C) <= M;M;*' — AT I, € GL,(C)
Za(t) —1 —
7w ¢ 5 na)

= vaeSp (M) (1), Zo() # s



1
Comme {1 , AeSp (MM 1)\ {1}} est fini, et comme (¢,a) €]0,1[xR — Z,(t) est injective (question ),

on peut choisir a afin que ce soit toujours le cas : il suffit qu’il soit strictement supérieur a

max {a eR, 3t €)0,1],1 € Sp (M1M21)}

1
Zq(t)
si cet ensemble — toujours fini — est non vide, et quelconque sinon.

[0,1] — (C[A])"

¢ — M(t) est un chemin continu reliant My = M(o) et My = M(l)

Le cas échéant,

Par définition, (C[A])* est connexe par arcs.

On utilise la partie 2 : on peut toujours voir les C-espaces vectoriels comme des R-espaces vectoriels. Soit
f :exp: C[A] — C[A] (ou C[A] est vu comme un R-espace vectoriel).
Vérifions qu’il s’agit d’une application de classe €.
Soient M, H € C[A]. Rappelons que ce dernier est commutatif. On peut donc écrire

+oo
1
exp(M + H) = exp(M) exp(H) = exp(M Z k,H’“ exp(M) (In +H+Y le’“)

+oo
1
= exp(M) + exp(M)H + exp(M) ) | EH’“
k=2 "
avec H +— exp(M)H linéaire et, si on choisit une norme || - || d’algebre (on peut, elles sont toutes équivalentes),
=1 IIHII > HHII’“ ’ Il
exp(M) ) 7 H™|| < lexp( I|Z < [1H[I"] exp HZ = [H[ x [ HI| - || exp(M)]| - e
k=2 "

—0 lorsque H—0,,

donc exp(M Z k:‘Hk = o(H). On en déduit que exp est différentiable en M et dexp(M) : H — exp(M)H.

Reste a voir que M — dexp(M) est continue sur C[A], ce qui est une conséquence de la continuité de exp, en utilisant
la norme d’opérateur associée a une norme d’algebre sur le R-espace vectoriel C[A] :

Id exp(M) — dexp(Mo)|| < || exp(M) — exp(Mo)|| -~ 0.

Finalement, exp est de classe €' sur C[A]. De plus, dexp(0) = Idcpa) : H — H.
La partie 2 nous fournit alors r > 0 et U = exp~ (V) N B(0n,7) et V = B (I,, %) des ouverts de C[A] contenant
respectivement 0, et I, tels que exp:U — V soit bijective et bicontinue.

Soit C' € exp(C[A]). Alors C' = exp D ou D € C[A]. On reprend le r de la question précédente et on pose € = %

Posons ¢’ = ||Clle > 0 car C' # 0,, ¢ exp(C[A]). Si M € B(C,e') C C[4], |C - M| <& = donc, avec || - ||

_c
IC=Hi
norme d’algebre,

| I, —C'M| <«
avec O~ ! = exp(—C) € C[A] par 9 et M € C[A] donc C~1M € C[A].
Alors C™'M € B(I,,,e) =V = exp(U) C exp(C[A]).
On a donc E € C[A] tel que C~'M = exp(E) donc

M = exp(D)exp(E) = exp(D + E) € exp(C[A])

car D, E € C[A] commutent. On vient de démontrer que B(C,e") C exp(C[A]).
Ainsi, exp(C[A]) est un ouvert de C[A].



On a déja que exp(C[A]) C (C[A])* (question 9).
Soit C' € (C[A])* \ exp(C[A]). On montre que C exp(C[A]) est un ouvert content C' et contenu dans (C[A])* \ exp(C[A])
qui sera bien un voisinage de C, ce qui permet de conclure.

En effet, si D € exp(C[A4]), C'exp(D) € (C[A])* (par 9 et 8a) et Cexp(D) ¢ exp(C[A]) sinon
C = [Cexp(D)] exp(~ D) € exp(C[A))
(on rappelle que toutes les matrices commutent), ce qui est exclu. Ainsi,
C = Cexp(0,,) € Cexp(C[A]) C (C[A])* \ exp(C[A4]).
Puis, d’apres , exp(C[A4]) est un ouvert de C[A] inclus dans (C[A])* donc un ouvert de (C[A])*, et
Cexp(CIA]) = {D € (C[A])*, C™'D € exp(C[A])} = h~ (exp(CIA]))

ot h : D+ C~'D est continue car linéaire sur un espace de dimension finie, donc C exp(C[A]) est un ouvert de (C[A])*.

*

Finalement, (C[A])*\exp(C[A]) ouvert comme voisinage de chacun de ses points, donc exp(C[A]) est un fermé de (C[A])*.

*

Remarque : on a méme plus précisément que les classes a gauche pour le sous-groupe H = exp(C[A]) du groupe (C[A])
forment une partition, ce qui permet d’écrire

(C[A])" \ exp(C[A]) = U C exp(C[A])
Ce(ClAD* \exp(ClA])

les C'exp(C[A]) étant les classes d’équivalences de la relation d’égquivalence D ~ C <= D € Cexp(C[A]), ce qui
permet de voir (C[A])* \ exp(C[A]) comme réunion d’ouverts.

Soit
. 0 siM € exp(C[4]),
I = Yepap-\espican - M € (CIA]T = { 1 sinon.
Alors  f(My) =0et f(Ms) =1.
Soit M € exp(C[A]) ouvert par donc on a un voisinage de M sur lequel f est nulle, donc f est continue en M.

Soit M € (C[A])* \ exp(C[A]) ouvert par 12 donc on a un voisinage de M sur lequel f vaut constamment 1, donc f
est continue en M.

Ainsi| f : (C[A])* — {0,1} est bien continue.

Comme (C[A])* est connexe par arcs et f est continue, f ((C[A])*) est un connexe par arc de {0,1} sans

étre constante, ce qui est contradictoire. C’est donc (avec 9) que exp(C[A]) = (C[4])*.

On a déja exp (A#,(C)) C GL,(C).
Réciproquement, par ,si A€ GL,(C), alors A € (C[A])* = exp(C[A]) C exp (A, (C)).
Finalement, | exp (.#,(C)) = GL,(C).

Soit .# I’espace des solutions dans ¢! (R, C™) de (2) : il s’agit d’'un C-espace vectoriel de dimension n d’apres le
théoréme de structure du cours.

S = S
Y —» Y:iteY(Et+T)
<, de réciproque Y — (Y b= Y(t— T)) dont le spectre est non vide (sur C) et ne contient pas 0 : on a donc

Puis, comme dans la premiere partie, par T-périodicité de A, ¢ : automorphisme de

1 € Sp(p) C C* et Y # 0 vecteur propre associé, tel que (YY) = uY.

Soit ¢t € R. Si AiY1(¢t) + -+ + A\ Yo (t) = Ogn, alors A1Y7 + - + A, Y, est solution du probléeme de Cauchy
formé par (2) et la condition initiale Y (¢) = 0. Par l'unicité du théoréme de Cauchy linéaire, on en déduit que
MY+ -+ A Y, =0, puis, par indépendance, que tous les \; sont nuls.

Ainsi, les colonnes de M (t) sont libres et M (t) € GL,(C).

De plus, M'(t) = <Y1’(t)

Yé(ﬂ) = (A(t)Y1 (t)

A(t)Yn(t)> done M'(t) = A(t)M(t).



Il y a une solution astucieuse qui consiste a remarquer que les
Vit Yi(t+T)

sont également solutions de (2), ce qui, pour tout j € [1,n], permet de trouver des coordonnées (a1 j, ..., an ;)
n

telles que ff; = Z a; ;Y;. Alors, pour tout t € R, M(t +T) = M(t)A ou A = (@i j)1<i,j<n-
i=1

On a donc bien que A= (M(t))"'M(t + T) est indépendante de ¢ € R.

On peut aussi répondre a la question de maniére brutale en dérivant g : t — (M (t))"*M(t+T).
Pour cela, différentions ¢ : M ~ M1

Soit M € GL,,(C) et H € #,(C) tel que M + H € GL,,(C), || - || norme d’algebre.

1
En choisissant H tel que |[M~'H|| <1 (il suffit que |H|| < W)

(M+H) ™ = (I, + M "H) ' M~' = (io (—M‘lH)k) M7 =M -MTTHM T+ (io (—M‘lH)k> M!

k=0 linéaire en H k=2

[z

N 0
- L—||[M~1H|
~—————

d
1— [M-TH]| one

avec

< | H||

(S ot )ar

k=2

+oo
— _ k
<[t 3 l|a |
k=2

H—0

(io (MlH)’“> M~' = o(H)

k=2
et dyp(M)(H)=—-MTHM™ L.
On a alors g : t — (M (t))M (¢t + T') qui est bien dérivable sur R et pour tout ¢ € R,
g'(t) = (M (&) (M'(£)) M(t + T) + (M (t)) M'(t + T)
= —(M) " M () (M ()" M(t+T) + (M(t) ™" M'(t+T) =0
—_——— —_———
—A(%) —A()M(t4T)

avec la T-périodicité de A.
Comme R est un intervalle, g est constante.

La matrice précédente A = (M (0))"1M(T) € GL,(C) est telle que pour tout t € R, M (t +T) = M(t)A.
Avec 14, on a B € #,(C) tel que | A = exp(TB).

R — GL,(C)

SOIt @)y M(t) exp(—tB)

continue car M et ¢t — exp(—tB) le sont. Pour tout t € R,

Qt+T)=M@Et+T)exp(—(t+T)B) = M(t) exp(TB) exp(—TB) exp(—tB) = M (t) exp(—tB) = Q(t)
donc @ est T-périodique.

Comme Vt € R, (MP)'(t) = M'(t)P = A(t)M(t)P, les colonnes de M P sont solutions de (2) : Z1,...,7Z, € ..
M@O)P € GL,(C) donc (Z1(0),...,2Z,(0)) est libre donc (Zi,...,Z,) est libre e¢ n = dim.”, donc
(Z1,...,2Zy,) est une base de .7.



Soit t € R.

M(t)P = Q(t)exp (tN + tPAP™') P
= Q(t)exp(tN)exp (tPAP™') P car N et D = PAP~' commutent

=Q(t) (n'_ t|N> Pexp(tA)P~'P

()

Il
i
—_
.y
5.
/N
=]
<
i
—~
~
=

Rz-,nu))
O e

n—1
S0
=0

n—1
= (Z tie/\ltRi,l (t)
=0

n—1
donc pour tout k € [1,n], Z(t) = e <Z tiRi’k(t)>.
=0

Par ailleurs, les R;j sont continues et T-périodiques car @) l'est et car M — ,f'M N'P est continue car linéaire sur
il

un espace de dimension finie.

On suppose que Vi € [1,n], Re(A;) < 0. Soit Y une solution de (2).

n
On a alors py,...,u, € C tel queY:Zuka. Or

k=1
+oo ]
Vk € [Ln], Vt € R, |Zk(t)| < ™ORN "4 |R; 4 (1)]
=0

avec R; ) bornée car continue et périodique (théoréme des bornes atteintes sur [0,7]) et les Re(A;) < 0, donc
Vk € [1,n], Zi(t) — 0 donc Y (t) —— 0.
t—+o0 t——+oo

A =12 € Sp(B) donc 1 = e**™ € Sp(exp(mTB)) = {e™T*, a € Sp(B)} (car on travaille sur C, résultat du

cours qui se retrouve en trigonalisant).

Soit C' vecteur propre de exp(mT B) associé a la valeur propre 1 et [Y : ¢t — M(t)C] € S (combinaison linéaire des
Y;). Cette fonction n’est pas nulle car C # Oc¢n et pour tout ¢ € R, M (t) est inversible.

Alors pour tout t € R,

Yt+mT)=M@E+mT)C = Q(t+mT)exp((t + mT)B)C = Q(t) exp(tB) exp(mTB)C = M (t)C =Y (1)

=C
Donc | Y est une solution non nulle mT-périodique de (2).

On a Y solution non nulle mT-périodique de (2). On peut écrire Y = MC ou C € C™ \ {0¢~» }, donc pour tout
teR, Y(t) =Q(t)exp(tB)C. Alors

Y (0) = Q(0)C = Y (mT) = Q(0) exp(mTB)C.

Comme @Q(0) € GL,,(C), exp(mTB)C = C donc 1 € Sp(exp(mTB)).
Or, comme on le voit en trigonalisant (sur C, on peut),

Sp(exp(mTB)) = Sp (exp(T'B))™ = {\", X\ € Sp(exp(T'B))},

donc on a bien Sp(exp(TB)) NU,, # 0.



Soit t € R. Comme X est T’-périodique, X’ I'est aussi et pour tout k € Z,
AR+ ETHX () = A+ kTHX(t+ kT = X't + kT') = X'(t) = A(t) X (1).
Comme de plus A est T-périodique, pour tout ¢ € Z,
At + KT +4T)X () = A(t) X (t).

Or ZT + ZT' est un sous-groupe non nul de (R,+) qui n’est pas discret, sinon aurait a € R* et k,¢ € Z* tels que
14
T=kaet T ={la,donc T = %T € QT, ce qui est exclu.

On a donc, d’apres le résultat admis, que ZT + ZT" est dense dans R.
Or les applications continues s — A(t + $) X (¢) et s — A(t)X (¢) coincident sur la partie dense ZT + ZT’, elles sont
donc égales.

Finalement, | Vu,t € R, A(u)X(t) = A(t) X (t).

On suppose que (2) admet une solution T’-périodique X ou T” ¢ QT.
Alors, avec 19, Vu,t € R, A(u) X (t) = A(#) X (t) = X' (¢).
Posons V' = Vect (X (t)),cp- Il s’agit d'un sous-espace vectoriel de C", donc de dimension finie, et donc fermé.

1
Comme, pour ¢t € R, E(X(t +h)—X(t) eV P X'(t), on a, pour tout u € R, X'(t) = A(u)X(t) € V.
—

Donc V est un sous-espace stable par toutes les A(u) pour u € R.

Si, de plus, la solution X n’est pas nulle, V' = C™ vu I’hypothese faite dans la question.

Posons (t1,...,t,) € R™ tel que (X(t1),..., X (t,)) soit une base de C™.

Alors, pour tout i € [1,n] et u € R, A(u)X (t;) = X'(¢;) ne dépend pas de u, donc u — A(u) est constante (par
unicité d’une application linéaire dont on connait I'image d’une base). Mais alors A(u) ne devrait avoir aucun
sous-espace stable non trivial et donc en particulier aucun vecteur propre (engendrant une droite stable), ce qui
est contradictoire... sauf si n = 1.

Or, dans le cas ou n = 1, 'équation devient scalaire 2/(t) = az(t) et admet comme solutions les fonctions ¢ — Ae.
Or une telle fonction n’est non nulle périodique qu’a la seule condition que a = 0 (auquel cas elle est constante).
On a donc montré que (2) admet une solution non nulle 7"-périodique avec T" ¢ QT si et seulement si n =1 et

A:t—a=0.
m

Puis, par la question , si (2) a une solution non nulle —T7-périodique avec m € N* et g € Z*, elle est aussi
q .

mT-périodique donc d’apres , exp(T'B) possede une valeur propre de la forme e’ ou k € Z.

Mais Sp(exp(T'B)) = {e*”, X € Sp(B)} et

ik 2ikm 2i(k + mp)mw
it =M = AT = [217r]<:>EIpEZ,/\:M
m mT
. 20
Donc B possede une valeur propre de la forme T ouleZ.
m
Réciproquement, nous dit que (2) a, sous cette méme condition, une solution non nulle mT-périodique.

Finalement, si les seuls sous-espaces stables par toutes les A(t) sont triviaux, (2) a une solution non nulle pé-
2im
riodique si et seulement si (n=1et A:t~ 0) ou Sp(B)N ?Q # (. (et, dans tous les cas, elle a alors une

période dans N*T').
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Les solutions de (3) s’écrivent X : t — M (t)C' + Xo(t) = Q(t) exp(tB)C + X (t) par 16 et théoreme de structure
(avec A et b continues), ot Xy est une solution particuliere (il en existe).

Si X est une solution T-périodique,

X(0) = Q(0)C + Xo(0) = X(T) = Q(T) exp(TB) X + Xo(T)
——
=Q(0)
donc Q(0)[exp(TB) — I,]C = X¢(0) — Xo(T') puis, comme 1 ¢ Sp(exp(T'B)), exp(TB) — I, est inversible et
C = [exp(T'B) — I,] 7 [Q(0)] ™' (X0(0) — Xo(T))

d’ou 'unicité sous réserve d’existence.
Posons un tel C et X : ¢t +— M(t)C + Xo(¢).
Alors X(0) = X(T) par construction de C. Puis X : ¢ — X (t + T) est dérivable

VEER, X' (1) =X'(t+T)=AW)X{t+T)+b(t) = A)X(t) + b(t)
par T-périodicité de A et b, donc X et X sont solutions du probleme de Cauchy formé par Y’ = AY + b et la

condition initiale Y (0) = X (0).
Par théoreme de Cauchy linéaire, X = X donc X est une solution de (3) T-périodique, d’ot I'existence.

Finalement, (3) posséde une unique solution 7T-périodique.

Posons z = = + iy et notons (S) le systeme différentiel. Alors

(S) <= 2/ =(1+icos)z <= Fc€C, z:trs celtisint

<= 3Ja,B€R, z:t (a+if) + (cos(sint) + isin(sint)) e’

x(t) = acos(sint)et — Bsin(sint)e’

<~ da,B8 €R, Vt eR,
o p {y(t) = asin(sint)e? + B cos(sint)e?

s(sint t —sin(sint t
Posons Y7 : t — Cf)b(b.m )et et Yo it — bm(.bm )f base de solution.
sin(sint)e cos(sint)e

o ¢ [cos(sint) —sin(sint)) . cos(sint) —sin(sint) L
Alors M :t+— e (sin(sin B cos(sing) ) = Q(t) exp(tlz) avec Q : t — sin(sint)  cos(sint) 27m-périodique tout
1 _ 3
comme A = <cos (1305 , et continue de R dans SO(2) C GL,(C) : il s’agit donc bien de la forme normale.
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