MPI ~ Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD * REDUCTION ET POLYNOMES

1 X-ENS soit 5= {ueC? ubomée} et T: 58— B qui & (u,),ez OSSOCIE (Uyy11)nez-

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de T.
Que dire d’un sous-espace de dimension finie stable par T ?

Solution de 1 : X-ENS

On cherche a résoudre T(u)=Au. Si on a une suite u € C% qui convient, alors pour tout n € Z, u,,, = Au,.
SiA=0,0on anécessairementYnelN, u,=0,c’est-a-dire u=(0),z.
Sinon, il vient alors que pour tout n €N, u,, = uyA"* et comme pour fout nez-,

1 1

Uppp=U_p1 = E Uu_,= X Un,

U,
pour tout neN, v, = TZ et u, = u,A".
Par ailleurs, il est nécessaire que u soit bornée, ce quiimpose |A|=1.

Finalement, tout A €U est valeur propre, de sous-espace propre associé la droite Vect(A"),,cz.

Si F est un sous-espace de 8 de dimension finie stable par T, et T, I'endomorphisme de F induit par T. On montre
que Ty est diagonalisable pour en déduire qu’il existe une base de F formée de vecteur propre de T.
Malheureusement I'argument classique de I’'endomorphisme induit par un endomorphisme diagonalisable ne tient
pas ici.
p
Comme K=C, yq. = l_[(X—Ak)’"k est scindé et on a (théoreme de Cayley-Hamilton + lemme de décomposition des
k=1
NOYyQuXx) :

p
F=DKer(T—Aridg)™ .
k=1

Pour montrer que u; est diagonalisable, on doit montrer que

p
F =EPKer(T —Acidy).
k=1

On va donc essayer de voir que pour fout k €[[1, p]. Ker(T — A idz)"™ =Ker (T — A, idg).
On pense bien sdr aux lemme classique des noyaux emboités.
Commengons par comparer Ker(T — A, idg)* et Ker(T — A, idp).
On a déjd Ker(u—A idy) c Ker(T — A, idg)?.
Prenons u eKer(T —A,idg)* :
(T? =22, T+ 25idp)(u) = (0),
donc pour tout n € Z, u,,, =2ty + A3 1, =0.
On adlors A, B e C tel que pour tout n €N, u, =(An+ B)A}.
On vérifie que c’est encore valable pour n <0 par récurrence.
Or u est bornée et |A|=1, donc A=0 et u € Vect(A"),cz =Ker(u—A;idg).
Finalement, Ker(u— A, idp) = Ker(T — A, id,)* et les noyaux itérés K, = Ker(u— A, id)™ sont classiguement stationnaires
& partir du rang 1.
Cela permet de conclure : on a bien
p
F=EPKer(T —Aidy)
k=1
donc T est diagonalisable : F posséde une base formée de vecteurs propres de T, donc de T, c’est-a-dire

F possede une base formée de suites de la forme (A"),,cz.

La réciproque est facile.
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2| Mines

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) tel que u®=1d.
Décrire les sous-espaces stables de u.

2. Méme question avec E un R-espace vectoriel.
Solution de 2 : Mines

Cas: K=C
u annule un polyndme scindé simple, I'endomorphisme u est donc diagonalisable. Tout sous-espace vectoriel
possédant une base de vecteurs propres est stable et inversement.

Cas: K=R
Par le lemme de décomposition des noyaux, on a

E =Ker(u—Id)®Ker (u* + u +1d)

Si F est un sous-espace vectoriel stable alors posons
F, =FnKer(u—1d)

et
E,=F nKer(u*+ u+1d)
Montrons F=F & E.
Tout x € F peut s'écrire x=a+ b avec a € Ker(u—1d) et b eKer(u?+ u+1d).
Puisque u(x)=a+u(b)e F et u?(x)=a+u?(b)e F,onaa= %(x—i— u(x)+ uz(x))eF puisb=x—ackF.
AinsiaeF,beFE efl'onadonc FCcF+E.
Il est alors immédiat que I'on peut alors conclure F=F @ E,.
Puisque E c Ker(u2 +u +Id), pour x € E non nul (x, u(x)) est libre et Vect(x, u(x)) est stable par u.
Cela permet d’établir que E est la somme directe de sous-espaces vectoriels de la forme Vect(x, u(x)) avec x #0,
X € Ker(u2 +u +Id).
Quant a F, il n’y a pas de condition & souligner puisque fout sous-espace vectoriel de Ker(u —1d) est stable par u.

3 X Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelcongue.

Soit u un endomorphisme de E admettant un polyndme annulateur non nul.
Pour P e K[X], I'endomorphisme P(u) admet-il un polyndme annulateur non nul ?

Solution de 3 : X
Puisque u posséde un polyndme annulateur non nul,

dimK[u] < +oc0

Or K[P(u)] c K[u] et donc
dimK[P(u)] < +o0

Par conséquent, I'endomorphisme P(u) posséde un polyndme annulateur non nul.

TD *k Réduction et polyndmes - page 2



4 Décomposition de Dunford

Soit E un KK-espace vectoriel de dimension m > 1 et u € £(E) tel que y, est scindé. Montrer |'existence d’un unique
couple (d, n) d’endomorphismes de E tel que
() u=d+n;
(i) d et n commutent;
(i) d est diagonalisable et n est nilpotent.

Vérifier en outre que d et n sont des polyndmes en u.

Solution de 4 : Décomposition de Dunford

= L'existence a été vue en cours : il suffit d’ utiliser la supplémentarité des sous-espaces caractéristiques (le polyndme

p
caractéristique étant scindé) : E = @Ker(u—xi idg)™.
i=1
Enposant d et n les endomorphismes stabilisant ces espaces et dont les endomorphismes induits sur F; = Ker (1 — A;idg)}"

p p
sont d; = A;id; et n; = u; — A, idg, autrement dit, si on décompose x :in dans E :EBF,-,

i=1 i=1

p
d(x):Z/lixi
i=1
et
p
n(x)= > (u(x) =A%),
i=1

on obtient bien d diagonalisable (prendre une base adaptée & la décomposition) et n nilpotent d'indice au plus

max m;.
1<i<p

On a de plus bien u=d+n et d et n commutent car c’est vrai sur chacun des F,.

= On montre ensuite ces endomorphismes d et n sont des polyndmes en u, ce qui aidera & prouver l'unicité (et
redonne leur commutativité). C’est la partie la plus difficile.

p
En notant «; la projection sur F; parallélement & @Fj, on remarque que d = Z)Liﬂ,'[. Il suffit donc de montrer que
J#i i=1
les projections r; sont des polyndmes en u.
Il s’agit d'une conséquence de la démonstration du lemme de décomposition des noyaux appliqué & y, qui
permet justement de prouver cette supplémentarité : si i €[1, p]. P, =(X—A;)™ étant premier avec Q; = l_[(X—/lj)’"f,
J#i
on a une relation de Bézout P,A; + Q;B; =1 qui, évaluée en u donne P;(u)o A;(u)+ Q;(u)o B;,(u) = id; puis pour tout
x€E,
x = P(u)o A;(u)(x)+Q;(u)o By(u)(x)=idg

EKerQ;(u):Ga#i Fj €F;=Ker P;(u)
avec y,(u)=(PQ;)(u) =04 par le théoréme de Cayley-Hamilton et Ker Q;(u) = @Fj par lemme de décomposition
J#i
des noyaux.
Alors, avec les mémes notations que précédemment,

x; = Q;(u)o B;y(u)(x)

et d(x) =Zai(QiBi)(u)(x) et

p
i=1

p
dz(ZAiQiBi)(u)
i=1

est bien un polyndme en u. Enfin, n = u—d est aussi un polyndme en u.
= Si un autre couple (d’, n’) convient, d’ commute avec n’ donc avec u=d’+n’ donc avec tout polyndbme en u et
en particulier d. De méme, n’ commute avec n.

Or d—d’'=n'—n, et par commutativité, d et d’ sont codiagonalisables donc d —d’ est diagonalisable et n’—n est
nilpotent (deux exercices classiques).

Le seulement endomorphisme diagonalisable et nilpotent étant I'endomorphisme nul, on conclut.
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5 Centrale Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On note y le polyndme

caractéristique de u.

1. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de E stables par u et telsque E=VeW. Onnote y’ et y” les polyndmes
caractéristiques des endomorphismes induits par u sur V et W. Montrer y = y’y”.

2. On considére la décomposition en facteurs irréductibles y = l—[Pl.“".

Montrer que pour tout i,dim (Ker (P (u))) = a; deg P
3. Montrer le polynéme minimal de u est égal & y si, et seulement si, pour tout k < a;, dim (Ker(P*(u))) = k degP;.

Solution de 5 : Centrale

1. Dans une base adaptée a I'écriture E = V& W, la matrice de u est diagonale par blocs avec des blocs diago-
naux figurant les endomorphismes induits par u sur V et W. En calculant les polyndmes caractéristiques par cette
représentation matricielle, la relation y = y’x” est immédiate.

2. Commengons par un résultat préliminaire : Si P est un polyndme irréductible unitaire et si P* annule u alors le
polynéme caractéristique y de u s'écrit PP,
Raisonnons matriciellement. Soit Ae .#,(R)c .#,(C).
On suppose que P* annule A. Le polyndme minimal © de A divise P¢, il est donc de la forme PT avec 1<y < a.
Les valeurs propres complexes de A sont exactement les racines de n donc les racines de P.
Les valeurs propres complexes de A sont aussi les racines de y.

Enfin, le polyndme y est réel et donc, que le polyndme P soit de la forme X —A ou de la forme X2+ pX + g avec
des racines conjuguées, on peut écrire y = PP,

Revenons au sujet. Le polyndme caractéristique de u étant annulateur et les polyndmes P* étant deux & deux
premiers entre eux, on peut appliquer le lemme de décomposition des noyaux pour écrire

E= @Ker(Pia"(u))

On peut infroduire les endomorphismes u; induits par u sur les espaces E; = Ker(Pi“l'(u)). En notant y; le polynbme
caractéristique de u;, la question précédente donne

X= l_[ Xi
Sachant P (u;)=0, I'étude liminaire permet d'écrire y, = Pf". On a donc simultanémement
z=] ] et =] [P
Par unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a a; = ;. On peut alors conclure
dimKer (P (u))=dim E; = deg(y;) = a; deg(P,)
3. Supposons # y. Le polyndme r s'écrit
n=l_[Pi"" avec y; < a; et Zy,— <Zai
Par le lemme de décomposition des noyaux
E= @Ker(l’iﬂ(u))
Il est alors impossible que dimKer(Pl.k(u)) =k deg(P;) pour tout k < a; car alors
dimE = Zyi deg(P;) < Zai deg(P;)=deg(y)=dimE

Inversement, supposons © = y. Commengons par établir que si P est un polyndme irreductible unitaire
dimKer(P%(u)) = kdeg(P) avec k€ IN

Considérons v I'endomorphisme induit par u sur F =Ker(P%(u)). On a P%(v)=0 et le polyndbme caractéristique de v
est donc de la forme P¥ avec ke N. On en déduit dim F = k deg(P).
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Puisque =y, on a pout tout i
Ker(P“'(u)) # Ker(P")

(sinon, on pourrait définir un polyndme annulateur « plus petit » que n ).
Par I'étude classique des noyaux itérés, on sait, pour v endomorphisme,

Ker(v*) c Ker(v**!) et Ker(v*)=Ker(v*"')=> ¥Vl e N, Ker(v**")=Ker(v*)
En considérant, v = P,(u), on obtient la succession
0 < dimKer(P;(u)) < dimKer(PiZ(u)) << dimKer(Pi“(u)) =adeg(P;)
ou chacune desa dimensions est multiple de deg(P,). On peut conclure

Vk < a;, dimKer(P*(u))=kdeg(P)
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6| X-ENS: Endomorphismes simples

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n>1, u e £(E).
On dit que u est simple lorsque les seuls sous-espaces de E stables par u sont triviaux.
Montrer I’équivalence des conditions suivantes :

(i) u estsimple;
(i) Le polyndme caractéristique y, de u estirréductible sur K.

Solution de 6 : X-ENS : Endomorphismes simples

= (i) = (i). Supposons y,, irréductible. Soit F un sous-espace de E stable par u.
Nous savons que si ux désigne I'endomorphisme de F induit par u, alors y,,,, divise y,,.
De I'hypothése, on déduit que y,, est égal a1 ou y,,.
Il en résulte que dim F =deg y,,, vaut 0 ou n.
Donc, F est réduit & {0} ou est égal a E tout entier.

(i)=>(ii). Réciproguement, supposons que les seuls sous-espaces stables par u soient {0} et E.

Soit x #0 et E, le sous-espace engendré par les u*(x), ol k parcourt IN.

Par hypothése, E, = E et (x, u(x),..., u"'(x)) est une base de E.

Si Pe K[X] et P(u)(x)=0 avec degP <n—1, laliberté de (x, u(x),..., u"'(x)) impose P =0.

En particulier, 7, ne peut étre de degré inférieur ou égal a n—1.

Comme d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, «,, divise y,. on en déduit que n, = y,,.

Il suffit donc de démontrer que n, est irréductible.

Soit P un diviseur irréductible unitaire de =,,. Alors Ker P(u) est stable par u.

S’il était égal & {0}, P(u) serait injective et si on écrit 7, = PQ avec Q € K[X], alors P(u)o Q(u)=0 entraine Q(u)=0 ce
qui est exclu car degQ < degm,. On a donc par hypothése Ker P(u) = E. ce qui signifie que P(u)=0 et ©, | P. Ainsi
Yu.=m, =P estirréductible.

Nous venons de montrer en particulier qu’un endomorphisme simple est cyclique.
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7| X-ENS: Endomorphismes semi-simples

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). On dit que u est semi-simple si fout sous-espace de E
stable par u admet un supplémentaire stable.

1. Montrer I'équivalence des deux conditions suivantes :

() u est diagonalisable;
(i) y, estscindé et u est semi-simple.

2. * Montrer I’équivalence des deux conditions suivantes :

() u est semi-simple;
(i) le polyndme minimal =, de u est sans facteur carré.

Solution de 7 : X-ENS : Endomorphismes semi-simples

1. = On suppose u diagonalisable. On sait alors que y,, est scindé.

Soit F un sous-espace stable par u. Un résultat classique nous dit que F est engendré par des vecteurs propres
de u. Comme u est diagonalisable, on peut compléter cette base de F en une base de vecteurs propres ce
qui donne bien un supplémentaire stable.

= Si y, est scindé et u est semi-simple, on considére F = @ Ker(u—Aidg) qui est un sous-espace stable par u. Il
AeSpu
admet un supplémentaire G stable par u.

En supposant que dim G > 1 et en considérant une valeur propre de I'endomorphisme induit par u sur G, on
aboutit & une contfradiction au fait que F et G soient en somme directe, ce qui donne F = E et u diagonali-
sable.

2. C’est nettement plus difficile.
= On suppose u semi-simple. Supposons par I'absurde que 7, = P2Q avec P unitaire non constant,
Soit F = Ker(P(u)) qui est stable par u.

Par hypothése, F posséde un supplémentaire G stable par u.
On montre alors que PQ annule u pour aboutir & une contradiction.
Comme 04z =(P?Q)(u)=P(u)o(PQ)(u).

(PQ)(u)(G) c Ker(P(u))=F.

Or G est stable par u donc par (PQ)(u) donc (PQ)(u)(G)C FNG ={0z}.

Il reste & voir que (PQ)(u)(F)=Q(u)o P(u)(F)={0;}. ce qui est facile avec la définition de F.

Finalement, comme E =F + G, on a bien (PQ)(u) =04 ce qui contredit la minimalité de r,,.
= On suppose maintenant que le polyndme minimal «,, de u est sans facteur carré :

nu:PI"'Pr

ou les P, sont deux & deux distincts, unitaires et irréductibles dans K[ X].
Soit F un sous-espace stable par u, up I'endomorphisme induit.
Par le lemme de décomposition des noyaux,

F = Ker(P(ur).
i=1

Comme F = Ker(P,(uy)) = F nKer(P;(u)), on va chercher & construire des supplémentaires G; des F, dans les
Ker(P;(u)) et vérifier que G =G, ®---® G, est un supplémentaire de F stable par u.

Pour construire G;, I'idée est d’ajouter autant que faire se peu le plus petit sous-espace stable contenant un
élément jusqu’a obtenir le supplémentaire de F, dans Ker(P;(u)) recherché.

« Soit F =Ker(P;(u)) et alors G; ={0;}, convient.
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» Soit ce n'est pasle cas et on peut trouver x, € Ker(P;(u))\ F.. Le plus petit sous-espace contenant x, et stable
par u est E, :VeCt(uk(xl))ke]N' C’est un sous-espace de Ker(P;(u)) stable par u et non réduit & 0, car x; #05.

Comme dans la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton, on a (u"(xl))ogkgdﬁ1 base de E,, avec
d,=dimE, plus grand entier k tel que (xl, u(x),..., uk‘l(xl)) soit libre, ou le plus petit k tel que

uk(x;) e Veet (xy, u(x,), ..., u"(xy)).

Comme P,(u)(x,)=0g, d; <degP,. On montre qu’il y a en fait égalité.

Si u, est I'endomorphisme induit par u sur le sous-espace stable E, , son polyndme minimal divise le po-
lyndme irréductible unitaire P; annulateur de u;. Il est donc égal & P, donc degP; < dimE,, =d, ( ce quise
voit par exemple par le fait que la polyndme minimal divise le polyndme caractéristique, conséquence
de Cayley-Hamilton.)

Bref, d, =degP,.
Cela permet de voir que E,, et F, sont en somme directe car si E, N F, n'est pas réduit & 0, en prenant x

non nul dans I'intersection, on montre comme précédemment que E, est de dimension degP; = dimE,,
ce qui conduit & E, = E,, C F et 4 x; € F; ce qui est contradictoire.

o Soit E,, ® F, =Ker P,(u) et G; = E,, convient,

o soit I'inclusion est stricte et on peut réitérer I'opération. Comme Ker P,(u) est de dimension fini, le pro-
cédé est fini et on finit par avoir
ReE e oL, =Ker P;(u).

Alors G;=E, &---® E, convient.
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8 Endomorphismes cycliques : classique oral et écrit
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € £(E) et x € E. On définit
I={PeK[X], P(u)=0} et I ,={PecK[X], P(u)x)=0}.

1. Montrer I'existence de polyndmes unitaires non nuls et 7, tels que I = nK[X] et I, = 7, K[X]. Montrer que «, divise
.

2. * Montrer gu’il existe x € E tel que n, = .
Indication : ufiliser la décomposition de n en irréductibles et le lemme de décomposition des noyausx.

3. On dit que u est cyclique s'il existe x € E fel que E =Vect(u*(x)) e N.
Montrer que u est cyclique si et seulement sit=y,,.

4. Montrer que u est cyclique si et seulement si les sous-espaces propres de u sont de dimension 1.

Solution de 8 : Endomorphismes cycliques : classique oral et écrit

1. Lensembile I est le noyau du morphisme d’algébres
¢:PeK[X]— P(u)e %(E)

C’est donc un idéal de E. L'algebre #(E) étant de dimension finie, ¢ ne peut étre injectif et I # {0}. Nous savons
alors gu’il existe un unique polyndme unitaire non nul r, appelé polyndme minimal de u, tel que I = K[ X].
Montrons aussi que I, est un idéal. Soit P et Q dans I, et A dans K[X]. Le polyndme nul est dans I, et

(P +Q)(u)(x)=(P(u)+ Q(u))(x)=P(u)(x)+ Q(u)x)=0
(AP)(u)(x) = A(u)e P(u)(x) = A(u)(P(u)(x)) = A(u)(0)=0
efonabien P+Qel, et AP el,. L'ensemble I, est donc un idéal de K[X], non réduit & {0} puisque I c I, : il existe
donc 7, polyndme unitaire non nul tel que I, =7, K[X]. Comme n € I, 7, divise .
Le polyndme unitaire 7, est appelé polyndme minimal ponctuel de u en x.
2. Supposons n =dimE > 1 (si E = {0}, x =0 convient puisque n =m, =1 ). Dans ces conditions, on a degm > 1. On va
utiliser la décomposition de « en facteurs irréductibles.
= Si 7 estirréductible, alors pour x #0, 7, est un diviseur de & distinct de 1, ¢’est nécessairement 7.

= Supposons que 7 est de laforme P avec P iréductible. Considérons une base (e;,...,e,)de E.Pour1<i<n,n,,
estdelaforme P avec 1< r; < n;sionnote s =maxr;, alors s < r et P¥(u) est nulen chaque e; et donc P(u)=0.

1<i<n

Autrement dit 7| P*. Cela entraine r < s, et finalement r = s : autrement dit, il existe i €[1, n] tel que n,, =P" =m.
= Supposons T quelconque : on peut écrire
= Plrl .”Psrs
avec s > 1,les P, irréductibles deux & deux distincts, et les r; entiers naturels non nuls. Posons pour1<i <5,Q; = P
et E; =KerQ;(u). Comme n(u)=0, le théoréme de décomposition des noyaux nous assure que
E=XerQ,(u)®---®oKerQ,(u)=E, ®---® E|

Chaque E; est stable par u ; notons u; I'endomorphisme de E; induit par u. Comme pour tout x € E;, Q;(u)(x)=0,
on a Q;(u;)=0. Ainsi, le polyndme minimal de u;, que nous noterons x; est un diviseur de Q; =P Il est en fait

’
égal a Q;. En effet, si on avait «; = Pir" avec r; < r;, alors le polynébme

/
_ph. . . pliaplipliti . prs
P=P"-P L PPy P

annulerait u (en effet P(u) s’annule sur chague E; pour j # i, puisque si x € E;, Pjrf(u)(x)z 0 et s"annule aussi sur
E;, puisque si x € E,-,Pir"/(u)(x) =0; comme E est somme directe des sous-espaces E;, P(u) est I'endomorphisme
nul). Cela confredirait la minimalité de .

D’aprées ce quiprécede, il existe x; € E; tel que le polyndme minimal ponctuel de u; en x; soit égal au polyndéme
minimal de u;i.e. Q;. Or le polyndme minimal ponctuel de u; en x; est aussi le polyndme minimal ponctuel de
u en x; puisque si P e K[X], P(u)(x)=P(u;)(x). On adonc n,, =Q;.

Considérons x = x; +---+ x,. On va montrer que n, = . On sait que m,(u)(x)=0. On a alors

0= (u)(x) = 7 (w) (1) + 70 (1) () + - 4 71 (1) ()

Chaque E; étant stable par u, on a n,(u)(x;) € E; pour tout i et, comme la somme de ces sous-espaces est
directe, m,(u)(x;) =0 pour tout 1 < i <s. On en déduit que Q; = &,, divise m, et comme ces polyndbmes sont
premiers entre eux deux d deux, T1=Q,...Q, divise r, et finalement, avec la premiere question et le fait qu’ils
soient unitaires, , =m.
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3.

4,

Pour x € E, on pose E, :VeCt(uk(x))ke]N' C’est le plus petit sous-espace de E stable par u, contenant x.

Montrons pour commencer que la dimension de E, n’est rien d’autre que le degré r du polyndme minimal ponc-
tuel .. En effet, par définition la famille (x, u(x),..., u"~'(x)) est liore.

Notons W le sous-espace de dimension r qu’elle engendre.
C’est un sous-espace de E,. On va montrer en fait que W =E,..
Comme 7, (u)(x)=0, la famille (x, u(x),..., u’(x)) est liée, donc u’(x) € Vect(x, u(x),..., u"'(x))=W.
Cela prouve que W est stable par u (I'image d’un vecteur quelconque de la base de W est dans W),
Comme W contient x on adonc E, c W et finalement W = E,.. Cela montre, en particulier que E, est de dimension
r.
La question posée en découle aisément :
= Supposons u est cyclique. Il existe x € E tel que E, = E donc tel que degn, =n,oU n=dimE. On a alors degn > n
d’aprés la premiére question. Mais on sait par le théoreme de Cayley-Hamilton que =« divise le polyndéme
caractéristique y, de u. Ce dernier étant de degré n on adonc n=y,.
= Réciproquement, supposons y, = . D'apres la question précédente, il existe x € E tel que n, == y,. Pourun
tel x ona
dimE, =degn,=degm=degy,=n

et donc E, =E. Ainsi u est cyclique.

Il découle directement de cet exercice qu’un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpofence égal & la dimen-
sion n de I’'espace E est cyclique. En effet, son polyndme minimal vaut X" et est égal au polyndéme caracteristique.
C’est un exercice classique de démontrer cela directement : on sait que pour tout vecteur x en dehors de Ker u"!,
la famille (x, u(x),..., u""'(x)) est une base de E.

= Supposons (ii). Notons 8 =(x, u(x),..., u"'(x)) cette base de E.
On peut écrire u"(x)=ayx +a,u(x)+---+a,_,u""'(x) avec (ay,...,a,_;)€ C*. La matrice de u dans la base % est

donc
0 0 a,
1 0 a,
M=| 0 1 a,
: 0
0 1 a,,

Si A est une valeur propre de u, M —AI, est au moins de rang n—1 puisque le bloc (n—1)x (n—1) en bas &
gauche est inversible. DoncdimKer(M —A1,) < 1 d’aprés le théoréme du rang. En fait il y a égalité puisque A est
une valeur propre : Ker(u—A |d ) est de dimension 1.

Une autre possibilité consiste & utiliser le fait que M et MT ont le méme spectre et des espaces propres as-
sociés & une valeur propre A donnée de méme dimension (car rg(M —AlL,) = rg(M"T—AL,) ). Or le systéme
linéaire MTX = AX se résout trés facilement et on constate que A est valeur propre de M si et seulement
SiA"—a, A"t —---—a,A—a, = 0 (VOir la remarque qui suit I’exercice) et I'espace propre associé est la droite
engendré par le vecteur de coordonnées (1,4, A%......, A" 1),

= Supposons (i). Notons A,,..., A, les valeurs propres deux d deux distinctes de u et ny,...,n, leurs ordres de mul-
fiplicité respectifs comme racines de y,,. On note F; =Ker(u—2,;1d)" I'espace caractéristique associé a A,;. On
sait qu’il est de dimension n;. On note u; I'endomorphisme de F; induit par u et v; = u; — A; Id la composante
nilpotente de u;. Par hypothése on a dimKer v; = dimKer(u — A;1d) = 1. On en déduit que v; est nilpotent d’indice
maximal & savoir n;. En effet, on a dim Ker yi""’l <n;—1l<n;.

C’est une conségquence du lemme suivant (inégalité de Sylvester) :
Lemme : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u et v dans £(E). Alors

dimKer v o u < dimKer u + dimKer v.
Démonstration : On considére I'application linéaire
f:xeKervou— u(x)eKerv
Elle est bien définie et son noyau est Ker f =Ker u. D’aprés le théoréme du rang,
dimKer v o u =dimKer u + dimIm f < dimKer u + dimKer v. u

Pour tout i, on peut choisir x; € F; tel que y,.""’l (x;)#0. Posons alors x = x; +---+ x,.

Montrons que (x, u(x),..., u"—l(x)) est libre, ce qui achévera la démonstration.
Une relation de liaison se traduit par P(u)(x)=0, avec P C[X] et degP <n—1.
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On a donc, par linéarité,
0=P(u)(x)=P(u)(x;)+---+ P(u)(x,)
avec P(u)(x;)€F; pour fout i.
Comme la somme des F; est directe, P(u)(x;)=0, c’est-a-dire P (u;)(x;)=0 pour tout i.
Comme (x;, v; (x;), ..., v (x;)) est une base de F; on en déduit que P (u,)=0.
Or le polyndme minimal de u; est (X —A;)" puisque celui de v; est X" (en effet, v; est nilpotent et v,.”"" #0).

On en déduit que (X —A4;)" divise P. Finalement y, | P et pour des raisons de degré, il vient nécessairement
P =0 ce qui prouve la liberté de (x, u(x),..., u"(x)).

En reprenant les notations précédentes lorsque u est supposé cyclique avec = E, = Vect(x, e u”‘l(x)) et
u'(x)=agx +-+a,_;u"(x),

il apparait que la matrice de u dans la base (x, u(x),..., u"“(x)) est

0 0 e e ao
1 0 a,
0o 1 . a,
: .0 :
0 e e 1 a,
qui est la matrice compagnon du polynéme X" —a, X" ' —---—a, X —a,. Dans ces conditions on a
Au=Ty :)(n_anflxrk1 ——aX—a

Ce calcul de polynéme caractéristique est la clef d’une preuve du théoréme de Cayley-Hamilfon : on se donne
u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit x € E non nul. On désire monfrer que
[ )(u(u)](x) =0. On considére E, :\I{e]%tuk(x) et u, I'endomorphisme induit par u sur E,.. Nous savons que y,,. divise y,,.

Sion note r=dimE,, (x, u(x),..., u""'(x)) est une base de E,. Sion écrit u’(x)= ayx +a,u(x)+--+a,_ u’'(x), on a alors
Yu,=X"—a, X" '——a; X —a, ef

K, (W)x)=u"(x)—a,_ u"'(x)——ayu(x)—apx =0

On conclut que y,(u)(x)=0.
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Les exercices suivants demandent des connaissances sur les fonctions continues sur .#,,(IK).

Q@ X-ENS: Topologie maticielle

1. Déterminer I'adhérence, I'intérieur et la frontiére de I'ensemble des matrices diagonalisables dans .#,,(C).

2. Méme question dans .#,(IR).
Pour I'adhérence, on pourra vérifier que si P est un polynéme réel unitaire de degré n, alors il est scindé si et
seulement si pour tout z € C, [Imz|" <|P(z)|.

Solution de 9 : X-ENS : Topologie maticielle

= L'adhérence des matrices diagonalisable dans C est .#,(C) : il s’agit de la frés classique propriété de densité de
I'ensemble des matrices diagonalisables dans ., (C).
Il suffit pour cela de trigonaliser une matrice (on peut) et de perturber les coefficients diagonaux en ajoutant des
a . - . - . . .
termes de la forme — pour obtenir des coefficients diagonaux tous distincts : on obtient alors une suite de matrices
diagonalisables qui fend vers la matrice de départ.

= Dans .,(R), I'adhérence de I'’ensemble des matrices diagonalisables est I'ensemble des matrices frigonalisables.
En effet, si une matrice est trigonalisable, on construit comme dans € une suite de matrice diagonalisables dont
c’est la limite.

Réciprogquement, donnons-nous une suite (4,)), de matrices réelles diagonalisables convergente vers A et montfrons
que A est frigonalisable.

Pour cela, on utilise I'indication facile & prouver (le sens indirect est immédiat car toute racine complexe est alors
réelle, le sens direct s'obtient en minorant une forme factorisée de P(z)).

On a alors pour tout z € C et tout p €N, |Imz|" <
ce qui assure que A est trigonalisable.

Pour I'intérieur, c’est plus délicat. L'exemple simple

0 1/p 0 0
0 0 )pore\0 O

monftre que la matrice nulle, diagonalisable, est limite d’une suite de matrices non diagonalisables, donc la mao-
frice nulle n’est pas dans I'intérieur de I'ensemble des matrices diagonalisables. S’inspirant de cet exemple, on
peut penser qu’une matrice diagonalisable ayant au moins une valeur propres double n’est pas intérieure a I'en-
semble des matrices diagonalisables. Soit en effet M une telle matrice; elle s'écrit

i, (z)j ef par confinuité de A~ z,, pour tout z € C, [Imz|" < | 14(2)

M=PDpP™!

avec P inversible et D diagonale, et ol I'on peut supposer D, ; = D,, = A. Soit T, = D + —E, , (les coefficients de T,

sont ceux de D, sauf le coefficient (1,2)). 7, n"est pas diagonalisable (le rang de T, —Al, est n—m; +1 oU m, est le
nombre d’apparitions de A sur la diagonale, ¢’est-a-dire la multiplicité de A. Donc la dimension de Ker(T, —AI,) est
m,—1, ce qui fait que T, n'est pas diagonalisable). Comme

PT,P'——pPDP'=M
4 p—+oo

M est dans I'adhérence de I'ensemble des matrices non diagonalisables, elle n’est donc pas dans I'intérieur des
matrices diagonalisables.

On conclut provisoirement que :

L'intérieur dans .#,(C) de I'ensemble des matrices diagonalisables est inclus dans I'ensemble des matrices ayant
n valeurs propres distinctes

Linclusion réciproque est le passage délicat. Soit (M,) une suite de matrices convergeant vers une matrice M.
On suppose que M a n valeurs propres distinctes. Montrons gqu’alors, & partir d’un certain rang, M,, a elle aussi n
valeurs propres distinctes. Nofons 4,,..., 4, les valeurs propres de M. Soit § > 0, et supposons que M, n’ait pas de
valeur propre dans le disque D(A,,6). Le polyndme caractéristique de M,, s'écrit

n

10 =] [X-m:,)

i=1
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ou les m; , sont les valeurs propres de M,,, comptées avec leur multiplicité. On aurait, pour fout i, |7; ,—A,|> 6. donc
lxp (A1) = 6"
Or, par continuité du déterminant,

7,(0) =det(A, I, — M,,) —— det(A, [, —M) =0
p—+00

Donc, & partir d’un certain rang,
lxp(A)l < 6"
ce qui permet de conclure que, pour fout 6 > 0, il existe un rang & partir duguel M,, a au moins une valeur propre

dans le disque D(A,,8). Idem pour les autres A;. Choisissons alors 6 strictement inférieur & la moitié de la plus petite
distance entre deux A; :

1
0<6<Emin{|/1i—7tj|; i#j}

A partir dun certain rang, M,, a au moins une valeur propre dans chacun des D(A;,6), or ces disques sont disjoints,
donc M, a au moins n valeurs propres distinctes, donc M,, est diagonalisable. Il n'existe donc pas de suite de
matrices non diagonalisables qui converge vers M.

Donc M n"appartient pas & I'adhérence de I'ensemble des matrices non diagonalisables.

Donc M appartient a I'intérieur de I'ensemble des matrices diagonalisables.

L'intérieur dans ., (C) de I'ensemble des matrices diagonalisables est I'ensemble des matrices ayant n valeurs
propres distinctes

Remarque : Il y a bien d’autres maniéres d’aborder cefte question. Ici, on a évité de se poser des problemes de
continuité de I'application qui & une matrice associe son polyndme caractéristique, de « continuité » des racines
d’un polynbme...

Sur ,(R), le fait que I'ensemble des matrices diagonalisables ayant n valeurs propres distinctes est ouvert peut
se faire plus facilement grace & I'ordre. En effet, si a, < ... < a, sont les n valeurs propres de A, on choisit b, dans
lay, a1 [ et on utilise la continuité de

A— (PA(bl)r ey PA(bn—l)) .

pour conclure.
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10| X-ENs: Topologie des classes de similitudes On appelle classe de similitude d’une matrice A € .#,(C) I'en-

semble des matrices semblables & A.

1.

On suppose que A€ #,(C) est diagonalisable.
(a) Montrer que B € .#,(C) est semblable & A si, et seulement si,
xa=xs € mu(B)=0,

(b) En déduire que la classe de similitude d’une matrice diagonalisable est une partie fermée.

2. Inversement, on suppose que la classe de similitude d’une matrice A€ . #,(C) est une partie fermée.

(a) Montrer que cette classe de similitude contient au moins une matrice triangulaire supérieure T.
(b) Pour k € IN*. On introduit la matrice diagonale D, = diag(k, k?,...,k"). Calculer D, T D"

(c) Etablir que A est diagonalisable.

3. Quelles sont les matrices de .#,,(R) dont la classe de similitude est fermée ?

Solution de 10 : X-ENS : Topologie des classes de similitudes

6.

. Si B est semblable & A alors A et B ont le méme polyndme caractéristique et le méme polyndme minimal. On a

donc y, =y et aussi m (B)=mg(B)=0,.

Inversement, si m,(B) = O, alors B est diagonalisable. En effet, 7, est simplement scindé puisqu’on suppose A est
diagonalisable. Si de plus y, = x5 alors A et B ont les mémes valeurs propres comptées avec multiplicité. Les
matrices A et B sont donc diagonalisables semblables & une méme matrice diagonale, elles sont semblables
entre elles.

. L'application y : M — y,, de #,(C) vers C,[X] est continue.

En effet, les coefficients de y,, sont des polyndmes en les coefficients de M.

On en déduit que I'ensemble y~'({y.}) est une partie fermée en tant qu’image réciproque d’une partie fermée
par une application continue.

Aussi, I'application 7, : M — m,(M) de .#,(C) vers lui-méme est continue par opérations sur les fonctions continues.
On en déduit que I'ensemble 7' ({0, }) est fermée.
Par intersection, la classe de similitude de A qui peut se décrire comme ' ({y4})n7;' ({0,}) est fermée.

. La matrice A e .#,(C) est assurément trigonalisable (son polyndme caractéristique est nécessairement scindé sur

C).
Il existe donc au moins une matrice tfriangulaire supérieure dans sa classe de similitude.

. Ennotant 1, ; le coefficient général de T, le coefficient général de D' TD, est k't; k™ =1; jk'~.

. Pouri<j,
tl',]‘kl ] — 0
k—+o00
Pouri=j,
ti,ij - tl i m tll
Pouri>j,
t;;k'=0——0
k—+00
On a donc D' T D, P D= diag(tlrl,...,t,,,,,). Or les matrices D' T D, sont semblables & T donc & A. La suite
—+00
(D,;1 TDk)kem apparait comme une suite convergente d’éléments du fermé qu’est la classe de similitude de A, sa

limite D est donc aussi élément de cette classe de similitude.
Ainsi, il existe une matrice diagonale dans la classe de similitude de A : la matrice A est diagonalisable.
= Si A est diagonalisable dans C alors tfoute limite A, d’une suite de la classe de similitude de A est semblable
& Adans .#,(C). Soit Pe 4.«2,(C) telle que P7'AP=A.,. On a alors AP = PA,.
En introduisant les parties réelles et imaginaires de P, on peut écrire P=Q+iR avec Q,R € ./, (R).
L'identité AP = PA,, avec A et A, réelles entraine AQ =QA,, et AR=RA.
Puisque la fonction polyndme t — det(Q+t R) n"est pas nulle (carnon nulle eni), il existe t € R telque P’ =Q+tR € GL,(R)
et pour cette matrice AP’ = P’A.,. Ainsi, les matrices A et A, sont semblables dans .#,(IR).
= SiAn‘est pas diagonalisable dans C, il existe une valeur propre complexe A pour laquelle Ker(A— ALY #Ker(A—AL).
Pour X, e Ker(A—AL)*\Ker(A—AL) et X, =(A—AL)X,, la famille (X,, X,) vérifie AX, =X, et AX, =AX,+X,.
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» Si A€ R, il suffit de reprendre la démonstration qui précéede.
« SiAeC\ R, on peut écrire A=a+ib avec b e R*.
Posons X, =X, et X, =X,.
La famille ( X;, X,, X3, X, ) est liore car A # 2.
Infroduisons ensuite v; =Re(X;), ¥, =Re(X,), ¥; =Im(X;) et ¥, =Im(X,).
Puisque Vectc (Y,..., Y;) = Vectc (X,,...,X,), la famille (Y,..., Y;) est libre et peut donc étre complétée en une

base.
AY,=aY,—bY,
o AY,=aY,—bY+Y, , , R
On vérifie par le calcul 2=ah 77 et on obtient que la matrice A est semblable dans ., (R) &
AY,=aY,+bY,
AY,=bY,+aY¥+Y,
la matrice
T x
O B
avec
a 1 b O
0 a 0 b
T= -b 0 a 1
0 —b 0 a
Pour P, =diag(p,1,p,1,...1), on obtient
a1 T ¥ \_
P; TP,,—»( o g |FAw
avec
a 0 b 0
0 a 0 b
Too = -b 0 a O
0 —b 0 a
Or dans .#,(C). la matrice A,, est semblable est & diag(2,4, 4,2, B) qui n’est pas semblable & A pour des

raisons de dimensions analogues & ce qui a déja été vu.
Les matrices réelles A et A, ne sont pas semblables dans .#,,(C) ni a fortiori dans .#,,(RR).
On en déduit que la classe de similitude de A n’'est pas fermée
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