MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion

CALCUL DIFFERENTIEL [I] - SUR R”

Exercices traités en cours

'I Montrer que

Xy
filoy)—q ¥2+y?
0

si (x,y)#(0,0)

sinon

admet des applications partielles continue en 0,
mais est discontinue en (0,0).

2 Montrer que

1+ x?)si
(+x)smy sl y #0,

1+ x2 sinon.

fxy)—-

est continue sur R2.

3 Calculer les dérivées partielles en tout point de f:(r,8,¢)— (rcosf cos ¢, rcos@sing, rsind).

4 Calculer le dérivées partielles en tout point de

xy? )
Filx,y)eRim x24yt si (x,y)#(0,0)
0 sinon

Les application partielles en (0, 0) sont-elles conti-
nues en 0?

f est-elle continue en (0,0)?

5 1. Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées polaires :
f:(r,0)—(rcosf,rsind).
2. Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées cylindriques :
f:(r,0,2)—(rcos@,rsin@, z).
3. Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées sphériques :
f:(r,0,¢)—(rcosfcose,rcosfsing,rsind).
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6 ccine3s

10

7| ccines2 8 cainesy Q ccinpse

Calculer les dérivées partielles de h : (x,y) — g(x +y,xy) par la régle de la chaine puis par les

matrices jacobiennes.

11

'I 2 Déterminer les extremums de

13

Calculer la dérivée de g: ¢ — f(tx,,...,tx,) OU f € €1 (R",R).

4
f:(x,y)elRZ»—»yz—x2+%.

O F N W AU O N o

Résoudre Zg(x,y)—%(x,y) =0 sur ¢! (R?) & I'acide du changement de variable

(w,v)=¢(x,y)=(x+y,x+2y),

en vérifiant que ¢ est une bijection de R? sur R2.

14

affine.

15

sur 6>

16

% 2
Soient a, b € R. Résoudre a%(x, y)+b %(x, y)=0sur ¢' (R?) & l'aide d'un changement de variable

Résoudre I'équation des cordes vibrantes

orf 1 82f
ﬁ(%ﬂ‘;ﬁ(% 1)=0

(R?).

Soit ¥ =]0,+oo[x ]—g,g[ et ¢ : V — R? défini par ¢(r,0)=(r cos 8, rsin0).

Déterminer un ouvert % de R? tel que ¢ soit une bijection de ¥ sur 7.
Résoudre

af af

J’E(X,J’)—XE(XJ’):O

sur Y%, R).

17

Al'cide du changement de variable (u,v)= (x, %) résoudre sur 62 (%) oU % =R} xR,
52 aZf

f 290 =
axay(x’y)“' ayz(x,y)—o

2
ng(x,y)+2xy
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] 8 Déterminer de trois manieres différentes min XY
x2t+y2=

En bleu:
z=f(x,y)

En orange :
g(x' Y, Z) =0

Enrouge : &
z= fix(x,y) %1&

_1.06:0.750.56-0.250.00 0.25 0.50 075 1.00

] 9 Oral CCINP Montrer que f : (x,y) — 4x2+12xy — y? admet un minimum et un maximum sur

¢ ={(x,y)eR?, x*+y?=13} et les déterminer.

20 Inégalité arithmético-géométrique En étudiant I'application f : (x;,...,X,) — X -+ x,, SUr

Cy={(x1,...,x,) ERY, x,++--+x, =5}, retrouver I'inégalité arithmético-géométrique.

Continuité

Attention & ne pas tirer de conclusions trop hatives quant & la continuité ou la limite d’une fonction de deux
variables : celles des applications partielles ne suffit pas.

Pour montrer que f: E — F tend vers ¢, on rappelle que la méthode standard consiste & majorer la norme de la
différence par une quantité tendant vers 0. Le recours au changement de variable en coordonnées polaires
est d’usage courant.

Pour montrer qu’il n'y a pas de limite ou qu’elle ne vaut pas une valeur donnée, on peut penser au critére
séquentiel.

Pour la continuité, et en particulier les prolongements, on utilise souvent le lemme « de partition ».

2 ] Etudier les prolongements par continuité des fonctions suivantes :

COS X —cosy X2+ 2

filxy)— —y g:(x,y)—

22 Etudier la continuité sur leur domaine de définition des fonctions suivantes :

xiyt ) VXE=2x3y +x2y2
— T si(x, 0,0), "= .
Filny)— (xZJByZF I(x ¥)#(0,0) h:(xy)— xl_‘y Ix#y
sinon. x sinon.
(1+x?)siny
1+x? sinon.

R? — R
23 Soit f: R— R de classe ¢! et g y) L) ity
Y f'(x)  sinon

Montrer que g est continue sur R2.
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Dérivées partielles

= L'existence des dérivées partielles ne donne pas la continuité d’une fonction de deux variables, mais si elles
sont en plus continues, cela donne le caractére 6! de la fonction, et en particulier la continuité de celle-ci.

24 Etudier la continuité, I'existence des dérivées partielles d'ordre 1 sur R? de la fonction

-y
fix,y)=| x2+y2 i (x,y)#(0,0). . Est-elle de classe 6! sur R??

0 six=y=0.

v
25 Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y)={ x St #0.
0six=0

1. Montrer que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R?.
2. Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0,0).

26 Soit f € ¢'(R? R). Déterminer les dérivées (partielles) de g: (x,y)— f(y,x) et h: x— f(x,x).

y
27 Soit ¢ : R— R continue et f: R?> — R définie par f(x,y):f ¢(t)dt. Montrer que f est de classe €+

et calculer ses dérivées partielles premiéres.

28 Fonctions harmoniques Une application f: % — R, de classe 42 sur un ouvert % de R? est

. . . N o*f o* .
dite harmonique si et seulementsiAf=00U Af = a—x]; + a—yf; est le laplacien de f.
1. Pour (x,y)€R?, soient z=x+iy € C et f(x,y):ln|e”" . Montrer que f est harmonique sur R?.
or of ef_ of .
e &’y'yax xay sont harmoniques.

3. Vérifier que f: (x,y)»—»Arctan% est harmonique sur R* x R.

2. Montrer que si f est de classe 4 et harmonique, alors

29 Calculer I'expression du laplacien en coordonnées polaires.

Equations aux dérivées partielles

= Les changements de variables pour résoudre des Equations aux Dérivées Partielles sont fréquents : les calculs
des dérivées partielles sont plus ou moins techniques, il faut étre vigilant et bien connaitre les formules de dériva-
tion de fonctions composées, obtenus par regle de la chaine ou & I'aide des matrices jacobiennes. Lorsqu’un
changement de variable n’est pas indiqué, il faut penser & un changement de variable affine ou en coordon-
nées polaires.

30 Soit f: R?— R une fonction de classe ¢! homogéne de degré a<c R i.e. telle que

VieR!, V(x,y)eR? f(tx,ty)=t"f(x,y).

af af

Montrer que pour tout (x, y) € R?, xa(x,y)-#yﬂ(x,y) =af(x,y). puis étudier la réciproque pour une

fonction définie sur R} x R.
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31
32

33

34

flz)=
On se propose de trouver, s'il en existe, des fonctions f satisfaisant aux conditions suivantes :

(C1) Les fonctions u et v sont de closse 6> sur R2

Résoudre |'équation 2—f+§—f OprmISCﬂ'IOH

=f.

= Pour déterminer les extremums locaux d’une fonction de classe 4! sur un ouvert, on cherche les points critiques
et on les étudie un & un (par exemple, dans R?, en cherchant le signe de f(a, + h,a, + k)— f(a,,a,) pour (h, k)
tendant vers (0,0)).
Si I’ensemble de définition n’est pas un ouvert, il y a des termes de bord, il faut les traiter & part.
of af Si, de plus, on a affaire & une fonction continue sur un compact, on est assuré de I'existence d’extremums
xﬂ(x'y)_'—yﬁ(x'y): /x2+y2. globaux.
= Dans le cas d’une optimisation sous contrainte, on peut parfois soit paramétrer I'ensemble de contrainte, soit
I"écrire explicitement et utiliser le point précédent, mais en général, on passe par le théoréme du méme nom

Déterminer les fonctions f : R} x R— R de classe %' solutions de I’équation aux dérivées partielles

Déterminer les fonctions f de classe 4! solutions des systémes suivants : du cours, souvent précédé d’un argument de compacité.
af 2 of X f
(x,y)=xy (Y= FE Y=
f 9 ox Vx2+y? 3 x2 +J’2 38 Déterminer les extremums locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
— 42 "l ' 3 —
ﬂ(x,y)—x y Bif(x'y):$ ai(x,y): - y _
y Vx2+y? y Xty 1. f(x,y)=x*+xy+y?—3x—6y 3. h(x,y)=x3+y3 5. j(x,y)=x3+y3—3xy.

2. glx,y)=x2+2y?—2xy—2y+5 4. i(x,y)=(x—yP+(x+y)p

CCINP Toute fonction f de C dans C peut étre écrite, pour tout z = x +iy € C, sous la forme 39
Soit

u(x,y)+iv(x,y). u et v désignant 2 fonctions de R? dans R. fixy)eR: o x4 xy?

K={(x,y)eR?, x+y<1}
Montrer que f atteint un minimum et un maoxi-

2 2 . !
(C2) Pour tout (x,y)eR2, ”(x y)= (x ¥) ef (x,y):_l(x'y), mum surlK et frouver fous les points en lesquels ils
Ix ox sont atteints. )
92 22 92 2 '0.20.0 0, 04 98 02 1o
1. Démontrer que, si ue‘rvexis‘ren‘r,olorsV(x,y)e]Rz,—u(x,y)+—u(x,y):0 et ik, yt(x,y)=0. 00 0z 0
0x2 dy? dx2 dy?
2. On suppose que u(x,y)=x>—3xy2+2x2—2y%+3x. 40 Déterminer les triangles d’aire maximale inclus dans un cercle donné.
(a) Trouver les fonctions v telles que les conditions (C1) et (C2) soient satisfaites.
b) Démontrer qu’il existe une fonction f = u+iv unique telle que f(0)= 0 et expliciter f(z) en fonction ,
© de z. g ! 9 aue 70) P 1 4 ] CCINP Etudier les extrema de la fonction définie par f(x, y)= /4—xZ—y2.
(c) Pour cette fonction f, construire dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé, le
point A d’affixe f(i). o .
42 Principe du maximum On désigne par D le carré ouvert 10, a[x]0, al.

35

1. Démontrer que si une fonction u, de classe 62 sur D et & valeurs dans R, admet un maximum local

En utilisant le changement de variables (u, v) = (x, x + y), déterminer les fonctions f : R? » R de ) : ) . .
en un point, alors son laplacien en ce point est négatif ou nul.

classe 2 solutions de I'équation aux dérivées parfielies : af _, o o 2. Soit u une fonction continue sur D, de classe 62 sur D, nulle sur le bord de D et felle que Au =0
dx2 0xdy Ody? sur D (fonction harmonique). On suppose que u prend en au moins un point une valeur strictement
positive.

36

R Démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel que la fonction
A I'aide du changement de variables (u, v)= (xy, %) déterminer les fonctions f: Rf x R — R de 4 ¢ 4

2 U, 2 (x,y)— ulx,y)+e(x*+y?)
,0%f 2f

classe 62 solutions de I'équation aux dérivées partielles : x a—(x ,y)—y? 7y (x,y)= ait un maximum local sur D.

37

définie par f(x,y) = Lp(y) soit solution sur % de
forme généralen posant u=x+y etv=x—y. 44

En déduire que u est nulle sur D.
Trouver toutes les applications ¢ : R — R de classe 6 telles que I'application f: % =R*xR~R,

2f o*f

5 y)- —(x y)= —3 puis résoudre I’'équation sous

43 Soit T la courbe d’équation x3 + y3 =1. Déterminer les extremums de f :(x,y)— xy surT.

Soit (a, b) € R?\ {(0,0)}. c € R, et 7 la droite de R? d’équation ax+by =c.

1. Déterminer le minimum de f:(x,y)— x*+ y* sur 2.
2. Déterminer les extremums de g :(x,y)— xy sur 2.
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