MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

= L'outil principal pour I'étude des endomorphismes autoadjoints (ou matrices symétriques) est le théoreme spec-
tral. Les exercices vus en cours sur les matrices symétriques positives ou définies positives ou sur les formules
variationnelles sont incontournables.

= Il est souvent utile d’écrire matriciellement un produit scalaire : si X et ¥ sont les colonnes des coordonnées de
vecteurs x et y dans une base orthonormée, (x|y)=XTY.

= I ne faut pas chercher systématiquement & caractériser la positivité ou la définie-positivité d’un endomor-
phisme autoadjoint par ses valeurs propres : la définition est souvent plus utile.

= L'existence d'une «racine carrée » autoadjointe positive pour tout endomorphisme (ou matrice) autoadjoint
positif est frés utile et trés simple : & connaitre (voir exercice).

= Si Amatrice de u dans la base orthonormale des e;, Alors a; ; = (e;|u(e;)).

= Les projections orthogonales sont les projections qui sont symétriques, les symétries orthogonales sont les symé-
tries qui sont orthogonales (symétries isométriques) ou encore les symétries symétriques, ou encore les isométries
symétriques voir exercice .

= Pour étudier les isométries en petite dimension :

» Dans le plan, c’est simple : il Ny a que des rotations et des réflexions. Il suffit de vérifier que la matrice
en base orthonormale est orthogonale et de trouver son déterminant. Il faut savoir frouver I'angle d’une
rotation et I'axe d'une réflexion (ce sont les vecteurs invariants).

En dimension 3, on montre que la matrice est orthogonale avec I'orthonormalité de vecteurs colonnes
C,. G, et G; (ou lignes). On détermine le signe de I'isométrie avec un déterminant ou plus simplement en
comparant une coordonnée de C, AC, & la coordonnée correspondante de C; : si c’est le méme signe, il
s’agit d'une rotation, sinon c’est une isométrie négative.

Pour étudier une rotation en dimension 3, on cherche un vecteur directeur a de son axe en recherchant

les vecteurs invariants. Puis I’angle 6 est donné par tr(r)=2cos 8 +1 et le signe de sin 0 est celui de [u, r(u), a]
ol u n’est pas invariant (souvent un vecteur de la base canonique).

*

*

» Dorénavant, lorsque I'on demande d’étudier une matrice 3 x 3, penser aux projections, symétries et aux isomé-
fries.

Exercices vus en cours

] Montrer que I'image et le noyau de u* sont respectivement I'orthogonal du noyau de u et I'orthogo-
nal de I'image de u.

2 CcCINP63
3 Tréeeeees classique Montrer que 0(n)={M € .#,(R), M™ =1,} est compact.

4 Classique : décomposition QR Soit Ac 9%, (R).

1= Montrer I'existence d’une matrice Q € 0(n) et d’une matrice R triangulaire supérieure inversible telles
que A=QR.
On pourra interpréter A comme matrice de passage de la base canonique de . ,(R) & la base
formée des vecteurs colonnes de A.

2. Si(Qqo, Ry) est un couple qui convient, trouver tous les couples solution.

5 cciners
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6 Déterminer la matrice dans la base canonigue de R?® munit de sa structure euclidienne canonique

2
et de son orientation habituelle de la rotation d’axe D : x = y =z et d’angle de mesure 0 = ?ﬂ

Vs s Vs

7 Etudier I'endomorphisme canoniquement associé a M=( 0  v3/3 o/
V2fy —V3[3  VBfg

7 4 4
8 Etudier I'endomorphismne canoniquement associe O M =——|—4 8 —1|.
4 1 -8

9 Montrer que si u est autoadjoint, alors Keru © Imu = E
10 ccinpes
11 ccinpes

12 [Tres Classique!] Racines carrées et décomposition polaire

1. Racine carrée : Si A est symétrique positive, montrer qu’il existe B symétrique positive telle que B = A.
Que dire de B si A est supposée définie positive ?
On montre I'unicité de B géométriquement dans la question suivante.

2. Soit u un endomorphisme autoadjoint positif.
(a) Etablir I'existence d’un endomorphisme & symétrique positif tel que h? = u.
(b) En utilisant le fait que, si h? = u, h et u commutent, démontrer I'unicité de h. Que peut-on dire

de h si u est défini positif ?

3. Montrer que si Ae &, (R), il existe M € .#,(R) telle que A=MTM.

4. Décomposition polaire : Soit A€ 4.2 ,(R). Montrer que ATA est une matrice symétrique définie positive
puis qu’il existe un unique couple (Q,S) € 0(n) x &, *(R) telles que A=QS.

5. Montrer que #,(R) est fermé.

6. Etendre le résultat d’existence de la décomposition polaire & foute matrice carrée réelle (mais sans
unicité) en utilisant les résultats classiques de densité de ¥.#,(R) dans .#,(R) et de compacité de
o(n).

] 3 Formules variationnelles; norme subordonnée et rayon spectral Soit E est un espace

euclidien, ( | ) son produit scalaire, ||-|| la norme euclidienne associée, |||-||| la norme de £(E) subordonnée
a .
1. Montrer que pour fout x € E, [lx[| = sup (x|y).
[yll=1
2. Montrer que pour tout u e Z(E), ||lulll = ||u*|l.
3. Soit u € .(E). Montrer que x — (xllul[lf)) atfteint sur E \ {0z} un minimum et un maximum qui sont
X

respectivement min(Sp u) et max(Sp u).
Traduction matricielle ?

Le rayon spectral de u € #(E) est, par définition, p(u)= max |Al.
€Spu

4. Si ue S(E), montrer que p(u)=||ulll.
5. Si ue ¥(E), montrer que |||ul|l?> =|||u*o ul|| = p (u*o u).
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Adjoint, tfransposée

] 4 On munit ., (R) du produit scalaire canonique. On fixe A€ ., (R) et on pose ¢ : M — AM.

1. Déterminer ¢*.
2. A quelle condition ¢ est-il autoadjoint ? Une isométrie ?

] 5 Soit n e N*, Ae #,(R). Démontrer que Ker(ATA)=Ker A ef rg(ATA) =rgA.
] 6 Soit u e £(E) ou E est euclidien. Montrer que rg(u*o u)=rgu=rg(uo u*).

] 7 CCINP soit ue.2(E) ot E est euclidien.

1. Montrer que Ker u* = (Im u)* et Im u* = (Ker u)*.
2. On suppose u? =0¢(r). Montrer que

Ker(u* + u)=Xer u nKer u*

u+u*€e9%(E) < Keru=Imu

] 8 Soit ue Z(E) ou E est euclidien. On suppose que pour fout x € E, ||u(x)|| < || x]|.
Montrer que pour tout x € E, ||u*(x)|| < |l x]|.

] 9 Réduction des endomorphismes antisymétriques
On dira qu’un endomorphisme u de I'espace euclidien E est antisymétrique lorsque
Vix,y)e B (ux)ly)=—(xlu(y)
On note .¢/(E) I'ensemble des endomorphismes antisymétriques de E. Il est assez clair que c’est un s.e.v.
de ¥(E).
1. Comment |'antisymétrie de u se traduit-elle sur son adjoint?
2. Démontrer que u est antisymétrique si et seulement si, pour tout vecteur x de E, u(x) est orthogonal
ax.
3. Quelles sont les valeurs propres possibles pour un endomorphisme antisymétrique ? peut-il étre dia-
gonalisable ?

4. Soit A la matrice de I'endomorphisme u dans une base orthonormale. A quelle propriété de A
reconnait-on que I'endomorphisme u est antisymétrique ?

5. Démontrer que .Z(E) est somme directe de I'espace des endomorphismes antisymétriques et de
I'espace des endomorphismes symétriques. Quelles sont les dimensions de ces deux espaces?

6. Démontrer que, si u est antisymétrique, il existe une base orthonormale de E danslaquelle la matrice
de u est diagonale par blocs du type

11].
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20 Endomorphismes normaux Soit u e £(E) ol E est euclidien.

1. Montrer que u*ou=uou* < VxeE, |u*(x)|l=]|u(x)|.
2. On suppose que u*ou=uo u*.
(@) Montrer que u et u* ont méme sous-espaces propres.
(b) Montrer que les sous-espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux.
(c) Si u est diagondalisable, montrer que u = u*.
(d) Si u est nilpotent, montrer que u*o u =0y PUIS =0y

Matrices orthogonales

2 ] SOH’A=(aiyl-)1gi,jsn€ﬂ(n)-

1. En utilisant le vecteur u e R" qui ne contient que des 1, montrer que Z |a: ;| < nvm.

1<i,j<n

2. Montrer ensuite que Z a;,;
1<i,j<n

niguement associé d A.
Cas d’'égalité ?

1
< n en utilisant U = ( : ) e M,,(R) et 'endomorphisme f de R" cano-
1

22 Déterminer |(0(n)n #,(Z))], puis 0(n)N 7, (R), et enfin o(n)N.«/,(R) pour n € {2,3}.

23 Mines MP

Soient (a,b,c)eR®, 0 =ab+bc+ca,S=a+b+c etlamatrice M =

S o
[SERSERS
QT o

1. Donner une condition nécessaire sur o et S pour que M € 0(3).
2. Donner une condition nécessaire sur o et S pour que M €. 0(3).
3. Montrer que M € % 0(3) si et seulement si a, b et ¢ sont racines de X3 — X%+ k avec k €[0,4/27].

24 Soient A€ 0(n).

1. Montrer que SpsAcU.

Soit 2= ¢!’ une valeur propre complexe non réelle de A, Z € .#,,,(C) vecteur propre associé, X =ReZ,
Y=ImZ.

2. Montrer que Vect(X, Y) est stable par A.
3. Montrer que les colonnes X et Y ont la méme norme et sont orthogonales.
4. Quelle est la nature de I'endomorphisme induit par A sur Vect(X,Y)?

25 Mines MP (sans I'indication)

Soit M = (2 g) € 0(n) ou A et D sont carrées. En multipliant par une matrice triangulaire par blocs

bien choisie, montrer que (det A)? = (det D)?.
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26 Soient A, B € 0(n).
Montrer que A et B sont semblables si et seulement si y, = x5.

27 Les réflexions engendrent o(n)

On se propose dans cet exercice de démontrer le résultat suivant : foute matrice A € 0(n) peut s'écrire
comme produit d’au plus n réflexions. Plus précisément : si A € 0(n), il existe p < n et des matrices de
réflexions M;, ..., M, telles que

A=MM,...M,

On rappelle (en fait, ce n'est pas vraiment dans le programme...) qu’on appelle réflexion une symétrie
orthogonale par rapport & un hyperplan. Et donc qu’on appelle matrice de réflexion une matrice M de
0(n) diagonalisable, telle que

dim(E (M) =n—1 et dim(E_;(M))=1
1. [Cas n =2, matriciellement] En calculant le produit matriciel
(cosa sina )(cosﬁ sin B )
sina —cosa )| sinf —cosf
démontrer qu’une matrice R de SO(2) peut s’écrire sous la forme
R=MM,
ou M, et M, sont deux matrices de réflexions, I'une des deux pouvant étre choisie arbitrairement. En

déduire que le résultat annoncé est vrai pour n =2,

2. [Cas n =2, astucieusement] Soit R une matrice de rotation, M une matrice de réflexion. Que peut-on
dire de MR ? Que vaut M? ? retrouver alors le résultat de la question précédente, sans avoir besoin
de calcul.

3. [Cas général] On suppose n > 3. En utilisant le cas n =2 et le théoréme de réduction des isométries
vectorielles, démontrer le résultat annoncé.

On dit que les réflexions engendrent le groupe des isométries vectorielles.

28 Connexité par arcs de ¥ 0(n)
P . ) . cosf —sin6
1. Définir une application continue ¢ de [0,1] dans . 0(2) telle que ¢(0)=1, et ¢(1)= sind cosf |

2. On considére M € #0(n) (n = 2). En ufilisant la réduction des isométries vectorielles, montrer que
& 0(n) est connexe par arcs.

3. Montrer que, si M € #0(n) et M’ € 0(n)\ 0(n), il n’existe pas d’application y» continue sur [0,1], &
valeurs dans 0(n), telle que Y (0)=M et y(1)=M".

Isométries

29 Soit f € #(E) ou E euclidien. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est une symétrie orthogonale.
2. f est une isométrie et est symétrique (ie f € O(E)nS(E).)
3. f est une symétrie et une isométrie.
4. f est une symétrie et est symétrique.
Donner une traduction matricielle.
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30 Linéarité automatique
1. Montrer qu’une application de E euclidien dans lui-méme qui conserve le produit scalaire est auto-
matiquement linéaire (et donc une isométrie de E).

2. Méme question si u(0g) = 05 et u conserve la distance euclidienne entre deux vecteurs (donc en
particulier la norme).

3. Vérifier que plus généralement, si u conserve la distance euclidienne, il existe un vecteur a € E et
une application v € Z(E) tels que pour tout x, u(x)=a+ v(x) (on dit que u est une application affine).

4. Montrer que si e est un vecteur de norme 1, u: x — ||x||e conserve la norme sans étre linéaire.
3 ] Reconnaitre les endomorphismes dont les matrices dans une base orthonormée directe (i, j) d'un

. o . . 1/3 —4 1/3 4
espace vectoriel euclidien orienté sont M = — etN=- .
5\4 3 5\4 —3

32 Reconnaitre les endomorphismes dont la matrice dans une base orthonormée directe (i, j, k) d'un

espace vectoriel euclidien orienté est

N 1 4 -8 0 -1 0

A=—|—4 8 -1 B=-14 7 4 c=|0 0o -1

9N 4 -8 -8 4 1 -1 0 0

2 21 1 2 1[~2 6 -3

D=——-2 1 2 E=-12 1 =2 F=-| 6 3 2

311 —2 2 3lz2 —2 1 \=3 2 6
6 3 -

33 Soit A= Z -3 2 -|et fe¥(E)ouE euclidien orienté de dimension 3 dont la matrice dans la

2 B

base orthonormale directe (i, j, k) est A.
Compléter la matrice pour que A €.7 0(3) puis déterminer ses éléments caractéristiques.

b b
34 Soient (a,b)eRxR% et A= a b|.
b a

(SIS

1. Trouver une CNS sur (a, b) pour que A soit orthogonale.
2. Cette condition étant remplie, préciser la nature et les éléments caractéristiques de I'endomor-

phisme d’un espace vectoriel euclidien orienté dont la matrice dans une base orthonormée directe
(i,j, k) est A.

35 Soit E un espace vectoriel euclidien orienté, et 2 = (i, j, k) une base orthonormée directe de E.

L 1 , 4
Former la matrice dans 8 de la rotation R d’axe orienté par w = g(2:’—2j—k) etd’angle 0 =Arccos(g).

36 Dans un espace euclidien orienté de dimension 3, on considére des rotations r et R. Etudier I'en-

domorphisme f=roRor!.
Dans quels cas r et R commutent-elles ?
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37 Ecrit CCINP 2020 - CCMP 2017 Soit E euclidien et f un endomorphisme non nul de E qui
conserve |'orthogonalité.
1. Montrer que si ||x[|=]|y]|. alors || f(x)]| = || ()]

A +x jo £—x D IBSSBIBIULS L BYOUI IND “UISSSP UN 8JID4 | UOIDIIPU|
2. Montrer qu'il existe k >0 tel que pour fout x de E, || f(x)|| = k1 x]l.
3. Montrer que f est la composée d’une isométrie et d’'une homothétie.

38 Soit E euclidien, ue€ 0(E) et v=u—id.

1. Montrer que Im v = (Ker v)*.
2. Soit p projection orthogonale sur Ker v et pour fout n € IN*,

pn:%(id+u+u2+---+u"_l).

Démontrer que pour tout x € E, p,(x)—— p(x).

n—+o0o

39

1. A quelle condition une rotation et une réflexion du plan euclidien orienté commutent-elles ?
2. Etudier en général soros et rosor ol r est une rofation et s une réflexion.

Endomorphismes autoadjoints, matrices symétriques

40 Déterminer toutes les matrices symétriques réelles vérifiant A* =—A2.

4 ] On munit ., (R) de son produit scalaire canonique.

1. Montrer en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que pour toutes A, B € .#,(R). ||AB|| < ||A|l||B]|.
2. Si A est symétrique, écrire ||A|| en fonction des valeurs propres de A.
3. SiQ eo(n), calculer ||Q]l.

42 Soit Ae ., (R) nilpotente commutant avec AT. Montrer que ATA=0 puis que A=0.

43 Montrer que si A€ .#,(R), expAe & (R).

44 Montrer que .%,F*(R) est convexe.

45

» S
1. Montrer que pour toute S € 7 (R), vdetS < rT

TAN\?
2. Montrer que pour toute A€ ./,(R), |detA| < (&HA)) .
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46 Mines
1. Soit 44,...,A,, des réels positifs. Démontrer que
n n 1/n
[ Ja+2 1‘[@;)]
i=1 i=1

2. Montrer qu’une matrice symétrique positive admet une «racine carrée » symétrique positive (on ne
demande pas d’examiner I'unicité).

1/n
21+

3. Utiliser les questions précédentes pour montrer que, si A est symétrique positive d’ordre n,

[det(r, +4)]""" > 1+[det(a)] "

puis que, si A et B sont symétriques positives,

[det(a+B)]"" > [det(4)]"" +[det(B)]""

(On remarquera que seul le cas ot au moins I'une des deux matrices est inversible est intéressant.

Si A est symétrique positive inversible, on écrira, en notant A2 la « racine carrée » de A et A7 son
inverse, B=AY?(A7/2BA7!*)A? et on se raménera & I'inégalité précédente.)
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