CCINP PSI 2024 Mathématiques - Un corrigé

PROBLEME 1

File d’attente

Partie I - Temps d’arrivée du n-iéme client

Q1. Par définition, T correspond au rang du premier succés dans une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme parameétre p.
Donc T} suit une loi géométrique de paramétre p, ce qui correspond au résultat attendu.
De maniére plus élémentaire, soit & € N* fixé. Alors :

(T =k} = <nﬁl{xi = 0}> N{X,=1}.

Donc, par indépendance des variables aléatoires (X,,),>1,

P(T, =k) = (HP )xP(Xk:1):(1—p)k—1p.

Finalement, |Vk € N*, P(Ty = k) = (1 —p)* 'p.

Q2. L’événement A est réalisé si et seulement si aucun des événements {7} = k} n’est réalisé :

A:ﬂ{lek:}:Q\<|_|{T1:k:}).

k=0

Or, par g-additivité de P,

P(|_|{T1:k:}> ZPTl_k Z( )k_lp:ﬁzl.

k=1

Donc |[P(A) =0| et ’presque stirement, un nouveau client doir arriver dans la ﬁle.‘

Q3. Pour tout k € N*, on note a, = P(Ty = k) = p(1 — p)*' > 0. Alors :

ag k—-+oc0
. . . . 1
Donc, par le critére de d’Alembert appliqué aux séries entiéres, | R = T
- P

Soit t €] — R, R[. Alors

400 pt

G kltk:t l—pt)it= ——F—
Finalement, |Vt €] — R, R [, Gr,(t) Pt
inalemen — =—
? ) ) T1 1 + (p _ l)t
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Q4. Comme R > 1, la fonction G, est de classe €2 en 1, donc T est de variance finie.
De plus, apreés calcul,

Vel - RR[.Gr(0) = 17 (pp_ o ¢t Gn)=—5 Qfg: &)3.
On en déduit tout d’abord que | E(T}) = G7, (1) = 1
De plus, par la formule de transfert,
G4, (1) Zk: —~1)P(Ty = k) = E(T4(Ty — 1)).

Cela entraine, par la formule de Koenig-Huygens et par linéarité de I'espérance :

2(1 — 1 1
V(T = BIE) ~ () = G0+ BT - () = 22 2 L
. 1—p
Finalement, | V(1) = —~ .
p
Q5. Par linéarité de 'espérance,
- n
E(D,) = E(T,) =nE(TY) = —
k=1
De plus, comme les variables aléatoires (7)) sont indépendantes (deux a deux),
V(D) = S V() = nv(ry) =
Enfin, par indépendance des variables (7}),
Vte]- R, R[,G HG =G (1) = vty
ARGl nlt) =G 1+ (p-1t) "
Q6. Le développement en série entiére de (1 + z)® au voisinage de 0 est donné par :
v L1 (1 a_q Sale—1)... (a+1—k) ,
Z'E]—,[,(—l—x)— +Z Ll xTr.
k=1
Soit n € N*, et soit t €] — R, R[. Alors, |(p — 1)t| < 1 donc, par ce qui précéde,
+o0 +o0
Gp,(t) =p"t"(L+ (p— D) " =p"t" Y culp— DFtF =Y epp™(p— 1l
k=0 k=0
—n(—-n—1)...(— 1—k k —1



Finalement,

= ]{?—l-’l’l,—l n kyn+k — j_l n j—ngj
Vte]—R,R[, Gp,(t) Z pr(1—p)frtE =) (e (1 —p) T
=0

Alors, par unicité du développement en série entiére, sachant que Pp,_ ( Z P(D

Wkon) € (N, P(D, = k) = (’; :Dpn(l g

k—1

k_n>:051k<n.

avec, par convention, <

Partie IT - Etude du comportement de la file

I1.1 - Une suite récurrente

Q7.

Qs.

La fonction f est strictement croissante sur R. De plus, f(0) = exp(—a) > 0 et f(1) = exp(0) =

On en déduit que :
vt €]0,1[, f(t) € 1f(0), F(1)[ € ]0,1[.
Autrement dit, I'intervalle ]0, 1] est stable par f.

On montre par récurrence sur n € N* la proposition

(A7) : (2, €]0,1] et 2,41 — 2, est du méme signe que 2o — 21) .

(a) Initialisation : Par hypothése, z; € |0, 1[, donc (77) est vérifiée.

(b) Hérédité : Soit n € N* tel que (J7,) est vraie.
Alors z, € ]0,1[ donc par stabilité de ]0, 1[ par f, z,41 = f(2,) €]0,1].

De plus, par croissance de f, z,10 — 2nt1 = f(2n11) — f(2,) @ méme signe que z,,1 —

donc z,19 — 2,41 a méme signe que z; — 2;. Finalement, (7,1) est vérifiée.

(c) Conclusion : |Vn € N*, z, €]0,1[ et 2,41 — 2, est du méme signe que 2z — 2.

La suite (z,) est une suite réelle monotone et bornée.

Donc, par le théoréme de la limite monotone, (z,) converge. On note ¢ = hrf Zn.-
n—-+00

Par ce qui précéede,
VneN", 0<z,<1

donc, par passage a la limite, 0 < ¢ < 1. De plus, par définition de (z,),
Vn e N*, 2,01 = f(2n).
Alors, par passage a la limite et par continuité de f, on obtient :

(= lim 2z, = lim f(z,) = f(0).

n—-+o0o n—-+o0o

Finalement, |la suite (z,) converge, et sa limite ¢ € [0, 1] est un point fixe de f.
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Qo.

Q10.

Q11.

Soit = € ]0,1]. Alors, par croissance de exp,

0<¢Y(z) <= a(lr—1) <In(z) <= exp(a(z — 1)) < exp(In(z) <= f(z) < =.

De méme, par bijectivité de exp : R — R,

() =0 <= a(zr —1) =1In(z) < exp(a(z — 1)) =exp(In(z) <= f(x) ==.

1
La fonction ¢ est dérivable sur ]0,1] et Vz € ]0,1[, ¢'(z) = - —a >1—a > 0.
T

On en déduit que v est strictement croissante sur |0, 1] et Vo €]0,1], ¥ (x) < (1) = 0.

De plus, comme v est strictement croissante sur |0, 1],

1 ne s’annule qu’en 1.‘

Alors, par la question Q9, Va € ]0,1], f(x) =2 <= (z)=0 < x=1.
Autrement dit, 1 est 'unique point fixe de f dans ]0, 1], et donc dans [0, 1] car f(0) # 0.

Alors, par la question Q8.,| lim z, = 1.
n——+00

Sachant que a > 1, les variations de 1 sont données par :

x 0 1/a 1
V() + -
¥(1/a)
¥(z) _ 0

Alors (1/a) > 0 et hH(l) Y (z) < 0 donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € |0, 1/q]
z—

tel que ¥ () = 0. La stricte croissance de 1 sur |0, 1/a] assure unicité de a.
Finalement, |il existe a € ]0, 1] tel que Yz € ]0,1], ¢¥(z) 2 0 < z > «a.

La question Q9. entraine alors que

Ve €]0,1], f(z)=2 <= () =0 < x=aouzxz=1.

ler cas : z; € |0,a]. Par croissance de f,
vz €0,a], f(z) < fla) = a.

On en déduit que |0, a] est stable par f et Vn > 1, 2z, < o
Par passage a la limite, on en déduit que ¢ < a. Or « est 'unique point fixe de f sur [0, a.

Donc, par la question Q8, lim z, = a.
n—-+00

2éme cas : z; € |a, 1[. De méme, par stricte croissance de f, Vx € |a, 1[, f(z) > f(a) = a.
Donc |a, 1] est stable par fetVn > 1, a < z, < 1.

De plus ¢ > 0 sur |o, 1] done, par la question Q9, Vx € |o, 1], f(x) < .
Cela entraine que la suite (z,) est décroissante, donc ¢ < z; < 1 et, comme précédemment, ¢ = a.

Finalement, dans les deux cas, | lim z, = «.
n——+00




I1.2 - Groupes de clients

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Q16.

L’événement Z se réalise s’il existe un entier n > 1 tel que V,, = 0, c’est-a-dire si un groupe est passé
au guichet sans qu’aucun nouveau client n’arrive entretemps. Donc I'événement Z correspond a la
situation ol | & un moment donné, le guichet s’est libéré sans aucun nouveau client a servir.‘

La variable aléatoire NN,, correspond au nombre de succés lors de la succession de n expériences de
Bernoulli indépendantes et de méme paramétre p. Donc N, suit une loi binomiale %#(n,p) :

Vk € [0,n], P(N, = k) = (Z)pk(l — )k,

Soit (k,n) € N?. Par définition, V; est le nombre de clients arrivés dans la file d’attente dans I'intervalle
de temps [1,S]. Donc, avec les notations précédentes, V; = Ng. On en déduit :

PVi=k|S=n)=P(N,=k) = (Z)pm —p)"

Soit & € N. Alors, par la formule des probabilités totales, en utilisant que ({S = n}), .y forme un
systéme complet d’événements,

P(Vi=k) =) PVi=kS=nP(S=n)=>_ (Z)pk(l —p)h oA

n=0 e n!
= n k +o0o ek
k_—\ n ek A ()\p) . A
pe ; (k‘)( p) ol € ;( P) —(n i
Finalement, aprés simplification,
A k py k
vk € N, P(‘/l = k) = ( ]5) e*)\ e(lfp)/\ — e*/\p ( ]g) :

donc | V] suit une loi de Poisson de paramétre Ap.‘

Soit n € N*. Alors {V,, = 0} C {V,,41 = 0}. Donc, par continuité croissante de P,

Jim P({V, =0}) = (U{v —0}> P(Z).

Cela signifie que | (z,) converge et lim z, = P(Z).

n—-+00

Soit j € N.
ler cas : j = 0. Alors, pour tout n > 1, P (V,; =0|V; =0) =1 =P(V,, =0)".
2éme cas : j > 1. Supposons que Vi = j. Alors le premier groupe est composé des clients de 1 a 7.

Par analogle avec les groupes de clients définis dans ’énoncé, pour tout client d’indice 1 <17 < 7,
on note G I’ensemble des clients du deuxiéme groupe qui sont arrivés pendant que ¢ est servi.

Puis, récursivement, pour tout £ > 2, on note G;, I’ensemble des clients du (k+1)-iéme groupe arrivés
pendant que les clients de G’,(Ql sont servis.



Alors, par construction, le (k + 1)-iéme groupe est 'union disjointe des (G’(j))lgigj , donc
j .
‘/]€+1 — Z Vk(l) ,
i=1

ol Vk(i) représente le nombre de clients de G,(;).

Or, pour tout %, la variable V,c(i) suit un processus identique a celui de la variable V} en ne considérant
que les temps de passage des clients appartenant aux groupes issus du client 4.
On en déduit que Vk(z) suit la méme loi que Vj et, faute de preuve rigoureuse, il est intuitivement

raisonnable de considérer que les variables (V,f“) sont indépendantes.
1<igy

Soit n € N*. Alors, par positivité des variables Vn(i),

Vi =0} = (V9 = 0)

donc, par indépendance,

J
P (Vo =0V =j) =[P (V¥ =0) =PV, = 0).

=1

Finalement, |Vj € N,Vn € N*, P (V,;; = 0|V} = j) = P(V,, = 0)’.

Q17. Soit n € N*. Alors, par la formule des probabilités totales, en utilisant que ({V; = j})._y forme un

systéme complet d’événements,

jEN

= . . o i =X ()\P)j Y = ()\Pzn)j
zn+1=ZP(Vn+1=0|V1=])P(WZ])ZZP(Vn:O)je pT:e pZT'
Jj=0 Jj=0 ) 7=0 )

Finalement, |Vn € N*, 2,1 = e ¥ e = exp(Ap(z, — 1)).

Q18. D’aprés la question précédente, la suite (z,) vérifie toutes les hypothéses de la partie I1.1. avec a = Ap.

Donc, d’aprés la question Q10, |si Ap < 1, alors lim z, = 1.

n—-+00

De plus, d’apreés la question Q11,|si A\p > 1, alors (z,) converge vers un réel o < 1.




Q.19 Pour tout = € R, lapplication f, : t — t* le”

Q20.

Q21.

EXERCICE
Equivalent de Stirling

" est continue sur l'intervalle ]0,+oo[; les seuls

problémes d’intégrabilité sont en 0 et en +oc.

e Au voisinage de 0, 0 < f.(t) ~t*!'  donc, d’aprés les intégrales de Riemann et les théorémes
de comparaison sur les fonctions positives, f, est intégrable sur |0, 1] si et seulement si  1—x < 1,
soit x> 0.

e Au voisinage de +o00,  f.(t) = o(1/t?) par croissances comparées et, pour des raisons ana-
logues, f, est donc intégrable sur [1, +ool.

e Finalement f, est intégrable sur R’ si et seulement si z > 0.

+oo
/ e 't*" 1 dt converge si et seulement si & > 0.
0

Soient x>0. et (u:t—1t") et (v:t— —e ).
Les fonctions u et v sont de classe € sur ]0, +oo] et uv posséde des limites finies (et nulles) en 0 et en

+00. Donc par théoréme d’intégration par parties, /
10,400[

Lo =l
Uuv = [(uv — u v.
10,+00] 0 10,+00]

Or dans / uv"  on reconnait I'(x 4+ 1) qui est donc une intégrale convergente, et on a alors :
10,+00]

uv et / v'v  sont de méme
10,400

nature et en cas de convergence

400
I(z+1) = [t gﬁﬂo +/ wt* et dt = ol (z).
0

Ainsi V2 >0, I'(zx+1)=2al(x).

Un calcul direct donne :

r(1) =[-e"],~ =1

La formule précédente donne alors par récurrence

VneN, T'(n)=(n-1)!

1
Pour n €N, on pose un:F<n+—>.

2
1 2 1 2 2)(2 1
Ona wuy=T <§> et, VneN, u, 1= n2+ Uy = ( nz:(n>—(|— 711)—1— )un Ainsi,
n—1
. B (2k +2)(2k + 1) B (2n)!
Vn € N, un—<l£[0 (h+1) ug—4nn!u0

ce qui est également vrai pour n = 0.
Or, le changement de variable ¢ =u® donne :

+0o0 “+oo )
Uy = / 1207t dt = 2/ e du = /7.
0 0

7



On en déduit

~ (2n)!
-~ 22np)

V.

Vn €N, F(n+1):(2—n>;ﬁ

2 4nn

Q22. Remarquons que puisque la fonction In est continue sur [1/2, +00[, les p; sont bien définis pour tout
k dans N*.
Soit  n > 2. La relation de Chasles et les propriétés du logarithme fournissent :

n—1 n—1 n—1/2 n—1/2
> pr=In (Hk) —/ lntdtzln(n—l)!—/ Int dt.
k=1 k=1

1/2 1/2

La convention citée par I’énoncé dit que ce résultat reste valable pour n = 1; donc par Q20. :

n—1/2 n—1

Int dt+ Y  pr
k=1

VneN, Inl'(n) :/
1

/2

Q23. Fixons k dans N*.  Le changement de variable wuw=1t¢—k fournit :

kt1/2 1/2 0 1/2
/ Int dt = / In(u+ k) du = / In(u+ k) du + / In(u + k) du.
k = 0

—1/2 1/2 —-1/2

0

1/2
Puis en posant w = —u, ona / In(u+ k) du = / In(k — w) dw.  Finalement :
0

—-1/2

1/2 1/2
pkzlnk—/ In(t + k) dt—/ In(k —t) dt
0 0

— /1/2 (2Ink —In(t + k) — In(k —t)) dt

1/2 L2 1/2 k2 — 42
— 1 — ) dt= —1] — ) dt
/o “<<k+t><k—t>) / “( 2 )
1/2 12
et pk:/ —ln(l—ﬁ) dt.
0

Q24. Par croissance de la fonction (z — —In (1 — x)), on obtient :

1/2 1 1 1 1
0< pp < “In(1—- ") dt=—-—In(1--—") ~—.
P /0 " ( 4k2> 2 n( 4k2) 8k2

Les théorémes de comparaison sur les séries permettent de conclure que |la série E Pl converge.
kEN*

Q25. La fonction In admet pour primitive (t — tInt¢ — ¢). Donc, pour n € N* :

n—1/2 1 1 In?2
Intdt=[tlnt—t"."*=(n-2=)1 o) —n+—24+1
/1/2 n [tln J1i/2 n—g)ln{n-g n+ -+

1 1 1 In2
= — =1 — =1 1—— ) - — + 1.
(n 2) nn + (n 2) n( 2n) n + 5 +



1 1 n ) 1 1 1
Or (n — 5) In (1 — %) n;jroo 5 donc ngrfoo (n — 5) In (1 — %) =5 Donc :

n1/2 1 In2 1
/1/2 lntdt:(n—ﬁ)lnn—n+n7+§—|—o(1).

n—1
D’aprés Q24., il existe un réel ¢ tel que Zpk =/{+o(1) donc, d’aprés Q22. :
k=1

2

JeeR/ InT(n) = (n—l) Inn —n +c+o(1).

On en déduit que
1
['(n) = exp ((n — 5) Inn—n+c+ o(l)) =n" 3 e ¢ (),

Comme lim ¢ =1, on obtient bien
n—+00

—

['(n) ~ e“n""2e ™
+o00

n t n
Q26. Pour >0 et neN', ondéfinit T,(x) :/ ot (1 - —> dt.
0

n

En utilisant le changement de variable uw = —, on obtient :
n

1
L,(z) = n“”/ w1 —u)" du.
0

T

n® n!

Q27. Montrons par récurrence sur n € N* 'assertion J, suivante: |V >0, I')(z)= .
z(x+1)...(x+n)

e Initialisation :

! w o utt ]! 11 1° 1!
r = Tl —wu) du= | — — =|-- =
Va>0, I'i(x) /o u T (1 —u) du [ ] (m x+1) PP

Cela prouve que .77 est vraie.

e Hérédité : supposons 7, vraie a un rang fixé n et montrons que 7,1 est vraie.
1

Prenons # > 0. Ona Dyy(z) = (n+ 1)x/ (1 - u)™ du,

0
On procéde & une intégration par parties a 'aide de
vz €]0,1], a(u) = (1—-uw)""", o@w)=—-n+D1-w)", Bu)=u"" Bu)=—.

Comme x>0, lima(u)f(u)=0 et «a(1)f(1)=0, donc

u—0

(n+ )™ T +1)
T nx+1

Tha(x) = (n + 1)96/O (n+1)(1 — u)"%ﬂc du —

~(n+ 1)t n!

S x (x+D(zx+2)...(x+1+n)
B (n+1)* (n+1)!
Ca(r+D(@+2). (vt 1)




Ainsi J7, 11 est vraie.

e On a bien montré le résultat par récurrence.

Q28. Désignons par  (f,)n>1 la suite de fonctions définies sur ]0, 4+o00| par :

Fult) = (“%)nt“l it €0,

0 si t>n.

+oo
Pour z>0 fixt,ona: Vn>1 TI,(z)= fa(t)dt.

0
Vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée :

e Les fonctions f, sont continues (par morceaux) sur l'intervalle d’intégration R

e Convergence simple de  (f,)nen- :
Onfixe ¢>0. Alors dngeN* /Vn>mny, 0<t<n.

Ainsi  f,(f) = exp (nln (1 — %)) t"1 = exp (n (—% +o (%))) 1 = exp (—t 4+ o(1)) t*7!

et donc lirf fo(t) = e t*71. La suite de fonctions  (f,)nen+ converge donc simplement
n—-+0oo

vers la fonction  f:t+—— e " ¢*7', continue sur RY.

e Domination : Par concavité de In, on a  Vu > —1, In(l + u) < u, et par croissance de
I’exponentielle :

Vtelo,n], 0< folt) <t*} orin(1-1) < it

et I'inégalité reste vraie pour ¢ >n. Donc
Vit €)0,+oo, 0< fu(t) <t" et = f(t)
et f est intégrable sur R™™ puisque I'(z) existe.

Le théoréeme de convergence dominée s’applique et donne

n—-+4o0o

+oo
lim T, (z) = / et dt = T(x).
0

La question Q27. fournit :

n® n!
Vx>0, T = [ .
v>0 D)= M i)

Q29. Fixons x> 0. Une récurrence utilisant le résultat de Q20. montre que :
VneN, T'(z+n)=@@+n—-1)(z+n—-2)...(x+ 1)zl'(z)

Donc

I(x+n) _ z(z+1)...(x+n)(x) N z(x+1)...(x+n)'(x)
['(n) n® (x+mn) (n—1)'n" notoo n! n®

On déduit alors de Q28. que

I I
g Letn) o Tle+n)

~ 1.
n—+oo ['(n) n® ['(n) n® n—+oo

10



1 1 2n)!
Avec 1z = 5 on obtient T (5 + n) ~T'(n) v/n. Puis Q21. fournit 2(2 n)' VT ~T(n) Vn.
" n!

Mais d’aprés Q20., (2n)! =T(2n+1) et nl=nl(n). Donc T'(2n+1)v7 ~nl?*(n)/n2*".
On utilise ensuite Q25. sur I'(2n + 1) et ['*(n) et on arrive &

n — 2n
o (2n+1p V2e 1\/%N<2n+1> 1 o

‘ (2n)2" 2n

=e¢ donc

Or lim <

n—-+00

om+1\*"
2n

e = V2.

PROBLEME 2

Blocs de Jordan

Partie I - Irréductibilité de J,

0 0 0
1 0 :
Q30 Ona Jy=]0 1
0
0 0o 1 0
: _ N Viel[Lp=2], wuole;) = €542
Done {WEHLP el = o s wley = 0
0\"p o uo(ep_l) =0
0 0 0
0 0 :
Ainsi  J§ = Lo
0 1
- 0
0 0 1 0
De maniére analogue :
0 0 0
0 :
Jrh =1 o ] et JP =0,
0O "o o Tl
1 0 ... 0 O

On en déduit donc que Joy est nilpotente d’indice p.‘

Q31. J, est une matrice triangulaire donc ses valeurs propres sont ses é¢léments diagonaux.
Et uy et J, ont méme spectre donc

Sp(uy) = {A}.

11



Q32.

Q33.

Q34.

Q35.

De plus  Jy — A, = Jy et lerang de J, vaut p — 1 donc, par le théoréme du rang :
dim(ker(Jy — M) =p—(p—1)=1.

Il est clair que e, est un vecteur non nul tel que  u,(ey) = Ae,  donc

Le sous espace propre de u, associé & A est Vect(e,).

On remarque que :  uy = ug + Aldge, donc VX €FE, uy(X)=uo(X)+ AX.
Soit V' un sous espace vectoriel de RP.

e Supposons V stable par uy. On a alors

VX eV, u(X)=un(X)—AX donc wuy(X)eV.
~—— \;’
ev €

Donc V' est stable par wuyg.

e On montre de méme que si V' est stable par ug alors V' est stable par uy.

e Conclusion : V' est stable par u, si et seulement si V' est stable par uqg.

La matrice de u, dans la base 2 est une matrice par blocs de la forme :

A€ %k(R) B e %p—k,kaR)

0e %k,p—kG:K) D e j/p—k,p—k:(R>

ol A est la matrice de v dans la base (é1,...,¢é).

Notons P le polynéme caractéristique de uy et @ celui de v. On a pour tout réel x

I]k - A —-B
P(z) = det(xI,—W) = det = det(zl—A)xdet(zl,_r—D) = Q(xz)x R(x).
0 al,4—D

Or det(zly—A)=Q(z) et R estun polynome.
Donc ’le polynoéme caractéristique de v divise celui de wu,.

On en déduit que  Sp(v) = {A}. Si X est un vecteur propre de v associé¢ 4 X alors X € V et
v(X)=AX donc wuy(X)=AX donc X est est un vecteur propre de u, associé a A. Et comme
I'espace propre de uy associé a A est de dimension 1 engendré par e,, X € Vect(e,). Puisque X
est non nul, nécessairement

e, €V

Supposons par 'absurde qu’il existe deux sous espaces vectoriels V' et W de RP, stables par uy, non
réduits a {0} et tels que V& W =RP.

Comme ces sous espaces sont non nuls, d’aprés Q34., ils contiennent tous deux e, et cela contredit le
fait qu’ils soient en somme directe.
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Il n’existe pas de sous espaces vectoriels V et W de R?, stables par uy, non réduits a {0}
et tels que VoW =RP.

Partie II - Stabilité du systéme linéaire associé

Q36. Par hypothése Xg est un vecteur non nul tel que  JyXo = AX,.
La fonction X est bien de classe C' de R dans R et

VteR, X'(t) = MXy=eMAX) =M Xy = L X(1).

Donc X est solution particuliére de (S).

Q37. Par opérations sur les fonctions de classe C', la fonction ¢ est de classe C' de R dans R” et

Plk =1 kg

t
thR, (p( —)\eAtZkr]O—Fe)\thJOk.
k=1 '

Par ailleurs, Jy = Jy+ Al, donc

k’ p—1 k
trer s =SS
k=0
Mt Pkt )\tp Lk N
=€ Z(k— )J0+)\€ Zkljo
k=1
p—1 tk—l p—1 k:
= BM; = 1) JO + )\eMZ k,Jok car, avec Q30., JJ =0,.

Finalement :
VteR, ¢'(t)=Jrp(t) = Jrexp(t]y)

Comme Jy = Jy + A, commute avec Jy, J) commute aussi avec exp(tJy) et

VteR, ¢ (t)= Jrexp(ty) = exp(tJy)Jy.

Q38. D’apres Q30., Vk > p, J(’f = 0,. Donc on peut écrire
+o0 k

VteR, exp(t]y) =eM Z

et cette somme est en fait une somme finie.  On a aussi :

+o00 (_t)k
VteR, exp(—tJy) = e*’\tz o

k=0

On peut donc calculer en manipulant en réalité des sommes finies :

400 k
VteR, exp(t]y) x exp(—tJy) ZZ(@JK =) Jé“ €>

k=0 £=0
t* k k— k
= Zg <Z (5)(—1> Z) Tt
k=0 /=0
+oo tk -
=Y ks

= I, car les termes autres que pour k = 0 sont nuls.
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Q39.

Q40.

Q41.

On en conclut que, pour tout réel ¢,

la matrice exp(t.Jy) est inversible d’inverse exp(—t.J)).

Soit X :R—RP etY :t— exp(—tJy\)X(t). Onadonc,parQ38., X :t+— exp(tJ))Y(1).
La fonction ¢ étant de classe C' sur R, on déduit que X est de classe C! sur R si et seulement si YV’
est de classe C' sur R.

Supposons donc X est de classe C! sur R. Alors Y est de classe C' sur R et , par Q37. :

VteR, Y'(t)=—¢'(—t)X(t) + p(—1)X'(t)
= —eap(—ty) LhX(t) + exp(—tJ) X' (t)
= exp(—tJy)(X'(t) — LX(¢)).
e Si X est solution de (S),onadonc VteR, Y'(t)=0, etcommeR estun intervalle, Y est
constante sur R.

e Si Y est constante sur R alors Vit e R, exp(—tJy)(X'(t)— L, X(t)) =0. Comme la matrice
exp(—tJy) est inversible, on obtient V¢ € R, X'(t)— L X(t) =0 et X est solution de (.9).

e Conclusion : | X est solution de (.5) si et seulement si Y est constante sur R.

Or Y est constante sur R si et seulement si il existe Xy € E tel que Vit e R, Y(t) = X,.
Ce qui précede et Q38. permettent de conclure que

X est solution de (S) si et seulement si I Xg€ E /VteR, X(t)=exp(ty)Xo.

On suppose A >0. Prenons Xy,=-¢, On aalors:
JoXo=0 et VEeN*, J'X;=0 mais J)X,= Xo.

Donc

VteR, X(t)=exp(ty)Xo=eMX, =

6/\t

D’aprés Q39., X est solution de (S5) et comme X\ > 0, cette solution n’est pas bornée sur R,.

Si A>0, (5)admet une solution non bornée sur R,.

n p
Soit Ae #(R) e X eFE  Alors AX = | : avec Vi e [1,p], vi= Zaijxj.

Yp 7=l

p p p 2
i=1 1 \j=1

=

Donc

A i fixé, I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée dans R? donne
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On en déduit :
p p
JAX|]? < |IX|* > (Za?j) <|IX|1? (N(A))>.
i=1 \j=1

Ainsi, comme on a des nombres positifs :

VAe.#,R), VX eB, [AX] <N(AX]

Considérons ensuite A < 0 et une solution X de (5). D’aprés Q39., il existe Xy € E tel que
Vte R, X(t)=-exp(tJr)Xo. Donc, par ce qui précéde et comme N est une norme :

p—1 p—1 i
t t
VteRy, [IX(O)] < N(ewp(tl))|Xoll < eMN ( EJS“) [1Xoll < [[Xolle™ }_ 7 N(Jp)-
k=0 k=0 "
p—1 +k
: At ky _
Comme )\ <0, tEeroo | Xolle HN(JO) =0.
k=0
p—1 1k
De plus, la fonction (t — | Xo| e EN(J&“)) est continue sur R, donc bornée sur R,.
k=0

Si A <0 alors toutes les solutions de (S) sont bornées sur R

Q42. Supposons a présent A =0. D’aprés Q30. :

1 0 0
t 1
t2
a0 t 1
Vte Ry, exp(tly) = N
. .o 0
tpfl t2
R T
(p—1)! 2!

Prenons Xo€ FE et X :t+—— exp(tJy)Xo une solution de (5).
On déduit de la matrice ci-dessus :

Si Xj est un vecteur de Vect(e,) alors X est bornée.
Sinon, X n’est pas bornée.
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