MP 2022 Un corrigé de Mathématiques 2 Concours Centrale

I Inégalités d’interpolation des dérivées

I.A - Cas particulier K=1

La norme infinie des fonctions continues sur un segment (compact) existe bien selon le théoréme des bornes atteintes.
Q 1. Soit f € C1([0,1]). Soit x € [0,1].
Selon I'inégalité des accroissements finis appliquée & f dérivable sur Uintervalle [0,1]. On a

1f(@) = fla)] < ||F]lo - e =21l < || 7)o

Par inégalité triangulaire, on a donc | f(z)| < || f'|o + 1 |f (z1)]
Comme c’est vrai pour tout z € [0, 1], on a alors

1 £lloe <[]l +1-1f (21)]

Ceci montre

I'inégalité d’interpolation (1.2) avec C =1 ‘

Q 2. ’Pour C €]0,1] et la fonction f:z — 1 I'inégalité d’interpolation (I.2) est fausse‘ car

[flle =1>C=0+Cx1=|f_+C-I|f(x1)|

I.B - Cas particulier K =2

Q 3. Soit x € [0,1] et f € C?([0,1]). L’égalité des accroissements finis appliquée & f dérivable sur ]xq, z2[ et continue
f(@2) = f(21)

T2 —I
Ainsi I'inégalité des accroissements finis appliquée a f’ de de classe C' nous donne :

f(x2) = f(21)

sur [x1, x2], nous fournit ¢ € |1, z2] tel que f'(c) =

fila) = T @)= (0] < 1o~
Ce qui permet de conclure : | | f'(z) — W < Hf”HOO
2= T1

Q 4. Avec l'inégalité triangulaire et comme xo — 21 > 0, on en déduit que

f ) +1f (22)]

1 1 |
T oo < 1Moo + =, =,

Va € [0, 1],

()| < ‘f(fCZ - [ (21)

Z1

| ()] + | (x2)|

b' !/ < 1"
o a bien | [l < 11"l + 2

1
,onaC>
T2 — I1 T2 — 1

1 oo < 177l + C U @1+ 1 (@2)])

Q 5. Soit f € C%([0,1]). Avec C =1+ , on déduit de Q4 que

On a selon 1.2 selon Q2 et Q4 :
)|+ |f (22)]

T2 — I

oo < 1/l +1-1F ()] < || 7] + L 1 1F (@)

Comme C >

1
yona alors || flleo <"l + Cf (w1)| + CIf (2)]
Tro — T

Dans le cas K = 2, on a bien montré |'inégalité d’interpolation (I.3) avec C =1+
o — 1
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I.C

Q 6.

Q7.

Q 8.

- Cas général par interpolation de Lagrange

On a facilement VP, Q € Rg_1[X], VA € R, ¢ (AP 4+ Q) = A¥(P) + ¥(Q) ainsi ¢ € £ (Rg—;[X],R¥).
Soit P € ker (¥). On a ¥(P) = 0.

Donc P (z1) =+ =P (2zx) = 0. Ainsi P admet au moins K racines distinctes.

Or deg(P) < K—1,doa P =0.

L’autre inclusion étant évidente, on a ker(¥) = {0} d’ou ¥ est injective.

Comme dim (Rg—1[X]) = K = dim (R¥), on conclut que

I'application ¥ est un isomorphisme d’espaces vectoriels

Je note (eq,...,ek) la base canonique de RX.
Pour i € [1,K], je pose L; = ¥~1(e;) de sorte que
L; € RK_l[X] et Vj € Hl,K]], Li(l'j) = 5i,j
K
=1

Ainsi | P = % [ (z;)L; € R[X] vérifie V0 € [1,K], P (x¢) = > f(xj) 00 = f (x0)
i=1 '

J

K
X—z;
On aurait pu poser L; = | | L mais cela ne semble pas étre dans Uesprit du sujet.
! Ty — :Uj
J=1
J#

On procéde par récurrence bornée.
L'initialisation est obtenu par Q7, qui nous donne K réels z; < --- < zx de [0, 1] en lesquels £ —P©) ’annule.

Pour I'héréditeé : soit k € [0, K — 2] tel qu’il existe au moins K — k réels distincts que je note y; < -+ < yg_x
de [0,1] en lesquels la fonction f*) — P®*) gannule.

Soit j € [1,K — k]. On a f*) — P(*) est dérivable sur [y;, yj+1] et f(y;) = f (yj41)-

Rolle nous fournit alors z; € Jy;, yj+1[ tel que (fE+D) — PG+ (2;) = 0.

Comme y; < 21 < Y2 < 22+ < Yk—p-1 < 2K—k—1 < YK—k, on a obtenu K — k —1 = K — (k + 1) points
d’annulation de f*+1) — P+ Ce que Ion voulait.

On peut conclure la récurrence : pour tout k € [0, K — 1],

‘il existe au moins K — k réels distincts de [0, 1] en lesquels la fonction f*) — P*) g’annule

. Soit k € [0,K —1]. On a f® — P(®) ¢ ¢¥=k([0,1],R) c C* ([0, 1], R).

On peut appliquer Q1 pour 2} € [0,1] :

Hﬂm_P@wng(ﬂ@_Pwa +| (59 = ) @)

oo

Je choisis z] € [0,1] tel que (f(k) — P(k)) (}) =0, ce qui est possible selon Q8 car K — k > 1.
On en déduit 'inégalité | || f®) — PW||_ < || fE+HD) — p+D)||
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Q 10. Par croissance de la suite (Hf(k) —p) Hoo) (selon Q9), et comme P) =0 car deg(P) < K — 1, alors :

0<k<K

wetoac-i - s -]~ ]
Par inégalité triangulaire, on a donc Vk € [0, K — 1] Hf (k) H Hf(K) HOO + HP(’“) Hoo Ainsi
et o] < o]+ X [p],
i=0
En utilisant Q7, on a
vie[o,K-1] - HZ ferd| <Y1l L] < (m@ HL?’Hoo) S 1G]
=1 0o =1 —

K-1

E tC= HLQW‘ i ne dépend que de z, ..., :

n posant C Z(féljaé( il ) au ne dépend que de x; TK, ON &
P

VEk € [0,K — 1],

F® <[]+ O3 17w
/=1

On trouveé ’une constante C > 0 pour laquelle I'inégalité d’interpolation (I.1) est vériﬁée‘

IT Dérivation C* pour les séries de fonctions

II.A - Enoncé général

Q 11. Soit k € [0,K — 1]. Q10 nous donne C > 0 tel que :

K
wmen, [0 <|#0]_+ X il
(=1
(K)H et Z | frn(ze)| (1 < ¢ < K) sont convergentes selon (H1) et (H2)
donc la série Z ( FK) H +C Z | fn (e |> converge par linéarité
n=0

Par comparaison de séries & termes positifs, la série E H f,(f”) H converge.
n=0 o

d’ou |la série fr(Lk) converge normalement sur [0, 1] | par définition.
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0,1 — [a, b]
t — (I—t)a+tb "~
De sorte que o est continue strictement croissante sur Uintervalle [0, 1] telle que 0(0) = a et o(1) = b.

Q 12. Je définis la fonction o : {

Ainsi o est bijective de [0, 1] vers [a, b].
Je pose pour n €N, g, = f, 00 et pour £ € [1,K], yo = 0~ (z¢). De sorte que g,(Lk) (ye) = (b — a)kﬁ(lk) (xp).
Comme o est affine, g, est de classe C¥ de dérivées : Vk € [0, K], g,gk) =(b— a)kf,gk) oo.

Soit h : [a,b] — R une fonction bornée. Je note ||h||oc o) = sup |h(t)]-
te(a,b]

On remarque que comme o est bijective que : {|h(t)| |t € [a,b]} = {|h(c(x))| |z € [0,1] }.
Ainsi (2]l = 150 7loo o) = 15 0 7llos- Do

vneN, Yk € [0,K], |9 ]lcc = 10— @)* £ o 0} = (0 = )" £ oo sy

1

WHQSC)HOO (%)-

donc Vn € N, VEk € [0, K], Hfék)Hoo,[a,b] =

On vérifie maintenant les hypothéses pour utiliser Q11 :

— y1 < -+ < yk sont des réels distincts de l'intervalle [0, 1] car 0! est également strictement croissante.

— (gn) est une suite de fonctions de classe C¥ sur [0, 1] vérifiant les deux hypothéses :

(H1) la série de fonctions ) g,gK) converge normalement sur [a, b] ;
car 3 [|g%|| converge selon (x) et car 3 |’f’r(LK)HOO,[a7b] converge.

(H2) pour tout £ € [1,K] la série numérique > gn (ye) = > fn (x¢) est absolument convergente.

Ainsi la série ) ggk) converge normalement sur [0, 1], pour tout k € [0,K — 1].

D’ou pour ) ”f’r(Lk)HOO’[mH converge pour tout k € [0, K — 1] en utilisant ()

d’ou |la série ) fT(Lk) converge normalement sur [a, b], pour tout k € [0,K — 1]

Q 13. (i) Pour tout n € N, la fonction f, est de classe CX sur [a, b].
(i) Soit k € [0,K —1].
La série de fonction ) f,sk) converge normalement donc simplement sur [a, b] selon Q12 de somme Fy.

(ii) La série de fonction ) fT(LK) converge normalement donc uniformément sur [a, b] de somme F.
Avec (i), (ii) et (iii), par théoréme de cours :

Fo est de classe C¥ sur [a, b] et F((]k) = Fj, pour tout k € [1,K]

II.B - Application sur un exemple
Q 14. Soit n € N*.

Existence : La fonction z —s (—1)"27"%" est continue par théoréme généraux sur Dintervalle ]0, +o00[ .
Le théoréme fondamental nous fournit alors une primitive sur |0, +00[ qui y est donc continue.
Cette primitive admet donc une primitive g, vérifiant donc Va > 0, ¢”(z) = (—1)"2~"=*

Je considére alors la fonction affine h,, telle que hy (1) = gn(1) et hn(2) = gn(2) et je pose fr, = gn — hn

Alors f,, est de classe f, € C2(]0,4o00]) vérifiant f,,(1) =0, fn(2) =0 et Va > 0, f/(z) = (—1)"2~ "’
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Unicité : On note f, et g, vérifiant la condition voulue et je note d, = fr, — gn.
On a alors d,, € C?(]0,+oo[) vérifiant d,, (1) = 0, d,(2) = 0 et YV > 0, d”(z) = 0.
Donc d,, est polynomiale de degré < 1 avec au moins deux racines, d’oit d, =0

Ainsi f,, = gn ce qui prouve l'unicité.

2

Tl existe une unique fonction f,, € C2(]0, +o0[) vérifiant f,(1) =0, f,(2) = 0 et Vo > 0, f/(x) = (—1)"27"™*

Q 15. Soit [«, 5] un segment de |0, +oo].
Je pose a = min(a, 1) et b = max(j3,1).
On veut appliquer IT.A sur le segment [a,b] avec K =2 :

— 1 < 2 sont des réels distincts de [a, 0] ;

— (fn)n>1 est une suite de fonctions de classe C? sur [a,b] vérifiant les deux hypothéses :

(H1) La série ) f7g2) converge normalement sur [a, b] car
n=>1

Vz € [a,b],

f7(LZ) (.T) ‘ < 27na2

et car la série géométrique ) 2714 converge car 27 € [0,1].
n>1

(H2) pour tout £ € {1,2}, la série > f, (x¢) converge absolument car ¥n € N*, f,, (x¢) =0

n>1
Ainsi pour tout i € [0,2], > fff) converge normalement sur [a,b] de somme F qui est de classe C? sur [a, b]
. +o00o .
vérifiant Vo € [a,b], FO(z) = 3 fr(f) ().
n=1

Comme c’est valable sur [a, b], c’est valable sur [«, 8] et donc

la série de fonctions > f,, converge normalement sur tout segment inclus dans ]0,+oo[ et F est de classe C2

car F est de classe C? au voisinage de tout point de 0, 4+oc].

(-nt2—=* 1
14272 142
Q 16. On définit G : ¢t — F(¢t + 1) sur [0, 1] qui est de classe C? car F Pest sur [1,2].

D’apres Q10 (ou Q5), comme 0 < 1 dans [0, 1], alors il existe C > 0 indépendant de G tel que

Q 16. Par somme géométrique : | F”(z) =

1Glloe < 1G"loo + C(IG(0)] +[G(1)])
orona G(0) =F(1) =) fu(1) =0 et de méme G(1) =0
n=1

d’ot ||Gl|eo € ||G”||0o- Par ailleurs, on a

-1
" . ! J—
Vi€ 0.1], Q'(0) = F(t4+1) = T
don vt e [0,1], |67 (1) = —— <L 1 g
Y 1420407 = 14 204D — 37
1
vt € [0,1], 1G] < 1Glloo < 1G"loo < 3

D'ou |Vz € [1,2], |F(x)| = |G(z — 1)| <

Wl
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IIT Convergence d’une série aléatoire de Radem

acher

IIT.A - Construction de la suite (¢(j));en et majoration de P (A;)

+oo

Q 18. Comme la série Y a2 converge, la suite des restes converges vers 0 : Y. a2 —— 0.

Soit j € N. Cela nous fournit ¥(j) € N tel que

n=p p——+00

+oo

1

VEEN, k>9(j) =) ap < g
n=p

On construit alors ¢ par :

©(0) = 1(0) et la relation de récurrence : Vn € N*, ¢(n) = 1 + max{¢(n), #(0),...,¢(n —1)}

+oo
Ainsi | la suite ¢ est bien strictement croissante et Vj € N, ooa2 <k

n>¢(j)

1
87

Q 19. Chaque X,, admet un moment d’ordre 2 car bornée

d’ou par linéarité, les S,, admettent un moment d’ordre 2.
#(j+1)
Ona Sy —Spy = 2. anXn.
n=¢(j)+1

Pour n € N, on a E(X,,) =0 et V(X,,) = E(X2) - E(X,,)2=E(1) - 0* =1

Par linéarité, on a :
P(j+1)

E (S — Sei)) = D, anE(Xn) =0

n=¢(j)+1

Comme les X,, sont deux & deux indépendants, il en est de méme des a,X,, par le lemme des coalitions.

é(j+1)

n=9(j)+1

On a donc s
j+1
V(Sei+1) = Sen) = . Vi@Xn)= > aV(Xy)
—6()+1
o O
Ainsi | E (S(j41) — Se(j)) = 0 et V(Sp(41) — Se(j)) = ¢(Z)+1a"
n=6(j

Q 20. On utilise Iinégalité de Pafnouty et de Jules-Irénée, avec 277 > 0 :

P (|Sp(+1) — Se() — E (Sej+1) — Se))| = 277) <

donc selon Q19 : ‘
P (So(+1) = Son| =2 27) <

V (Spi+1) — So()
(2-9)?

Ainsi par définition de A; et avec Q18, on a|la majoration P (A;) <277
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II1.B - Inégalité maximale de Lévy P (B;) < 2P (A;)
Q 21. Soit j € N.
D Soit m € [¢(5) +1,6(j + 1)]. On remarque que

d(3+1) S
Bi= U {ISn—Ss| >27} et Bim={|Sm—Se(n| > 27} V| [ {ISn—Sep| <27}
n=¢(j)+1 n=¢(5)

d’ou Bj,, C B;. D’ou

U Bj,m C Bj
o(7)<m<P(5+1)

IN

Soit w € Bj.
Alors Iensemble {n € [¢(j) + 1,0(j + 1)] | |Sn(w) — Sg(j)(w)| > 277 } est une partie non vide de N majo-
rée par ¢(j + 1). Cet ensemble admet donc un maximum que je note m de sorte que

m € [p(j) +1,6(j +1)] et Vne[p(),m—1], [Sn(w)—Sey(w)| < 277

Ainsi w € U Bjm- On a prouvé :
#(j)<m<o(j+1)

Bj C U Bj,m
o(j)<m<d(5+1)

disjoints deux a deux : Soit m,m’ € N tels que ¢(j) <m <m/ < ¢(j +1).

On a alors ‘ ‘
Bjm C {[Sm = Sa(| > 277} et Bjm € {[Sm —Se(| <277}
D’ou
Bjm [ Bjms =0
Ainsi | les événements B; ,,,, pour m parcourant [¢(j) 4+ 1, ¢(j + 1)], sont disjoints deux a deux
et on a I’égalité d’événements |B; = U Bjm
$(7)<m<P(j+1)

Q 22. A T'aide de 'expression de B; (Q21), on a :
Aj = {[Se(+1) = Se(n| > 277} C B,

donc & I’aide du résultat précédent

Aj = Aj N Bj = U (A] N Bj,m)
B(J)<m<(j+1)
6(j+1)
Comme la réunion est disjointe (Q21), on a bien la formule |[P(A;) = > P(A;NBjn)
m=¢(j)+1
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) (3 +1) m )
Q 23. Soit a € R. On a {’aS¢(j+1) —aSy, + Sy — S¢(j)‘ > 2_]} = { a Y, Xpan+ D Xpap| > 2_3}
n=m-+1 n=¢(j)+1
et Bj, = > Xnan > 277 > Xpan| <277 car Yoo Xpan| <2775 =0Q
n=¢(j)+ ¢(J +1 n=¢(j)+1
On peut alors trouver une partie E, de { 1 1}¢ )=20) tel que

{[eSg(i+1) = @Sm + Sm = Seiy| > 277} NBjm = { (Xgiy41: -+ Xo(j+1)) € E}

Soit e = (6(15(j)+1’ ey 6(15(j+1)) c {—17 1}¢(]+1)_¢(3)
Par ailleurs, par indépendance mutuelle des X;, on a

o(j+1)
1 1
P ({ (Xoe1:- 0 Xog1)) = €}) = (;% PUXi = ed) = 5579 ~ {1, 130090
Ainsi le vecteur (X¢(j)+1, . aXd>(j+1)) suit la loi uniforme sur {—1,1}?U+D=90) Doy

Eq|
P ({(Xogy+15- -2 X)) € Ea}) = (=1, 1}6U+D—40)]

d'on 20UFD=UP ({|aSy(;11) — aSm + Sm — Se(j)| > 277} N Bjm) = [Ea
Ainsi | la fonction o — 20U+ —¢0)p ({}aS(b(jH) —aS,, + Sy, — Sqﬁ(]‘)‘ > 2*9'} N Bj7m) est & valeurs dans N

Par ailleurs, on remarque que
(€¢(j)+1’ e Cmy Emt1y ey 6¢(j+1)) S Ea <~ (€¢(j)+1, e Cmy —Cm4ly - —€¢(j+1)) S Efa

Ainsi Iapplication (e¢(j)+1, B O <L I e¢(j+1)) € Ey — (e¢(j)+1, e By — €ty ey —e¢(j+1)) € E_,
est bijective.

D'ou |Eq| = |E_q| d’ou ’1& fonction & valeurs entiéres est paire‘

Q 24. Soit m € [¢(j) + 1,¢(j + 1)]. Soit w € Bj,,. On a alors |Sm(w) - S¢(j)(w)‘ > 277,
Si Sg(j41)(w) — Sy (w) est du méme signe de que Sy, (w) — Sg(;)(w) alors :
’1 . S¢(j+1)(w) —1- Sm(w) + Sm(w) — S¢(j) (w)‘ > 27
Sinon on a : [(=1) - Sy(jt1)(w) = (=1) - S (w) + Sim(w) — Sy (w)| > 279.

On a ainsi prouvé que :

Bim € |J  {|aSe+1) = aSm +Sm — Se(| > 277}

ac{-1,1}
Ainsi Bjm C {U ﬁﬂa%@Hrﬂﬁm+Sm—3mﬂ>2ﬁ}ﬂBmJ
ac{-1,1
Avec Q21, on obtient
B; C U (Hﬂs¢o+n'—asm‘%sm‘—s¢oﬂ3>2_j}r13mm)
ac{-1,1}
¢(F)+1<m<e(j+1)

Selon les termes étranges de ’énoncé, on montré que :
si I’événement B; se réalise, alors il existe m € [¢(j) + 1,6(j +1)] et a € {—1,+1} tels que

I’événement {‘aS¢(j+1) —aSy, + Sy — S¢(j)| > 2_j} N Bjm se réalise également
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Q 25. En utilisant I'inclusion de la question précédente, la formule de Boole donne :

PBI< > P({aSn — aSm+Sm —Sug| > 27} Bim)
ac{-1,1
¢(j)+16<{m<¢%j+1)

En utilisant la parité de la fonction de Q23, on a (en gardant o = 1) :

S(j+1) | S(i+1)
P(Bj)<2 ) P ({\S¢>(J’+1) —Ssp| > 27} ﬂBJ,m) =2 ) P (AJ ﬂBj,m)
m=¢(4)+1 m=¢(j)+1

A T'aide de Q22, on conclut que |P (B;) < 2P (A;)

II1.C - Convergence de la série aléatoire ) X,a,

Q 26. Soit J € N. On utilise & nouveau la formule de Boole puis Q25 et enfin Q20, par calcul dans [0, +00], on a :
+oo +oo +00 A
OSP | JBj | <D P®B))<2) P(A) <2) 277 =277+
> = = =
Par théoréme des gendarmes, on a :

P{UJB;| ——0

) J—+00
j=J

La suite d’événements 1B est décroissante pour l'inclusion.
32377 ) 3en b

Ainsi par continuité décroissante, on a

P UBj —P N UBj = P(B)
§=J JENj=J

L’unicité de la limite nous donne 1’égalité |P(B) = 0

Q 27. On a I’égalité entre les événements :

{weQ|3IeN, Vji=J, Vnels)+ 1,60+ 1),

1

¢ $(j+1) | -
UN U {sn—Spl <27} =J[)B;=B
JEN j>J n=¢(j)+1 JEN j=J

Comme P (E) =1—P(B), on peut conclure avec Q26 et les termes du poéte (zeugma) :

Pévenement {3J €N, Vj>J, Vne [¢(j)+1,0( + 1)], ‘Sn - S¢>(j)‘ < 2_j} se réalise avec probabilité 1
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Q 28. Soit w € B. Cela nous fournit J € N tel que
Vi > J, Vn € [6(j) + 1,00 + D], [Sn(w) = Se((w)| <277

Par conséquent, on a :
vy =,

Sa(+1) (@) = Sy (w)] < 277

Par comparaison a la série géométrique » 277 & termes positifs convergente,
la série ) | ‘S¢(j+1)(w) - S¢(j)(w)| converge

Dot la série Y (Sp(j+1)(w) — Sg(j)(w)) converge absolument donc converge

Ainsi la suite (Sy(j)(w)) ,_ converge (série télescopique)

jeN
Dion w € { la suite (SCP(J'))jeN est convergente }

On a montré que B C { la suite (S¢(j))jeN est convergente }

Avec Q27 : « ’événement » { la suite (S¢(j))j€N est convergente } a également une probabilité 1

On n’a pas montré que cet ensemble était un événement et ce point n’est pas un attendu de ce sujet. Faisable
mais pas facilement sans indication.
Q 29. Soit w € B. 1l ’agit d’établir que la suite de sommes partielles (S, (w)),,s, converge.
On sait que la suite (S¢(j) (w))jeN est convergente d’aprés la question précédente.
L’égalité de B et de I’événement de Q27, nous fournit J € N tel que

vizJ, Ve () +1,00G + DI,

Sn(w) — S¢(j) (w)‘ < 277

Soit n > ¢(0) + 1. Comme ¢ est une suite strictement croissante d’entiers naturels selon Q18,
On peut alors poser j, = max{j € N |¢(j) + 1 < n} (partie majorée non vide de N)

On a ainsi ¢(jn) + 1 < n < @(jn + 1) + 1 donc n € [o(jn) + 1, 0(jn + 1)].

On montre facilement que (j,) est croissante non majorée ainsi

G —— 400
n—-+0o0o

On n’est pas obligé de détailler autant pour jy.
Cela nous fournit N > ¢(0) + 1 tel que jx = J. Soit alors n > N. On a

Sn(w) = S¢(jn)(w) + Sn(w) — S¢(jn)(w)

Comme 2 m 07 a‘lors Sn(w) S¢(]n)(w) n——+oo 0

Par somme de suites convergentes, la suite de sommes partielles (Sp(w)),,~, converge

On peut conclure que ’ « l'événement » { la série Y X, a, est convergente } a une probabilité 1

IV Dérivation C* pour des séries aléatoires de fonctions

Q 30. On considére une série de réels ) a, absolument convergente.

AN 42 2 —
On a alors |ay,| PR 0, d'ot a;, = |ay| oo © (lan])-

Ainsi par comparaison de séries & termes positifs, la série - a2 converge
I'hypothese (H2) implique (H2’)

Cela permet d’établir que
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Q 31. Soit £ € [1,K]. La suite réelle (fy, (z¢)),cy est telle que la série ) f, (z¢)? converge.
En appliquant la partie IIT (Q29), ’événement { la série > X, f,, (xz¢) est convergente } est de probabilité 1.

Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque sir étant un événement presque str, on conclut
que :

K
I’éveénement ﬂ { la série ZX” fn (xp) est convergente } a une probabilité 1
(=1

Q 32. Soit w € Q.
Pour n € N. Je note g, = X, (w) (fr, — Pn).

On a P, € CX(]0,1]) et PX = 0car P, € Ri-1[X].
Ainsi g, € CK([0,1]) et ¥k € [LK], ¢ = Xn(w) (fo — Pn)® et ¢ = X, (w) £,

Ainsi comme X, (w) € {—1,1}, on a Hg,(LK)H = Hﬂ(lK)H (fonctions continues sur un segment).
oo o

Comme la série de fonctions ) féK) converge normalement sur [0, 1],
7, =<
oo

d’ou la série de fonctions ggK

alors la série ) ‘ gglK) H converge
[e.e]

)

converge normalement sur [0, 1].

Ainsi la suite (g,,) vérifie 'hypothése (H1) de la sous-partie IIA.

Pour tout ¢ € [1,K], on a convergence absolue de > g, (x¢) car Yn € N, g, (x¢) = f, (x¢) — P (z¢) = 0.
Ainsi la suite (g,,) vérifie 'hypothése (H2) de la sous-partie ITA.
On en déduit avec Q11 et Q13 que
— pour tout k € [0,K], la série de fonctions ) g%k) converge normalement donc uniformément sur [0, 1];
+0o0
— la fonction somme G : z — Zgn(a:) est de classe C¥ sur [0,1];

n=0

—+o0
— pour tout k € [0,K], GH g Zgﬁf“)(x)

n=0

On en déduit que I’événement qui suit ’est certain donc de probabilité 1|:

pour tout k € [0,K], la série de fonctions 3> X, (fn — Pp)*) est uniformément convergente sur [0, 1],

400
la fonction > X, (fn, — Py) est de classe CK,

n=0

oo (k) +o0
pour tout k € [0, K], (Z X (frn — Pn)) = > Xn(fu— Pn)(k)
n=0 n=0

Q 33. Il nous suffit de montrer que U'intersection des événements des 31 et 32 est inclus dans celui proposé dans
cette question. On se donne donc w € 2 tel que

pour tout £ € [1,K], la série réelle Z X (w) fru(xg) converge

et tel que w est dans ’événement de la question 32 (ce qui, en réalité, est toujours vérifié).

On pose g, = X,,(w) fy, et, en adoptant les mémes notations que dans la question précédente, on remarque que

In = Xn(w)Pp + Xy (W) (f — Pn)
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- Par choix de w, X,,(w)(f — Py,) est le terme général d’une série qui converge uniformément sur [0, 1] ainsi
que toutes ses dérivées jusqu’a lordre K. De plus, la somme de la série est de classe CX et on obtient ses
dérivées en dérivant terme & terme.

- On veut maintenant obtenir la méme propriété pour la série de fonctions de terme général Q,, = X, (w)P,,.

Montrons que 'on peut appliquer le théoréme de régularité des sommes de séries de fonctions.
K
(i) En utilisant les notations de la question 7, on a Q, = > X,(w)fn(z;)L; qui définit une fonction
j=1
(polynomiale de degré < K — 1) de classe CX et

K
vk € [0,K], QW = 3 X (w) fu 1L
j=1

(ii) Comme les séries > X,,(w) fn(x¢) convergent, alors pour tout k € [0, K], la série de fonctions Q,(lk)
converge simplement sur [0, 1].

(iii) ) = 0 est le terme général d'une série qui converge uniformément sur [0, 1].

(o)

Avec (i), (i) et (iii), le théoréme du cours s’applique, on obtient que z + Y. Q,(z) est de classe C¥ sur
n=0

[0, 1], que ses dérivées s’obtiennent en dérivant terme & terme ET que toutes les séries dérivées intermé-

diaires convergent uniformément sur [0, 1]. (cerise sur le gateau du théoréme)

On en déduit alors que la méme propriété est vraie pour g, et on a montré que

ll’événement proposé est presque sﬁr‘

Q 34. Soit K € N*. (& déterminer)
On considére des réels distincts z1 < -+ < ok de [0, 1].
Soit £ € [1,K] tel que z¢ # 0. Quand n — 400, on a ¢ — 0 donc sin (%) ~ 7t
Ainsi fp(z¢) =In (1 +sin (%)) ~sin (%) ~ 2
D’ou fn(iré)z ~ ng
Par comparaison de séries & termes positifs la série > f,,(z¢)? converge et ceci est valable si 2y = 0
Les fonctions f, sont de classe C* par théorémes généraux.
donc la série de fonctions 3 f,, de classe C¥ sur [0, 1] vérifie I'hypothése (H2).
Pour vérifier 'hypothése (H1), il suffit de trouver I'exemple d’'un K € N* tel que la série de fonctions > féK)
converge normalement sur [0, 1].
) 1 cos (%)
(

L)) " n 14sin (2)

n

Soit x € [0,1]. On a f)(x) =

=L z 2(x o . x .. 9
done fi(a) = £ 2 G) LA (p)) 2o (3) _ —tsin(z) 4o {
" (1+Sm( )) n (1—|—sm
1osin(G 4L _ 2
n? (1 +sin (£))?

or la série 2 converge donc la série de fonctions " converge normalement sur [0, 1].
n2 n 5

vz € [0,1], Vn e N*, |f)(z)| =

Ainsi ’pour K = 2, I'événement précédent se réalise‘ avec les fonctions f,, définies par :

fo=0
{ fa(z) =In(1+sin (%)) Vne Nt Vzel0,1]

On peut remarquer que la série numérique ) f(z) diverge pour tout = €10, 1].
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