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y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

“ ANALYSE : EXERCICES 1 A 58

Exercice 1: Analyse
On note E I'espace vectoriel des applications continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Onpose VfeE, lflew= sup |f()]etlfl :f [flde.
t€[0,1] 0

1. Les normes | - || et || - [|; sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit £ de la norme | - |-

(a) Soit u: Prouver que u est une application continue sur E.

f - fo
(b) On pose F={feE, f(0)=0}. Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme | - ||co-
3. Dans cette question, on munit £ de la norme | - |;.

. 1
. 01 - R nx Sio<x< —
Soit ¢: On pose VneIN*, f,(x) = 1 n
X - 1 1 si—<x<1

n

(a) Soit ne IN*. Calculer || f;, - |-
(b) On pose F={feE, f(0)=0}.On note F 'adhérence de F.
Prouver que ce F. F est-elle une partie fermée de E pour la norme ||-||; ?

1
1. Soit, pour ne N, f: x— x™. Alors || fullco =1 €t |l fnllh :f t"dt= ——— 0. On ne peut donc pas avoir de
0

n+1 n—+oo

a>0telque | loo < all-l7 : ‘ les normes ne sont pas équivalentes.

2. (a) Le morphisme d’évaluation u est linéaire sur E.

De plus, si fe E, [u(N|=|fO)]<1x | ]l donc‘ u est une application continue sur (E, lIlleo).

(b) On remarque que F = u~1 ({0} avec u continue sur E et {0} ouvert de R, donc | F est fermée pour | - [loo.

On peut aussi prendre (fu), € FY une suite de fonctions nulles en 0 convergeant uniformément
vers une fonction f e E. Comme la convergence uniforme enfraine la convergence simple, on a
alors f,(0) =0 f(0) donc f(0) =0 ce qui indique que f e F. Par caractérisation séquentielle,

n—+oo

‘ F est un fermé de (E, ||lloo)- ‘
3. (a) Soit neIN*,

1/
a-np2|""

1/n 1 1/n
—cll; = |nt—1|dt+f |1—1|dt=f (I1-ntdt=
Il = [, i “on

1
don| [ fa-cf =

(b) D’apres la question précédente, || f;, —cll; — 0 donc ¢ est limite de la suite (f)n € FN pour la norme |- |;.
Par caractérisation séquentielle de I'adhérence,

Mais c1)#0donc c¢ F et F g? donc | F n'est pas fermée pour |- ||;.
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J. Larochette VERSION DU 5 MARS 2025

Exercice 2: Analyse

3x+7

(x+1)2°

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type 1-r,r[ (ol r > 0).

Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.

On pose f(x) =

3. (a) Soit Y a,x" une série entiére de rayon R > 0.
+o0
On pose, pour tout xe]-R,R[, g(x) = ) anx".
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a;, en fonction de 2P 0).
(b) En déduire le développement limité de f & I'ordre 3 au voisinage de 0.

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve | f(x) = % + ﬁ.
X

2. D’aprés le cours, x— —— et x— sont développables en série entiere a I'origine.
X

+1 (x+1)2

+00 +
De plus,ona Vxe]-1,1[, S Y ~1"x" et = fo(—l)’HInJc”‘1 (obtenu par dérivation du dévelop-
1+x /= (1+x)?  p=1

pement précédent). On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de deux
fonctions développables en série entiere. Et

+00 +00
Vxel-L1[, f0) =3 D"x"+4 ) (1" (n+1x".
n=0 n=0

+00
C'est-a-dire | Yxe]-1,1[, f(x) = ) (-D"@n+7)x".
n=0

Notons D le domaine de validité du développement en série entiere de f. D'aprés ce qui précéde, 1-1,1[ < D.

Notons R le rayon de convergence de la série entiére ) (-1)"(4n+7)x". D'aprés ce qui précéde R > 1.

Posons, pour tout entier naturel n, a, = (-1)"(4n+7).

Pour x=1etx=-1, |ayx"| +oodonc ) (-1)"(4n+7)x" diverge grossierement et ainsi R<1,1¢ D et -1¢ D.

n—+oo
On en déduit que m

+00
3. (a) Soit )" axx" une série entiére de rayon R > 0. On pose, pour fout xe]-R,R[, g(x) = Y_ anx".
n=0

D’aprés le cours, g est de classe € sur |-R, R[, et

+00
VpelN, Vxe]-R,R|, g(p)(x): Z nn-1)..n—p+1)a,x"P.

n=p
Ainsi, pour fout peIN, g (0) = plap (tous les fermes pour n > p sont nuls). C’est-a-dire, pour tout p e IN,
g(p) (0)
dp = N o
p:

(b) f est de classe €3 sur1-1,1[. Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0,

3 (p)
3P0, (s
f(x)—Z—p! X +o(x)

p=0

Or, d’apres les questions précédentes, pour tout entier p,

)
f—'(o) =(-)P@p+7).

3
Ainsi, au voisinage de 0, | f(x) = Y. (-DPUp+7xP +0(x*) = f(0 =7 11x+15x2 ~ 19x° + o (%),
p=0
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Exercice 3: Analyse

1.

1 . o .
On pose g(x) =e?* et h(x) = Tox Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et 1

sur leurs ensembles de définitions respectifs.

2x

€
On pose f(x) = 1%’

déterminer, pour tout entier naturel » et pour tout x e R\ {-1}, la valeur de f ™M (x).

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n€ d’un produit de fonctions,

Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

. g est de classe € sur R et h est de classe € sur R\ {—1}. On prouve, par récurrence, que

-1k

vxeR, g®x) =2ke2* et vxeR\{-1}, i ()= —2 .
X g (x) e X -1} (x) T gk

. g et h sont de classe € sur R\{-1} donc, d’aprés la formule de Leibniz, f est de classe € sur R\{-1} et

VxeR\{-1},

kon—k
nle?* (-D72

k 1+x)k+1 &y (n—i)N1 + )k

) S O I Y .
k=0

k=0

n)zn—ker (_l)kk! _

Notons 22(n) la propriété «Si f: I — R et g: I — R sont n fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et

n

vxel, (f9™w =) (Z)f("‘k) 0g® ).
k=0

Prouvons que 22(n) est vraie par récurrence sur ne IN.

m 22(0) et 22(1) sont vraies (dérivée d’un produit).
m Soit n >0 tel que 2 (n) est vraie. Soit f: I - R et g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.
Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n
fonction fg I'est aussiavec Vxe I, (f9) ™ (x) = ) (Z)f("‘k) xg® (%),
k=0
Pour tout k € [0, n], les fonctions (=% et gk sont dérivables sur I donc par opérations sur les fonctions
dérivables, la fonction (fg)™ est encore dérivable sur I. Ainsi la fonction fg est (n+1) fois dérivable et

n
Vel (f9™ V=Y (Z (f(n+1—k)(x)g(k)(x)+f(n—k)(x)g(k+1)(x)).

k=0

En décomposant la sommme en deux et en procédant & un décalage d’indice sur la deuxieme somme,

on obtient
(n+1) TR 1K) o ) e[ 1) 1R )
vxel, (fg) =Y | |f g™+ Y, f (x) 8" (x).
k=o\k = (k-1
n+1
@S (n+1) (4 — n n (n+1-k) k) ny_[n_
C’est-a-dire (fg)"*V (x) kgo((k) + (k—l))f g™ x) avec (_1) (n+1) 0.

Or, en utilisant la formule de Pascal, on a (’IZ) + (kf 1) _ (n;: 1).

P (n+1) _ ntlin+1 (n+1-k) (k)
On en déduit que (fg) =) N f g™ (x).
k=0

Donc 22(n+1) est vraie, ce qui établit la récurrence.
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Exercice 4 : Analyse
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f:[a,b] — R et soit xq €]a, b|.
On suppose que f est continue sur [4, b] et que f est dérivable sur 4, xq[ et sur ] xg, bl.
Démontrer que, si /' admet une limite finie en x,, alors f est dérivable en x; et f(xy) = Jim f(x).
—X0
3. Prouver que I'implication : (f est dérivable en xy) = (f’ admet une limite finie en x;) est fausse.

Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = x?sin < six#0 et g(0)=0.

Soit f:[a, b] — R. On suppose que
H1 f est continue sur [a, b
H2 f est dérivable sur ]a, bl.
Alors Acela, bl tel que f(b) - f(a) = f'(c)(b- a).

2. On suppose que f'(x) l.

X— X0
Soit h #0 tel que xy+ h € [a, b].

En appliquant le théoréme des accroissements finis, & la fonction f, entre xy et xg + h, on peut affirmer qu’il
existe ¢j, strictement compris entre xy et xp + h fel que

flxo+h) — f(xo) = f(cp)h
Quand h— 0 (avec h #0), on a, par encadrement, ¢;, — xo. Donc

f o+ h) = f(xo0) - e

h X—Xo

flx)=¢.

On en déduit que | f est dérivable en xy et f(xq) = ¢. ‘

3. La fonction g proposée dans I'indication est dérivable sur ]—oo,0[ €t 10, +oo[ par opérations.

g est également dérivable en 0 si x #0, g(x) = x x xsin(i) =o(x) est un DL;(0) de g donc | g est dérivable en 0
——

_;0
x—0

et g'(0) =o0.

Aufre argument possible : @ = hsi (l)

n 7 iy 0 car le sinus est borné.

-0

Cependant,
v xeR\{0}, g'(x) =2xsin (l) —cos (l)
X X

. (1 . . . 1) ., o 1 »
avec 2xsin | — —0»ocorlesmuses’rbome,mous;c—»cos — | n"admet pas de limite en 0 car cos ﬁ =(-D".
X)) x— X nim)-

Donc‘ g’ n’a pas de limite en 0.
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V LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Exercice 5: Analyse
Exercice 6 : Analyse
Exercice 7 : Analyse
Exercice 8: Analyse
Exercice 9 : Analyse

Exercice 10: Analyse
iy ne* +xe "
On pose f; (x) = (x“+1) —

1. Démontrer que la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur [0, 1].
ne* + xe™*

1
2. Calculer la limite lorsque n — +oo de f (xz + 1] ———dx.
0

1. Pour x €1[0,1], fu(x) (x2 +1)e* : la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers f: x — (x2 + 1)e* sur

[0,11. On a

n—+oo

(e —eM)

vxe 0,11, [fu0 - F)| = |62+ D2

2
< —equi ne dépend pas de x.
n+x n

2 -
donc ||fn—f||oo<7e—»0pws | fn— flloo — 0 €t donc

’ la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur [0,1].

2. HI1 Toutesless f;, sont contfinues sur [0,1];
H2 (f,) converge uniformément sur le segment [0,1].
On peut intervertir limite et intégrale :

L ne* + xe™* L
f (x%+1) dx / (x? + e*dx.
0 n+x n—+oo Jo

1
En effectuant deux intégrations par parties, on trouve f (x®>+1)e*dx=2e-3.
0

Exercice 11: Analyse

Exercice 12: Analyse
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Exercice 13: Analyse

1.

Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’'une partie compacte d’un espace vectoriel
normé.

. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.
. Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace.

Indication : On pourra raisonner par I’absurde.

. On se place sur E = R[X] muni de la norme | - ||; définie pour tout polynébme P=ag+ a1 X +....+ a, X" de E par:
n

1Pl =) lal.
i=0

(a) Justifier que S(0,1) = {P e R[X], ||Pl; =1} est une partie fermée et bornée de E.
(b) Calculer | X" - x™|, pour m et n entiers naturels distincts.
5(0,1) est-elle une partie compacte de E? Justifier.

1. Une partie K de E est compacte si foute suite d’éléments de K a au moins une valeur d’adhérence dans K.

e

Soit K compacte et (x;) e € kN une suite convergente vers x € E. Par compacité, (x,,), posséde au moins
une valeur d’adhérence dans K. Or, par extraction, cette valeur d’adhérence vaut nécessairement x, qui
est donc dans K.

Par caractérisation séquentielle, | K est fermée.

. Supposons que K ne soit pas bornée.

Alors, pour tout ne N, on peut frouver x; € K tel que |x,ll > n (car K ¢ B(0g, n)).

La suite (xp) e € kN telle que [x,l — +o0o a une valeur d’adhérence dans K alors que (Ix,l), Ne peut en
avoir : ¢’est contradictoire.

() ‘ S(0,1) est une partie fermée ‘ en fant qu’image réciproque du fermé {1} par I'application continue ||-II;

(elle est 1-lipschitzienne par inégalité triangulaire) et car par définition, pour tout P € S(0,1),
IPlly =1.

(©) ‘Si n#m, ||X”—X’”||1:2.‘

Supposons que la suite (X", . € SO, DX ait une valeur d’adhérence : on a ¢ : IN — N strictement crois-
sante telle que (X‘/’(”)]n converge pour ||-I;. Mais alors x®( — x®(n+1) Ul 0.

n—+oo

Or ¢(n) < p(n+1) donc HX‘P‘”) — SR, “1 =240, ce qui est contradictoire.

Ainsi,‘ S(0,1) n’est pas une partie compacte de E.
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Exercice 14: Analyse

1.

Soit a et b deux réels donnés avec a < b. Soit (f;;) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [, b] vers f, alors la suite ( f fn(x) dx) converge
a N

ne

b
versf f (x) dx.
a

Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
+00 +00 1
Y xdx=Y
n=0

n=1

1
2

Démontrer que f
0

n2n’

. fu—f estbornée a partir d'un certain rang, et & partir de ce rang, on peut écrire

b b b
ffn(t)dr—f f(t)dt'éf |fn® = f@O]|dt < b= )| fo = flloo —7 0

X p—+o00

. Ilsuffit de I'appliquer a la suite des sommes partielles (S;) dont la convergence uniforme en tant que suite de

fonctions est équivalente & la convergence uniforme de la série de fonction ) f,,. Par ailleurs, la continuité
des fonctions f,, implique celle des sommes partielles S;,.

On utilise le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment par convergence uniforme :
. 1
H1 vreNN, f, est contfinue sur [0, 5] .
A . . 1 .
H2 La série ) x" converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 5] (Sl fn:x— x", alors

[ falloo = ZL” qui est un terme général de série géométrique convergente).

On en déduit alors que

1 (o0 +o0 i +00 +00
2 n 2 n 1 1 11
x"|dx |= f x'dx= —_ = -
fO (n—O ) ngo 0 2 n+12ml 2 2

n=0
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Exercice 15: Analyse
Soit X une partiede Rou C.

1.

Soit ) f, une série de fonctions définies sur X a valeurs dans IR ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de ) _ f;, sur X, puis celle de la convergence uniforme de
Y fusur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est unifor-
mément convergente sur X.
2
P " n . Py . Py
3. La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n.
ReR:?
1. Ondit que lasérie ) f, converge normalement sur X lorsque les f,; sont toutes bornées au moins & partir d'un
certain rang et la série numérique Y_ | |, converge.
n
On dit que la série Y f, converge uniformément sur X lorsque la suite des sommes partielles () = | Y fx
k=0
+00
converge uniformément, ce qui équivaut & la convergence uniforme de suite (R,) = Y. fi | versla fonction
k=n+1
nulle.

2. En cas de convergence normale, on a, au moins & partir d'un certain rang, pour tout x € X, | fn ()| < || full o
donc convergence absolue de Y f,(x) et donc convergence simple de ) f,, sur X. On peut donc bien parler
de reste.

Puis, par inégalité triangulaire, pour tout x € X,
+00 +00 +00
Rp@)l=| Y f@< Y |[f@l< Y |fille
k=n+1 k=n+1 k=n+1

le dernier terme ne dépendant pas de x et tendant vers 0 comme reste de série convergente, donc (Ry)n
converge uniformément vers 0 et donc ‘ Y fn converge uniformément sur X. ‘

n2

3. Onpose,VneNN, a, = — #0. Alors
n.

An+1
an

2
a n s o aq s n a &
On en déduit, par critére de d’Alembert, que la série entiere —'z" a un rayon de convergence égal a +oo.
n.

Cette série entiere converge donc normalement sur tout disque fermé de C. En particulier, d’apres 2.,

cette série entiere converge uniformément sur tout disque de centre 0 et de rayon R.
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Exercice 16: Analyse
On considére la série de fonctions de terme général f,, définie par :

VnelN*, Vxe(0,1], fn(x)zln(1+%)—%.

On pose, lorsque la série converge,

sw= 3 [m(1+)-7].

1. Démontrer que S est définie sur [0,1].
n
2. On définit une suite (uy),,>; Par uy =In(n+1)- ) %
k=1
En utilisant S(1) montrer que la suite (uy,),,>, est convergente.

n
P L. . 1
En déduire un équivalent simple de ) = lorsque n — +oo.
k=1

3. Démontrer que s est de classe %! sur [0,1] et calculer S'(1).

2
1. On a, pour fout x €]0,1], —f(x) ~ x_2 terme général positif de série convergente, donc, par comparaison,
n

Y fu(x) converge. C’est aussi le cas pour x =0 car f,(0) =0. Donc | S est bien définie sur [0,1]. \

2. Comme

1 1 1
ln(1+—)—— =Inn+1)-Inn-—,
n n n

u, est la somme partielle d’ordre n de la série précédente pour x =1, donc | u; — S(1).

1 W
1+—)—un:lnn+o(lnn) et donc Z—~lnn.
n -k

W g
Ainsi Z —=In(n+1)—up=Inn+In
=1 k

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :

H1 VvneN*, f, est de classe ¢! sur [0,1]

H2 D’aprés la question 1, Y f, converge simplement sur [0, 1].
1

x+n n_ n(x+n)

H3 vxel0,1], f(x) = .Donc VnelN*,Vxe[o,1],

1
|fr’z(X)|<§-

On en déduit que | f; ]|, < Lz qui est un ferme général positif de série convergente.
n

Donc Y f;, converge normalement, donc uniformément sur [0,1].
n>1

+o0
On peut alors affirmer que la fonction ‘ S est de classe ¢! sur [0,1] ‘e’r onavxel0;1], S'x) =) frx).
n=1

(Jl 1 ”)

En vertu de ce quiprécede, S’ (D= Y ul,()= Y.

n=1 n=1

Exercice 17 : Analyse
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Exercice 18: Analyse
. (=1)"x" . - .
On pose: VneIN*, VxeR, uy(x) = ———. On considére la série de fonctions )  u,.
I n=1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.
2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,1].

1. La série de fonctions étudiée est une série entiere de rayon de convergence R=1.
En x=1.il'y a convergence par le théoréme spécial des séries alternées.
En x=-1, la série diverge (série harmonique).

2. (0) Entant que somme d’une série entiere de rayon de convergence 1, S est continue sur ]-1,1].

En x=1,ils’agit de la série ) ﬂ dont la convergence est assurée par le théoreme spécial des séries
alternées. "

Le théoreme d’Abel radial permet alors d’affirmer directement la continuité de S en 1, et donc finale-
men’r\ S est continue sur D entier. \

—1)x" 1 , 1
(b) YxeD, up(x)= L, donc llunlleo = sup lun(x)l=— (afteintenx=1)et Y = diverge.
I xel-1,1] e n>1
D" ,
Donc| ) x"" ne converge pas normalement sur D.
n>1
=n"

—— x" ne converge pas uniformément sur D non plus | car, sinon, on pourrait employer le théo-
n

n>1

. . N . " 1 )
réme de la double limite en -1 et cela entrainerait la convergence de la série ) P ce qui est absurde.
n=1
(c) On étudie la convergence uniforme sur [0,1] .
Pour tout x € [0,1], la série numérique Y un(x) vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries
n=1

. X .
alternées : (—) décroit et tend vers 0. Cela permet de majorer son reste R,. On a
n

+00 n+l1 1 ) 3
Vxel0,1], IRa)=| Y wup@)|<lups1]= < —— qui ne dépend pas de x.
Ppi] n+l “~n+l

1 . ,
Donc IRy lleo < — 0.Donc, | Y u, converge uniformément sur [0, 1].
n
n>1

Bilan final : En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entieres, on peut affirmer que

)" u, converge normalement sur tout segment de 1-1,1[ et converge uniformément sur tout segment
n>1
de 1-1,1].
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Exercice 19 : Analyse

1. (a)

(b)

®
©

Justifier, oralement, & I'aide du théoréme de dérivation terme & terme, que la somme d’une série entiére
de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

Remarque : On pourra utiliser, sans le démontrer, que la série ¥ a, x" et la série ¥ na, x"* ont méme rayon
de convergence.

En déduire le développement en série entiére a I'origine, de la fonction de la variable réelle :
1

6= ———=>0
(1-x)2
Donner le développement en série entiére a I'origine de la fonction de la variable complexe : z — 15
—Z
Rappeler le produit de Cauchy de deux séries entiéres.

En déduire le développement en série entiére & l'origine, de la fonction de la variable complexe :
1

Z"—’—(l_z)z.

(b)

()

(©)

On applique le théoréme de classe ¢! d’'une série de fonctions :

H1 les f;, sont de classe €1 sur1-R,R[;

H2 la série de fonction converge simplement sur ] — R, R ;

H3 la série des f), qui a méme rayon de convergence converge uniformément sur fout segment de

1—R,RI.
1 +oo 1 +00 +00
Ef donc, en dérivant —— = Y x",|Vxel-11[, —— =) nx""'= Y (n+Dx".
l-x 3% 1-x° ;= =0
1 +00
Pour tout ze C tel que |z| <1, =) &
-z 35

n
Si Y anz" et ) b,z" sont de rayon R, et Ry, respectivement, alors la série des Z(Z dkbn-k) z" est de
k=0
rayon de R > min(Rg, Rp) et pour tout z tel que |zl < R,

n=0\k=0 n=0

5 (5 a2 = ) (S

En effectuant le produit de Cauchy de }_z" avec elle-méme, pour fout ze C tel que |zl <1,

R e DRIEE e
= 11z" = (n+1)z".
1-22 .=\ n=0
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Exercice 20 : Analyse
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :
(n)* opi1
a ——z .
(@ X 2!
(b) Y nt"D" 2,
(©) Y cos(mz".

1. Donner les deux définitions :
m Celle du programme : R=sup ({r e R, (a,r") bornée}) € [0, +oo]
m Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +o0] Tel que

|z] <R = Z anz" converge absolument
|z| >R = Z anz"" diverge grossiérement
2. (a) Comme la série entiére est lacunaire, on utiliser le critére de d’Alembert général : pour ze C*,

(n+ 12223 2n) |22

(2n+2)!n12|z2n+1 4

»

donc la série entiére converge absolument si |z| < 2 et diverge grossierement si |z| > 2 :

(b) Comme pour fout ne N,

1 _
—<n( 1)"<n

S

n
A s z < N n
et comme les séries entieres . = et Y nz" ont un rayon de convergence égal & celui de ) z" donc 1,
n
c’est aussile casde Y n"D" 2" ;
(c) Lasuite (cos(n)) ey €5t bomée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(2n) = 2cos? n—1...)
donc la série Y cos(n)1" ne converge pas absolument, donc

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.
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Exercice 21 : Analyse

1.
2.

Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

Soit (ax) e Une suite bornée telle que la série Y a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série
entiére ) a,z" ? Justifier.

o = —1n 1
. Quel est le rayon de convergence de la série entiére ) (\/ﬁ)( 2 ln(l + ?) Z"?
n

n>1

. Donner les deux définitions :

m Celle du programme : R=sup ({r e R, (a,r") bornée}) € [0, +oo]
m Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +o0] Tel que

|z] <R= Z anz"" converge absolument

|zl >R= )" auz" diverge grossierement

2. Comme ) a,1”" et (a,1™) est bornée, 1 est sur le cercle de convergence :

Pourtout n>1,

1

0<an=(vn) ' 1+ﬁ)<\/ﬁln(l+%)<\/ﬁ%:1

par I'inégalité de convexité classique sur le In (aQu programme de premiere année) donc (ay,) est bornée.
De plus,

1 1 1
anp > —In (1 + —) ~ — ferme général positif de série divergente
n

vn vn

donc )’ ay, diverge par comparaison.

Autre argument possible : ay;, = v2nln

Donc

1 . . .
1+ —) — 1 donc ay, A~ 0 la série Zan diverge grossieérement.
Van
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Exercice 22: Analyse
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fix—In(1+x)+In(1-2x).
.. 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 1 ?x= > ?x= = ?
En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?

1. Soit ) anz" et Y bpz" derayons de convergence respectifs R, et Ry,.
n=0 n=0
On note R,y le rayon de convergence de la série entiére Y (an + bn)z".
n=0
Alors R, > min(Rg, Ry) avec égalité si R, # Ry,.

En effet, Si |z| < min(Rg, Rp). ON a bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes
des séries. Donc R, > min(Ry, Rp).

Si Ry # Ry, parexemple R, < Ry, ztelque R, < |zl < Ry, alors ayz™ 4 0 et bz — 0 donc (ap+by)z" A~ 0et |zl >R,y
puis Rg > Ry, p > min(Rg, Rp) = Ra.

+00 (_1)1’1*1 1 +00 9n
2. Pour [x|<1,In(0+x) =) ———x". Pour|x|<=,In(l-2x)=— ) —x".
n=1 n 2 n=1 1
, R (_1)1’!-1_21’! n 1
D’apreés 1., le rayon de convergence de y ——x" vaut 5
n>1 e

)

Donc le domaine de validité du développement en série entiere a I'origine de f contfient ]—% %[ et est

+oo (_1\n—1 _on
contenu dans [—l,l],e’r, pour |x|<%,f(x): Z (=) 2

x",
22 n=1

n

1 . . . 1 1 11
Pour x = 1’ la série entiere converge et est continue en 1 car €1 33|
Pour x = > ¢ ‘ la série entiere diverge ‘ car elle est la somme d’une série convergente : > appartient & 1-1,1[,
, . " pn! , i iy
intervalle ouvert de convergence de la série entiere ) ————x", et d’une série divergente : la série
n=1
harmonique.

1 — = 1 .
Pour x = ek ‘ la série entiere converge ‘ en = comme somme de deux séries convergentes. En effet,

. -p™!
m d'unepart, ) ———

n
1
(——) converge car —- €] -1,1[;
n>1 n 2 2

. 2 1\" -1" A - - act 2
= d'autre part, ) -— (—5) == CD converge d’'apres le critére spécial des séries alternées : la
n n
n>1 n>1

suite (l) est bien décroissante et de limite nulle.
nelN*

‘ La continuité de la somme de la série entiere en ce point est alors assurée | par le théoreme d’Abel ro-
dial appliqué a x — f(-x).

Remarque : Soit )" a,x" est une série entiére de rayon R > 0. On note f la somme de cette série entiére sur
son domaine de convergence.

La version du théoréme d’Abel radial au programme assure que

+00 +00
si Y anR" converge alors ) azx" —— )" ayR".
n=0 *—R™ 2

En considérant la fonction la fonction x — f(-x) qui est la somme de la série entiére ) (-1)"a,x" (de rayon
de convergence foujours égal & R), on a immédiatement I'extension suivante

+00 +00
i Y an(—R)" converge alors Y apx" —— > an(-R)".
n=0 x—==R" ;=0
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Exercice 23 : Analyse

Soit (a,) ey Une suite complexe telle que la suite (

1.

lan+1l

admet une limite.

[an| )ne]N
Démontrer que les séries entiéres Y a,x" et ) (n+1)a,.1x" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.

+00
2. Démontrer que la fonction x— ) a,x" est de classe ¢! sur I'intervalle | - R, RI.
n=0
el A a o N s . 2eA
1. On pose ¢ la limite de la suite convergente | |n+|1|' Alors, d'aprés le critere de d’Alembert pour les séries
an
. 1
entiéres, R(}_anx")=R= 7 (avec R=+ocodansle cas ¢=0et R=0dansle cas ¢ = +c0).
Puis, comme L1 Dan1] ¢donc|R(Y.(n+Daps1x™) = 1 _g= R(} anx")
. Inay| P — n+l1 7 n .
2. Onpose, VnelN,Vxe|-R,R[, fu(x)=apx".

Soit r € [0,R[. On pose Dy =[-r,r].
On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :
H1 Y f, converge simplement sur D;.
H2 VneNN, f, est de classe ¢! sur D, .
H3 D'aprés 1., Y f,, est une série entiére de rayon de convergence R.

Donc, Y f;, converge normalement donc uniformément sur tout segment inclus dans ]-R, R[, donc
converge uniformément sur D;.

+00
On en déduit que Yre[0,R[, S:x— Y_ apx” est de classe %1 sur D,. Donc,
n=0

‘ S est de classe ¢! sur ]-R, R.
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Exercice 24 : Analyse

xn

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére )’

@n)’
+00 n
On pose S(x) = nz:‘b ik

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le
rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f0)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosy—xsix<0.

Démontrer que f est de classe € sur R.

e , 2n)! 1
1. Par critéere de d’Alembert, comme ey = —0,
2n+2)! 2n+2)2n+1)
. . x"
la série entiere ) 2! & pour rayon de convergence +oo.
n).

+oo0 ,2n
2. |VxeR,ch(x)= ) de rayon de convergence +oo.
o 2n)!
+00 N +oo 42n
3. (Q) on peut écrire x = t* et S(x) 11;0 o ng'o T () donc| S(x) =chy/x
too  yn +00 (_l)nt2n
on peut écrire x=-1? et S(x)= Y =Y = cos() donc m V—x.
Soen! oy @en)!

(b) D’aprésla question précéden‘re,‘ f =S estde classe € sur R ‘CCII’ développable en série entiere & I’ ori-
gine avec un rayon de convergence égal d +oo.
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Exercice 25: Analyse

1.

+00
2. Pour tout ne N, pose uj, :f
0

Démontrer que, pour tout entier naturel 7, la fonction r— - est intégrable sur [0, +col.

1+ 2+ tNe”
dr

——— . Calculer la limite de (u;,).
1+12+ et

1

. f:t— ————— est continue et positive sur [0, +oo.
! 1+ 2+ e ! P
1
De plus, pour tout re R*, 0 < < avec
PLS. P S l42+1et T 1412
too  dr +00 T
f —= [Arctant] = =< +00
o 1+1¢2 0 2
dr . . e
donc | —————— converge et ainsi, par positivité, f est intégrable sur [0, +ool.
1+12+1le !

Autre rédaction possible : dans [0, +oo],

0<f dr <f+°° LI T
== <+o00
S22+ met Ty 1427 2

d’ou la convergence de I'intégrale puis I'intégrabilité par positivité.

2. On utilise le théoréme de convergence dominée :

H1 La suite de fonctions (f,;) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par

—— sire[o,1
1+ 12 bl
fo= ! sitr=1
24+e1 -
0 Si te]l,+o00[

H2 Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, +oo.
H3 Ve [0,+ool,|fu(n] < (1) avec ¢ positive, continue et intégrable sur [0, +ocol.

+00 +00 1 dr T
[ hiwat—— [ par= [ 451
Un 0 fn( ) n—+co Jo f( ) o l+t2 4

Alors

Donc|u

NI

n
n—+oo
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Exercice 26 : Analyse

+00
Pour tout entier n > 1, on pose I, :f ! —dz.
0o (1+1?)
1. Justifier que I, est bien définie.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I;) e+ -
(b) Déterminer la limite de la suite (I;;) ;e -

3. Lasérie Y (-1)"I, est-elle convergente ?

n>1

1

Posons pour tout ne IN* et € [0, +ool, = ——.
P n [0, +ool, fn (D) (1+t2)”

1. Soit ne IN*, f,, est continue sur [0, +oo[. De plus, f, (1) Iod tan Or2n>1,donc r— tzin est intégrable sur [1, +oo|
o0

par critére de Riemann. Donc, par équivalence, ’ f est intégrable | sur [1, +oo[ donc
1 < 1
(1+2)"1 " (1+22)"

En intégrant, on obtient

2. (Q) Vre(0,+00l, fus1(0) = =fucarl+2>1.

VnelN*, Ie1 <In.

Donc | (In) pe+ €St décroisscm’re.‘

(b) Remarque : (I),,en+ €st décroissante et positive ce qui nous assure la convergence de la suite (1) e+ -
Déterminons la limite de la suite (1) e+ €n utilisant le théoréme de convergence dominée.

H1 Lasuite de fonctions (f,),»1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur [0, +ool par

(On peut aussi appliquer le théoréme sur 10, +oo[ pour ne pas avoir A traiter le cas particulier de x=0.)
H2 Les f; et f sont continue par morceaux sur [0, +ool.

H3 Domination
Vte[0,+o0[, Yne IN* |fn(l‘)|<—1 = (1)
’ ’ ’ = 1+ t2

avec ¢ continue et positive sur [0, +oco[ et

f+oo| (z‘)|dt—fJroo dr —[Art t]+oo—n<+
o 19 Tl ree Ty TpsTee

donc ¢ est intégrable sur [0, +ool.

On obtient alors
+o00o +o00o
I, ZL fn(t)dtm/(; f(t)dt=0

et|la suite (In) e+ @ pour limite o. ‘

3. D’apres les questions précédentes, la suite (I,,) e+ €st positive, décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affrmer que

lasérie ) (-1)"I, converge.
n>1
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Exercice 27 : Analyse

—X

1
Pour tout n e IN*, on pose f;, (x) = ¢ et u, :f fn (x)dx.
1+ n2x? 0

Ao dNd -~

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;) sur [0,1].

Soit a €10, 1. La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
La suite de fonctions (f,;) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

Trouver la limite de la suite (1), -

On a déja f,(0) =1 =0

. - e 1
Soit x €]0,1]. Pour n au voisinage de +oo, f;(x) ~ — —, doNC fy(x)
+oo x2 p2 n—-+oo

On en déduit que la suite de fonctions (f;,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par

0.

0 sixe]o,1]
fx)= .
1 six=0

. Soit a€]0;1[.

—a
VnelN*, Vxelall, | fu(x) - f0)] = fulx) < 1+en—2az
S N e ?
Comme cette majoration est indépendante de x, || fu = f| oo (0,1) < L

0, donc |fu—f] 0.

1+ n2a2 n—+oo

On en déduit que‘ (fn) converge uniformément vers f sur [a,1]. ‘

@l oo

. Les fonctions f;, étant continues sur [0,1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu’il Ny a

pas convergence uniforme sur [0, 1]. ‘

. On ufilise le théoreme de convergence dominée.

H1 (f,) converge simplement vers f sur [0,1].
H2 Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0, 1].
H3 Domination Vne IN*, Vxe[0,1],]fn(x)] <e ™ <1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R* continue, positive, intégrable sur
[0,1].
On en conclut donc que

n—+oo

1 1
un:f fn(x)dx f f(x)dx=0.
0 0
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Exercice 28 : Analyse
N.B. : les deux questions sont indépendantes.

—X

1. Lafonction x —

est-elle intégrable sur |2, +co[?

x2—4
2. Soit a un réel strictement positif.
. Inx Ny
La fonction x— ——— est-elle intégrable sur 10, +oco[ ?
V1+x24
—X
1. Soit f:x— - continue sur 12, +oo[. De plus,
xc—4
Sur ]2,3]
e e 2 1
f)=—= ~ —x —
Vx=2)(x+2) x=2 2 (x—2)"2
Or x— ﬁ est intfégrable sur ]2,3] (fonction de Riemann intégrable sur 12,3] car % <1).
o
Donc, par comparaison, f est infégrable sur ]2,3].
Sur [3,+oo[

—-X

f0 o~ =g

, . " 1
Or x%g(x) — 0 par croissances comparées donc, au voisinage de +oo, g(x) =o (—2)
v X
1 . s Ly .
Comme x+— = est intégrable sur [3,+o00[, ON en déduit que g est intégrable sur [3, +ool.
X

Donc, par comparaison, f est intégrable sur [3, +ool.

Ainsi, | f est intégrable sur ]2, +ool.

2. Cas particulier d’intégrales de Bertrand : soit a un réel strictement positif. On pose f : xln—x, fonction

V1+x2a

continue sur 10, +ool.
Sur ]0,e]

fx) ~ Inx=g(x).
x—0

Or yxg(x) —— 0 donc, au voisinage de 0, g(x) = o (%)
x—0 xl/2

Or x— % est intégrable sur 10,1] (fonction de Riemann intégrable sur 10,1] car 1/2 < 1).
X

Donc g est intégrable sur 0,e]., et, par comparaison, f est intfégrable sur ]0,e] pour tout a € R.

Sur [e, +oof

£ ~ B hw.
+00 X

a

sia>1, prenonsyfelque 1<y<a.

xX'h(x)=x""%nx ——0
x—+00

1
donc, au voisinage de +oo, h(x) =0 (x_Y)

Or x+— x—ly est intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann intégrable sur [e, +oo[ car y > 1), donc h
est intégrable sur [e, +ool.
Ainsi, par comparaison, f est intégrable sur [e, +ool.
sia<l,
V x € [e,+oo[, h(x) > % >0

(C’est la raison pour laguelle on a coupé l'intervalle en e.)

1 o ) . .
Or x— — non infégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann avec a < 1), donc, par comparaison de
fonctions positives, h n"est pas intégrable sur [e, +ool.
Ainsi, par équivalence, f n’est pas intégrable sur [e, +ool.

Finalement, | f est intégrable sur 10, +ool si et seulement si a > 1.
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Exercice 29 : Analyse
On pose V x €]0, +ool, ¥ £ €]0, +oo[, f(x,8) =e ¥,

1. Démontrer que : V x €10, +ool, la fonction ¢t — f(x, t) est intégrable sur |0, +ool.

+00
On pose alors : V x €]0, +oo[, I'(x) :f e ¥ 14,
0

2. Pour tout x €]0, +oco[, @xprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).
3. Démontrer que T est de classe ¢! sur 10, +oco[ et exprimer I'/(x) sous forme d’intégrale.

1. Soit x> 0. La fonction r— f(x, ) =e ! +*~! est continue (par morceaux suffirait) sur 10, +ool, positive.

m Intégrabilité sur [1,+ool : par croissances comparées, e~ r*1 =

1
=,0 (—) On conclut donc par compao-
—+00

tz
raison & une intégrale de Riemann.

est

m Intégrabilité sur 10,1] : e #¢*! 1 Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), t —
t— -

intégrable sur ]0,1] car1-x<1.

tl—x

Donc | T est définie sur R},

2. Parintégration par parties, sio<e < A,

A 1
f e 't ldr =
&

Mais, par croissances comparées,

X
ot
X

t=A 1 rA
e +—f e fr¥dr

t=¢ XJa

as"

X A—+oo

0

et de plus

X
N
ef———0

X a—0
On en déduit, en prenant les limites quand e — 0 et A — +oo,

I'x)=0+ lI“(x+ 1)
X

C’est-a-dire [ T'(x+1) = xI'(x).

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des intégrales & paramétres.
H1 Pour tout £ €0, +ool, x — f(x,t) est de classe ¢! sur R par opérations avec

of
rrl (x,1) In(t) f(x,0).

H2 Pourtout xe R}, r— f(x, 1) est intégrable sur 10, +oo[ par 1.
0
H3 Pour tout x >0, la fonction ¢ — a—];(x, 1) est continue par morceaux sur 10, +ool.

H4 Domination : Soit K =[a,b] avec 0<a<b. Ona

of Infe %1 si r<1
Y (x, 1) € Kx]0, +oo] ‘—(x,t)‘@/)(t):
0x Mn#e fP1 s r>1

—

" . . 1
avec ¢ positive, continue par morceaux sur 10, +oo[, intégrable sur 10,1] car ¢(z) = 9 (t_“) avecl-a<a<l

1
et sur [1,+oo[, Car ¢() = t—»(ioo(ﬁ)'

+o0o
Onadonc|Te¢!(R}) |et F’:(x,t)—»f In(2) f(x, ) dt.
0
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Exercice 30: Analyse

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
. B +o00o 2
2. Démontrer que la fonction f: x— f e " cos(x1) dt est de classe ¢! sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E).

Pour gagner du temps, il est conseillé de traiter les deux premieres questions simulfanément !

) ) ) xI — K
Soit I et J des infervalles réels et g:

(x,) — fx0
On suppose

H1 Vvrel, x— g(x, 1 est de classe ¢! sur J, de dérivée x — g—i(x, 1.
H2 vxeJ, t— g(x, 1) estintégrable sur I.
H3 vxeJ, t— g—i(x, 1) continue par morceaux sur I.
i 0g - g
H4 Domination globale ou sur fout segment de £ : Eventuellement sur tout segment S, il existe une
fonction ¢ continue par morceaux, positive, intégrable sur I telle que
98
VxeJous, Vrel, a(x, | < o).

Alors
Cl f:x—»fg(x, rdr est de classe ¢! sur J
I

C2 vxe]J, t— a—g(x, 1) est intégrable sur I et f/(x)zfa—g(x, rdt.
0x 10x

Rx[0,+00] — R
2. Onpose g: )
(x, 1) — e " cos(xn)

On applique le théoréme de classe ¢! des intégrales & paraméatres.

H1 Vre[0,+00], x— g(x, 1) est de classe ¢! sur R par opérations et g—i H(x, 1) — —te‘f2 sin(x1).

, 1 . )
H2 vxeR, t— g(x, 1) est continue sur [0, +oo[ et Vx € R, |u(x, )| < et = .0 (—tz) par croissances comparees
—+00

donc, t— u(x, t) est infégrable sur [0, +oo[ par comparaison a une fonction de Riemann intégrable en
+00.

0 .
H3 VxeR, r— 6—‘i(x, 1) est continue par morceaux sur [0, +ool.

H4 Domination globale V (x, 1) € R x [0, +ool, ‘g—i(x, t)‘ < te=? = ¢(1) avec ¢ contfinue par morceaux, positive
et intégrable sur [0, +ool.

. . 1 . N . .
En effetf, par croissances comparées, ¢(t) = .0 (;) Par comparaison & une fonction de Riemann

—+00

intégrable en +oo, ¢ est bien intégrable sur [0, +ool.

+oo

On adonc| f est de classe ¢! sur R ‘ etvxeR, f(x :f _re~ sin(xndr.
0

+00
3. (@) Ona,VxeR, f'(x) :f —re " sin(x7)d¢. Procédons & une intégration par parties. Soit A > 0.
0

A

A 2 1 _2 Ax _»
f —te Usin(xn)dr=|-e~ ! sin(xp) —f Ze P cos(xn)dt
0 2 0o 2

0

En passant & la limite quand A — +oo, on obtient f/(x) + gf(x) =0.

Donc f est solution de I’'équation différentielle | (L) : y' + gy: 0.

x2
(b) Les solutions de (L) sont les fonctions | x — Ae™ # avec A€ R.
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Exercice 31

Exercice 32: Analyse
Soit 'équation différentielle : x(x-1)y” +3xy +y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |-r,r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce quetoutesles solutions de x(x—1)y"+3xy’'+y = 0 sur |0, 1] sont les restrictions d’'une fonction développable
en série entiére sur]-1,1[?

1. Analyse Soit }_ a,x" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme S. Pour tout xe€]-R,R[,

+00 +00 +00 +00
S(x)= ) apx" S =Y napx"! " =Y nn-Dax"2=Y (n+Dnag "
n=0 n=1 n=2 n=1
Donc
+00
x(x—=18"(x) +3xS' () +Sx) = 3 ((n+1)2an—n(n+1)an+1]x".
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, la fonction S est solution sur ]-R, R[ de
I’équation étudiée si, et seulement si,

VnelN, (n+ 1)2an— nn+1)an+1 =0.
C’est-a-dire Vne N, nay+1 = (n+1)a,, ce quirevient &
VneN, a,=na.

Synthése Le rayon de convergence de lasérie entiére Y nx" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions
développables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions

00 d( 1 ayx
x—ay )y, nx":alx—(—):_l X
n=0 dx\1-x (1-x)

définies sur1-1,1[ avec a; e R, et méme sur R si a; = 0.
2. Notons (L) I'’équation x(x-1)y" +3xy’ +y =0.

Prouvons que | les solutions de (L) sur 10, 1[ ne sont pas toutes développables en série entiére sur | -1,1].

En effet, si toutes les solutions de (L) sur ]0,1[ étaient développables en série entiere & |'origine alors, d’aprés
1., 'ensemble des solutions de (L) sur 10, 1[ serait égal & la droite vectorielle Vect(f) ou f: x+—

A-x?
Or, comme les fonctions x — x(x—1), x— 3x et x— 1 sont continues sur]0,1[ et comme la fonction x — x(x-1)
ne s’annule pas sur 0, 1[, I'ensemble des solutions de (L) sur 10, 1[ est un plan vectoriel, ce qui est contradictoire.
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Exercice 33 : Analyse

On pose V (x, ) € R2\{(0,0)}, f (x,7) = —2— et £(0,0)=0.
\/ X2+ 2
1. Démontrer que f est continue sur R2.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de RR2.
3. f est-elle de classe C! sur R?? Justifier.

1. | f est continue sur R?\ {(0,0)} ‘ par opérations.

Pour la continuité en (0,0), on peut utiliser la célebre inégalité |xy| < 2 (%2 +y2) (car (1xI-|y|)* > 0)

1
| < =v/x2+y2 ———— 0= £(0,0
|f(x y)|\2\/x Y oo £0,0)

On peut aussi utiliser les coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf, alors

|fx )] = )r3/2cosesin0‘ <r¥2-0

avec r=y/x2+y2—0
(x,y)—(0,0)

Ainsi, ‘ f est continue en (0,0). ‘

2. ‘ f admet des dérivées partielles en tout point de R?\ {0,0} | par opérations.

0
L'application partielle fx: x— f(x,0) vaut 0 si x #0 et si x=0. C’est donc I'application nulle. Donc é(o, 0) existe
et vaut Q(O,O) =0.
0x
s | af
Par symétrie, on a aussi a—y(o,O) =0.

3. | f est de classe €' sur R2\ {(0,0)} ‘por opérations.

Analysons la confinuité de %

en (0,0). On calcule, pour (x,y) # (0,0),

[ 2 2__2x%y
Yy X2+ yr - ———
2,/x2+y2 ~ y(x2+y2)_x2y ~ 3

g(x y) = = = Y
ox x2 4+ y2 (xg + y2)3/2 (xz + y2)3/2
Alors 5
of x 1 of
—_— P = = —_—— O = - 0,0
0x s (2x2)3/2 2y/2 x—0 ax( )
donc % n’est pas continue en (0,0) e’r‘ f n’est pas de classe ¢! sur R2.
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Exercice 34 : Analyse
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé E.
1. Rappeler la définition d’un point adhérent & A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrer que x € A < 3(x,) ,ey telle que, VnelN, x, € A et x;, — x.
3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.
4. Soit B une autre partie non vide de E. Montrer que Ax B=AxB.

1. Un point adhérent & A est un point x tel que toute boule ouverte centrée en x rencontre A :

]er et Vr>0, Bx,)NA#0D.

2. (=) | On suppose que x est adhérent a A. ‘

) 1 1 1
Soit ne IN. Avec r = T ondaxy, EB(x, +1)0A donc tel que d(xp, x) = lx, — x| < —.
n n

n+1

Cela défini‘r‘ () peny € AN telle que xp, — x. ‘

(=) ‘Si on a une suite (an),,dNeA]N telle que an—>x,‘ alors pour fout r >0, on a un rang a partir duquel

xneB(a,r)mA;éQdonc

S ® A est une partie non vide de E puisqu’elle contient A entier.

m Six,yeAetdeR, parla caractérisation séquentielle (question 2, sens direct), on a (xu) e € AN et
) nen € AN telles que x,, — x et y, — .

Alors (x, +Ayn) ne € AN (car A est un sous-espace vectoriel de E) est une suite telle que x,, + Ay, — x+Ay.
Donc, par la question 2 (sens réciprogue), x+ Ay € A.

Par caractérisation, | A est encore un sous-espace vectoriel de E.

4. Toujours avec la caractérisation séquentielle, en considérant Ia norme produit,
(x,7) €AxB <= 3 ((n, yn) pey € Ax BN,y yn) — (x,)
= 3 (X, ¥Yn) e € (Ax BY, x,—x et y,—y

{H(xn)n(_:]NeA]N, Xp— X
3 (yn)pew € BN, yn—y
— (x,y)eZXE.

donc|AxB=AxB.
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Exercice 35: Analyse

E et F désignent deux espaces vectoriels normés.
On note || - | ¢ ( respectivement | - || ) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Soient f une application de E dans F et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.
P2. Pour toute suite (x,),y d’éléments de E telle que x,

— % alors f(x;) mf(“)'

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans E, et soient f et g deux applications continues de E dans F.
Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) = g(x), alors f =g.

1. m Supposons P1: f continue a.
Soite>0.Onan>0telque lx,—alg<n=|f0)-fl@| <e.
Soit (xp)n € EN telle que x, — a. On a un rang N € IN & partir duquel ||x, —allg < 7.
Mais alors, sin> N, || f(xp) - f(@)] <e.
C’est donc bien que f(x;) — f(a), donc P2 est vraie.
= Montrons que P2 = P1 par contraposée. Supposons P1 fausse : f n'est pas continue en a.
lx—alg<n

Onadonce>0telque Vn>0, Ix€E,
lf e -f@]p>e

1
lxn—alg < on

[fen) - f@|p>e
Cela définit une suite (x) ey d'éléments de E telle que x, — a et f(x,) #~ f(a) donc P2 est fausse.

1
Pour tout neIN, avec n = on on a x, € E tel que {

2. Par caractérisation séquentielle de la densité de A dans E, si x € E, on a une suite (ap) ,ey € AN telle que a, — x.
Alors pour tout ne N, f(an) = glan).
Par continuité, en passant & la limite, on obtient f(x) = g(x).

Ainsi,
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Exercice 36 : Analyse

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || - | ¢ ( respectivement | - || ) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes sont deux & deux
équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0.
P3. 3k>0tel que VxeE, | f(0)| < klxllg.

2. Soit E 'espace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R muni de la norme définie par

Ifllco= sup [f(x)l
x€(0;1]

1
On considére I'application ¢ de E dans R définie par ¢(f) = f f(ode.
0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

1. P1 = P2 estimmédiat.
P2 — P3 Supposons f est Con’rinue en 0g ef remarquons que le résultat & montrer s'écrit, pour x # 0g,

1
<1,avec
Hf(kllxllz«:) ” klxlgllg Tk
Ecrivons alors la définition de la continuité en 0 avec e=1:onan>0tel quesi [xlg <7, lu@)lF <1 (car
u(0p) =0g).

. TN . 1 1
La remarque précédente nous incite A choisir k tel que P <n. Poser k= 5

<1 ce quidonne bien || f(0) | < kllxl g

Alors, si xe E\ {0g}, “

k“x”E)

. o 1 .
Comme cette inégalité est également vérifiée en 0g, k= = convient.
n

1
Kinig |~ & -1 done uf(
P3 = P1 S’il existe ke R} tel que pour tout xe E, [|u(x)llp < kx| g, alors
v € By [Jut) - u) | g = fute- 30| p <klle- |

donc u est k-lipschitzienne, donc continue (et méme uniformément) sur E.

2. Lalinéarité de ¢ provient de celle de I'intégrale, en général.
Pour toute f € E, les bornes de I'intégrale étant bien ordonnées,

opl=|[} rad< [ 1rolars [ 1l ar=1x11l

Donc | ¢ est linéaire et confinue sur E. ‘
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Exercice 37 : Analyse

On note E I'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. On pose
1
VfeE, Noo(f)= sup |f(x)| et Nl(f)zf |f(0]de.
x€[0,1] 0

1. (a) Démontrer que N, et N; sont deux normes sur E.

(b) Démontrer qu’il existe k >0 tel que, pour tout f de E, N1 (f) < kNoo(f)-

(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N..
2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

1. (a) Bonne définition Une fonction continue sur un segment étant bornée et admettant bien une intégrale,
Noo €1 N7 sont bien définies sur E, & valeurs réelles positives.

Séparation Soit fe E.
B Si Noo(f) =0, alors pour tout x€[0,1], | f(x)| =0 donc f =0g.

m Si Ni(f) =0, alors, comme | f| est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0,1], pour tout x € [0, 1],
|£(0]=0donc f=0g.

Homogénéité Si fe Eet 1e R,

B Comme [A] >0, Noo(Af) = sup |Af)|= sup (IAl-|f0)]) =14l sup |f(x)]=IANoo(f).
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

1 1 1
" Nl(lf):f [Af ()] dt:[ |/1|-|f(t)|dt:|/1|f |f (0] dt =1AIN1(f) par linéarité de I'intégrale.
0 0 0

Inégalité triangulaire Si f,g € E, pour tout x€ [0,1], | f(x) + g(x)| < | f(x)] + |g(x)| donc

B |f(x)+8(x)| < Noo(f) + Noo(g) qui ne dépend pas de x donC Neo(f + &) < Neo(f) + Neo (8).
m Par croissance et linéarité de I'intégrale,

1 1 1 1
N1(f+g):f0 |f(t)+g(t)|dt<f0 [|f(t)|+|g(t)|)dt:f0 |f(t)|d1f+f0 lg(n)ldt =Ny (f) +Ni(g).

‘ N €t Ny sont donc bien des normes sur E. \

(b) Soit f e E. Pour tout t€[0,1], | f(8)] < Noo(f) donc par croissance de I'intégrale,

1 1
Nl(f)zfo |f(t)|dt<f0 Noo(f) = Noo(f).

donc

Ni () <1-Noo(f). ]

(c) Premiére méthode Si @ ouvert de E pour la norme N et fe@, alors on a r >0 tel que la boule ouverte
By (f,r) pour N; est incluse dans @. Alors, si Noo(g — f) < r, VU la question précédente, Ni(g—f) <r
donc ge B (f,r)cE.

On a donc r >0 tel que B (f,r) c E (boule ouverte pour Nyo) : | @ est ouvert pour No.

Deuxiéme méthode |a question précédente nous dit que I'application linéaire idg : (E, Noo) — (E, N7) est
continue.

Alors, | si @ est un ouvert de E pour Ny, 6 = idz,l(@) est un ouvert pour N.

2. Pour montrer que les normes N; et Ny, ne sont pas équivalentes, il suffit de frouver une suite de fonctions

(fn) new telle que (N"O(f”)) ne soit pas bornée.
Nl(fn) nelN
B f:x— x" convient car pour tout ne N, Noo(fn) =1 € Ni(fn) = L donc Noofn) =n+1— +oo.
n+1 N1 (fn)

m On peut aussi, de fagon moins miraculeuse, chercher une suite de fonctions (f),ew+ Telles que
(N1(fn)) peny+ €8t bOrnée et non (Noo(fn)) ,epv+- Cela peut se construire manuellement est imposant la
norme infinie & valoir n tandis que |'aire sous la courbe vaut % par exemple. Il suffit que f;, soit affine de

0,n) & (%,0) et nulle ensuite (I'intégrale de f,, est I'aire d'un triangle rectangle valant %).

, N,
Alors,sin>1, Lf") = n? - +oo0.

3N| o
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Exercice 38 : Analyse
1
1. On se place sur E =% ([0,1],R), muni de la norme | -||; définie par Vv f € E, | fl: :f |f()ldt.
0

. E — E x
Soit u: avec Vx €[0,1], g(x):/ fdz.
0

f— ulf)=g
On admet que u est un endomorphisme de E.
Prouver que u est continue et calculer || u||.
Indication : considérer, pour tout entier » non nul, la fonction f,, définie par f;, (1) = ne™"".

2. Soit ne IN*. Soit (a;,ay, ..., an) € R un n-uplet non nul, fixé.

R" — R

Soit u: n

(X1,X2,Xp)  — Y. ajX;
i=1

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R".

(b) On munit R” de ||, oU
L
Vx=(x1,Xx2,...,xp) € R", llxl2 = X
k=1
Calculer || ul|.

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme
choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

1. Soit feE.

Jupl = [ lgeolax= [ [ roas

donc u est continue, [|ull existe ef flull < 1.
Considérons comme proposé, pour tout entier n non nul, la fonction f,, définie par f, (1) = ne™"".

ax< [ ([ wjada< [ ([ o] ar)ar= [ sl ax=1s1,

>0 >0

X
Alors pour tout x € (0,11, u(f) (x) = gn (%) =f ne "'dr=[-e "]y =1-e "*. Donc
0

! e -1
=1+

0 n

—nt

1
||u(fn)||1=f0 (1—e™)dr=1+]°

n

Ju(ll, _ 1+
Tl ~ 1o nmve

1
Or = [, e de=1-¢7", donc

Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, | [|ull = sup "u(f) “1 =11,
2o £l

2. (q) u étant linéaire sur R”;
R étant de dimension finie;
les normes étant toutes équivalentes sur un espace de dimension finie ;

les applications linéaires définies sur un espace de dimension finie étant automatiquement conti-
nues;

‘ u est continue pour foute norme de R”. ‘

(b) Soit x=(xy,...,x,) € R™. Alors, en notant a = (ay,...,a,) et en utilisant le produit scalaire canonique sur R”

n
D aiX;

i=1

lu(x)| = =(alx)| < llall2 1xl2

n
parinégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité si x et a sont colinéaires. On adonc| llull = lalz = | a?.
i=1

3. Untel espace est nécessairement de dimension finie. Posons E = IK[X] muni de la norme || P« = %1%|ak| ou les
€

a;. sont les coefficients de P (iln'y en a qu’un nombre fini qui ne sont pas nuls) et I'endomorphisme u: P— P’.
Alorssin>1,
le(x oo _ MnX" Moo _n_
XMoo X"l 1

donc u n’est pas continu sur E : on ne peut avoirde k>0tel que VP e K[X], [[u(P)loo < klIPlloo-
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Exercice 39 : Analyse

On note ¢? 'ensemble des suites x = (x,) ..y de nombres réels telles que la série ) x> converge.
(a) Démontrer que, pour x = (x,) e € £ €t y = (yn) pew € 2, la série Y x,y, converge.

1.

+00
On pose alors (x|y) = Y xuyn.
n=0

(b) Démontrer que ¢2 est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que () est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée | -|.

2. Soit p e IN. Pour tout x = (x,) € £2, on pose ¢(x) = x,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢? dans RR.

3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F1 (au sens de (-|)). Comparer F et (F*)

L

1.

(@) Soit x = (xn) peN € llety= (¥n) pel € 22,

)

Alors, pour fout ne N, |x,yn| < > (x%, + yf,) qui est un terme général positif de série convergente.

Donc, par comparaison de termes généraux positifs, ‘ )" xnyn converge ‘obsolumen’r donc converge.

On peut aussi ufiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout N e IN,

N N N +00 +00
Zl|xn||3’n|< 0, 35 Zly%< Y x| X YA <+oo
n= n=

n=1 n=1 n=1

donc la suite des sommes partielles est majorée : la série Y x,y, converge absolument donc converge.
£2 est une partie non vide (contient la suite nulle) de RN,
Et,si x,ye ¢? et Ae R, pour tout ne N,

(xp + /lyn)2 = xi + Azy% +2AXnyn

est un terme général de série convergente par combinaison linéaire de termes généraux de séries
convergente, en utilisant la question précédente.

Donc x+ Ay € £2 qui est un ‘ sous-espace de RN, ‘

2. Soit p e IN. Par linéarité de I'évaluation, 1six,ye 02 et Le R, g(x+Ay) = (x+Ay)p = xp + Ayp (C'est

Onadlors| FC (Ft

la définition de la somme et de la multiplication par un scalaire de suites).
Puis, si x € £2,

+00
00| =] = /2 <\ | X A2 =l
n=0

donc | ¢ e Z: (¢ R).

Remarquons qu’on a bien, naturellement, F c ¢2,
Soit x € FL. Alors x est orthogonale aux suites de la base canonique e = (0,...,0, 1 ,0,...) de F.

ne

Donc, pour tout ne N, [x)e(”)) =x, =0, ce qui conduit & F+ < {0}. Par ailleurs, 0 € F-, donc | F+ = {0}.

)J_

. . . 1
= {0} = ¢2 | (car il y a des suites dans £2 qui ne sont pas presque nulles, comme (2—n) p
nelN

par exemple.)
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Exercice 40 : Analyse

Soit A une algébre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’'une norme notée |-|.
On suppose que
V(u,v) € A%, llu-vl < llul-lvl.

1. Soit u un élément de A tel que |u| < 1.

(a) Démontrer que la série ) u” est convergente.
(b) Démontrer que (e - u) est inversible et que

+00
(e—uw) 1= Z u”.
n=0

n
2 P u
2. Démontrer que, pour fout u € A, la série ) — converge.
n:

1. (a) Lanorme étant sous-multiplicative, on a, par une récurrence facile, que pour tout ne N,
o< e < Null™

qui est un ferme général de série géométrique convergente car |lul € [0,1[ donc, par comparaison de
séries & termes généraux positifs, ) [|u” || converge, donc ) u" est absolument convergente.

Comme, de plus, A est de dimension finie,
(b) Ona, pour NeNN,

Y u"" converge. ‘

N +00 +00 i N
(e—wx Yy u'=Y (e—wxu"=) (u”—u’“r ):e—u
n=0 n=0 n=0
par télescopage. Or uV S 04 car ) u" converge, ou car ||u¥ | < ul¥ — 0, donc
—+00
N
(e—uw)x y u” e.
n=0 N—oo

Par ailleurs, comme x — (e— u)x est continue sur A car linéaire sur I’'espace vectoriel A de dimension finie,

N +o0
(e—uwx Y u" (e—wx )y u".
n=0 - n=0
+00
Par unicité de la limite, (e—w) x Y u" =e.
n=0
+00
On montre de méme que ( Y u”) x(e—u)=e.
n=0

+00
On a donc que | e—u est inversible et que (e—u)™1 = Z u.
n=0

n n
0 u u . a2 AnA A q
2. Soitue A.Pourtoutne IN,0 < — < I l! qui est un terme général positif de série (exponentielle) convergente
Y n:
un
(vers ell“lly, donc — est absolument convergente par comparaison de ferme généraux positifs de séries
n:

convergentes, donc | convergente | car A est de dimension finie.
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Exercice 41 : Analyse

Exercice 42: Analyse

Exercice 43 : Analyse
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Exercice 44 : Analyse
Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d’un ensemble & I'aide des suites.
(b) Montrerque AcB= AcB.
. Montrer que AUB = AUB.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrer que AnBc AnB.

(b) Montrer, a I'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E=TR).

N

1. (Q) ‘er@El(xn)ndNeA]N, xn—J.‘

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.

(b) ‘ Supposons Ac B.

m Avec des suites : Soit x € A. Alors x est limite d’une suite d’éléments de A qui est aussi une suite

d’éléments de B, donc x € B. Ainsi,

= On peut aussi revenir & la définition : si x € A, pour fout r > 0 & # B(a, r)nAc B(a,r)nB donc B(a,r)NB # &

donc xeB. Ainsi,

= On peut utiliser la caractérisation de I'adhérence comme étant le plus petit fermé contenant la
partie : comme B est un fermé contenant B donc A, il est plus grand au sens de l'inclusion que A

c’est-a-dire
2. Ona déjd Ac AuB et Bc AuB, donc, avec la question précédente, Ac AUB et Bc AUB donc AUBc AUB.
Puis
m Avec la caractérisation 1 A _uE est un fermé contenant Au B, donc le plus petit ensemble vérifiant cette
propriété vérifie AuUB< AUB.
m Avec des suites : si xe AUB, on a une suite (x,) ,ey € (AuB)N telle que xj, — x.

Soif les ensembles N4 = {n€ N, u, € A} et Ng={ne€ N, u, € B} vérifient N4ulNg = IN. L'un d’entfre eux au
moins est donc infini.

On peut alors, avec un tel ensemble infini, construire une extractrice ¢ dont I'image est exactement cet
ensemble : {p(n),ne N} =IN4 ou {p(n),ne N} = Np.

i N N AUB
On obtient alors (xym) ey €A™ OU (Xpm) ey € B Telle que x, — x, donc xe AuB.

Donc AUB c AuB ef, finalement, | AUB=AUB.
3. () mAveclb:AnBcAet AnBcBdonc AnBc Adonc AnBcBdonc|AnBc AnB.

m Avec la définition : si xe AnB, pour tout r >0, B(x,r)nAnB # @ donc B(x,r)nA# @ et B(x,r)NnB# @

donc xe AnB etonabien| AnBc AnB.
m Avec la caractérisation : An B est un fermé contenant AnB car Ac Aet Bc B, donc| AnBc AnB.

(b) Prenons E=R, A=[0,1[ et B=]1,2]. Alors AnB=3 =@ C AnB = {1}.
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Exercice 45 : Analyse

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit E un R-espace vectoriel normé. On note | - | la norme sur E.
Soit A une partie non vide de E. On note A I'adhérence de A.
1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors ‘A est convexe.

2. Onpose VxeE, ds(x) = inf | x—all.
acA

(a) Soit x € E. Prouver que d4(x) = 0= x€ A.
(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) e E2,Vte0,1], dg(tx+ (1 - 0y) < tda(x) + (1 - d ).
Prouver que A est convexe.

1. (Q) |x€4 <= ) pen € AN, xp— 0.

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(b) Supposons A est convexe, et donnons-nous x,y e A et ¢ € [0,1].

On a donc (xp) yen € AN et (yp) e € AN telles que x, — x et y, — y.

Alors (xn + tyn) ney € AN par convexité de A et x, + ty, — x+ty donc x+tye A.

En résumé, | A est convexe.

2. (a) Soit xe E tel que d4(x) =0.
= Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure : on a (x,,) € AN telle que

x—xpll — inf [x—all =d4(x) =0,
acA

c’est-0-dire x;, — x.
Par caractérisation séquentielle de I’adhérence,
= Par caractérisation de la borne inférieure : pour tout r >0, on ae A tel que llx—all < r (r n"est pas un
minorant de {|x—all, a€ A}), autfrement dit ae AnB(a,r) # @ donc
(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) € E2, V€ [0,1], dg(tx+ 1 -0 y) < tdg(x) + (1 - Dd ().

On ase donne x,ye A et te[0,1]. On veut montrer que x+ry € A.

Comme x,ye A, da(x) =da(y) =0donCc 0<ds(tx+(1-0)y) <t-0+(1—1)-0donc da(tx+(1—-1)y) =0.

On en déduit avec la question précédente que tx+ (1- )y e A.

Or A est fermée donc A=A donc tx+(1—-1)y€ A.

Finalement, on a bien montré que | A est convexe.

Exercice 46 : Analyse
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Exercice 47 : Analyse

Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer
la somme de la série entiére sur l'intervalle ouvert de convergence.
3nx2n
1.
n=1

n

app = 4"
2. ) aux" avec
A2n+1 = 5n+l

1. La série entiere étant lacunaire, on utilise le critére de d’Alembert général. Pour tout réel x, on pose
n,2n

un(x) = . Pour x non nul,
unt1 ()| _ 3nx? . ‘3x2‘
Un(x) n+1|n—+oco
n.2n

converge absolument et si [3x?] > 1 ¢’est-a-dire si

: b o 1
Donc, si [3x?| < 1 c’est-a-dire si |x| < — alors )
\/§ n>1
n,2n

1
|x| > — alors
V3 L

1
diverge. On en déduit que R= —.
n>1 \/§

+00 3nx2n 3 +00 (3x2)n

_i L[ S(x) = Z
\/§' \/5 ' n=1 n n=1 n

On pose Vxe

+00 N
Or, d'aprés les développements en séries entiéres usuels, on a Vre]-1,1[, > — =-In(1-1).
n=1 1

Ainsi| Vx e ,S(x) = —ln(1—3x2).

1 1
v3' V3
2. Le corrigé officiel est particulierement imprécis sur cet exemple.

Posons les suites (by) et (cp) telles que by, = azp sin=2p et 0sinon, et ¢, = azp+1 sin=2p+1etosinon. Alors les séries

entiéres ) byx" et ) c,x™ ont méme rayon de convergence que Z“anzn et Zagn+1x2"+1 respectivement,
Or

i : . : . 1
m ) 4"y = Z(4x2) converge si ef seulement si [4x2| <1 si et seulement si |x| < 5 isonrayon de conver-

1
gence est Ry = >

n . . . , 1
m ) 5" = ¥ (5x2]7 converge si et seulement si [5x?| < 1 si et seulement si x| < — : son rayon de
) V5
convergence est Ry = —.
V5

Finalement, Za,,x” est la somme des séries entiéres anx” et chx" qui ont des rayons de convergence

. 1
R # Ry donc celuide Y apx" vaut| R=min(R;,Ry) = —.

V5

Autfre argument possible avec la sommabilité : les séries Zagnxzn et Za2n+1x2n+1 convergent absolument
toutes les deux si et seulement si c’est le cas de ) apx" : c’est un résultat de sommabilité (théoréeme de

1
V5
Autre argument possible sans Ia sommabilité : as,x*" — 0 et az,.1 12" — 0 si et seulement si a, x™ — 0.

D’aprés ce qui précéde, on en déduit également que (sommation par paguet ou passage par les sommes
partielles ou en utilisant une somme de séries entieres)

sommation par paquets avec IN =2INu (2IN + 1)). On en déduit que R = min(Ry, R2) =

1 +o00 +oo . +00 n 1 553
Vxe [-—,—|, 8(x) = =) (ax? ) = e e
= =Tl O n;)“"x ;12::0( o ) +5xn§0(5x ) 142 1-5x2
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%9 ((0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Soit f € €°([0,1],R) telle que Vne]N,f ' f () dr=0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0,1] vers f.
(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers f2.

1
f 20 dr.
0

1
(b) Démontrer quef PO f(dt
0

n—+oo
1

(c) Calculerf Py (1) f(p)dt.
0

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0,1].

1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et & valeurs réelles ou complexes est limite uniforme sur ce
segment d’une suite de fonctions polynomiales.

2. On pose, pour fe¥%([0,1],R), fonction continue sur un segment donc bornée, [fll= sup If (2.
t€[0,1]

(a) fetPp,-f étant continues sur le segment [0,1] donc bornées,

Vielo1], Pn(t)f(t)—fz(t)’=|f(f)|'|Pn(t)—f(f)|<||f||oo||Pn—f”oo-
On en déduit que
|Puf- £ <UfloollPn=floo M
Or (P,) converge uniformément vers f sur [0,1] donc ||Py - f| O
Donc, d’aprés (1), | Puf - f2| 0.

® n—+o0

Donc‘ (P,.f) converge uniformément sur [0,1] vers f2. ‘

(b) On utilise le théoreme d’intégration d’une limite uniforme de fonctions continues sur un segment :

H1 vneNN, P, f est confinue sur [0,1].
H2 D’apres la question précédente, (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers jr

1
f () dr.
0

1
Donc f Pu() f(n)dr
0

n—+oo

1
(c) P —»f P(n) f(ndt et P — 0 sont linéaires et coincident sur la base canonique de R[X] donc elles sont
0

1
égales. Ainsi, f Pu(t)f(t)dt =0.
0

1
3. D’apres les questions 2.(b) et 2.(c), on a f F?(1) dr=0. Or f2 est positive et continue sur [0,1], donc 2 est nulle
0

sur [0,1] et donc ’ f est nulle sur [0,1]. ‘
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Exercice 49 : Analyse

+0o0
Soit }_ a,, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M= ) |ayl.
n=0
an tn —t
Onpose : VnelN, Ve [0,+ool, fr(2) = ——eh.
n

1. (a) Justifier que la suite (a,,) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions Y. f;, converge simplement sur [0, +ool.

+00
On admettra, pour la suite de I'exercice, que f: r— Y f,(1) est continue sur [0, +ool.
n=0

+o00o
2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : ¢t — t"e~! est intégrable sur [0, +oo[ et calculer f gn(ndt.
0

+00
En déduire la convergence et la valeur de f | fn (0)] d.
0

400 [ +0o0 an lJl +00
(b) Prouver quef Y —S—ef|dt= ) ap.
0

n=0 n! n=0

n
X
1. Rappelons que, VxeR, ) — converge vers e*.
n.

(@) Y a, converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,) converge vers 0 et donc
\ elle est bornée. \

+00
Autre méthode : On remarque que Yne N |ay|< M=) |ap|.
p=0
" t"
(b) Soit t€[0,+00[.OnaVneNN, |fn(0)] < Mﬁ' Orlasérie Y — converge, donc Y’ f, () converge absolument,
donc converge. ' '

On a donc vérifié la ‘ convergence simple de )_ f; sur [0, +ool. ‘

2. (a) Soit neN, g, est continue sur [0, +oo[ et 2 gy, (1) 0, donc, au voisinage de +oo, g, (1) = O(tiz)l

t—+00

Or t— é est intégrable sur [1, +oo[, donc gy est intégrable sur [1, +oo[ donc sur [0, +ool.

+o00o
On pose dlors VrneNN, I, =f gn(0)dt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = nl,,—;. On en déduit par récurrence que

+00
In=nlly = nl. AIors’ t— | fn(1)| est intégrable sur [0, +oo] ‘ car | fu(0)] = Ii;—"’lgn(t) etona f |[fn(@]|dt = lanl.
! 0

(b) On utilise le théoreme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions.

+00
H1 Y f» converge simplement sur [0, +oo et a pour somme f= ) f, d'aprés 1.(b) dont on a admis la
n=0

confinuité sur [0, +ool.
H2 vneNN, f, estintégrable sur [0, +oco[ d’apres la question 2.(a)

+o00o
H3 Ni(fn) =f |fn (0| dt = |an| terme général de série convergente par hypothése.
0

Alors f est intégrable sur [0, +oo[ €f Oon @

+o00 [ +oo an tl’l +00 +00 an lJ’l +00 an +00 +00 an +00
f Y Dl etlqr |- zf Il otg=y I [T neta= Y S| Y
0 n=0 ™ n=070 n: n=0 1 Jo n=0 n=0
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+00 @21

dz.

On considére la fonction F: x— f
0 X+t

1. Prouver que F est définie et continue sur 10; +ool.
2. Prouver que x — xF(x) admet une limite en +co et déterminer la valeur de cette limite.
3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oco, de F(x).

10; +oo[x[0;+00[ — R
1. Notons f: o2t

(x,0) = —
x+t

On utilise le théoréme de continuité des intégrales & parametres :

-2t
e .

H1 Vi€ [0;+00l, x— f(x,1) = P est continue sur 10; +ool.
X

H2 Vx€]0;+ool, t— f(x, 1) €st continue par morceaux sur [0; +ool.
H3 Domination sur tout segment Soit [a, b] un segment de 10; +ool. Vx € [a, b, V1 € [0; +o0l,

1
|fee 0| < ;e‘”:cpm

avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +oco[ car 2> 0.

+00 o—21
On en déduit que| F: fo %dt est définie et confinue sur ]0; +ool.
0

+00 X
2. Vx€]0;+oo[, xF(x) = —~ _e2!dt. Posons Vx € 10; +ool, V£ € [0;+00l, hy(f) = =X e 2,
o X+t X+t

On utilise I’extension du théoréme de convergence dominée appliquée A (hy) xejo;+oof
H1 Vte [0;+ool, hy(t) e 2t = n(p).

X—+00
H2 Toutes les fonctions hy et la fonction h sont contfinues par morceaux sur [0; +ool.

H3 Domination globale Vx € 10; +ool, V1 € [0; +00], |hx(1)] < e72! = k(1) et h est continue par morceaux, positive
et intégrable sur [0; +ool.

+00 +00 2 1
f g(t)dtzf e ?ldr=—.
0 0 2

+00
Donc f hy()dr
0

X—+00

Conclusion : | xF(x)

1
x—+o00 2

3. Etdonc|F(x) ~ 1

X—+400 2%

+00 g=2U

du

Autre méthode (mais qui n’est pas attendue ici) : le changement de variable u = x +t donne F(x) = e2* f ”
P
ce qui redonne existence et confinuité.

e 2u 2u+1

Puis, la dérivée de u— valant u— ——Ze‘zu, on « remarque » que
u

e 2 2u+1 _yy,
~ e

U u—+oo 2y2
donc par infégration des eéquivalents de fonctions positives dans le cas de convergence,

— +00
2u 1

2x

TO2u+1 _
F(x)~e2xf —e 2U qy = e?*
X 2u

2u

Ou alors on effectue une intégration par parties et on utilise un théoreme d’intégration de o dans le cas de
convergence.

D’ou en particulier xF(x)

x—+00 2
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1.

!
Montrer que la série Z ( @n)t converge.

n)22412p +1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

en précisant le rayon de convergence.

Donner le développement en série entiére en 0 de +—

1
Vi-t
Remarque : dans I’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.

En déduire le développement en série entiére en 0 de x— Arcsin x @insi que son rayon de convergence.

a it = 2n)!
En déduire lavaleurde ) ——/—F————.
nso (nh22472n +1)

. Onpose VneNN, u, =

@n)!
(nh)22472n+1)

Ups1 _ 2n+2)2n+1)@2n+1)  (2n+1)? 1
un  (m+1)2242n+3)  8(n+1)(2n+3) +0 4
o Un+l 1 . > > .
Ainsi, —— T 1. Donc, d'apreés la reégle de d’Alembert, | Y u, converge.
Un —+00

. D’apres le cours, Vae R, u— (1+uw)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R de

son développement en série entiére vaut 1 si a ¢ IN. De plus,

+00 _ _
Vuel-L1[, Q+wt=1+ Y 2@ D-@=n+D p

n=1 n!
i 1
En particulier, pour a = -5 etu=-t,R=1etvrel-1,1[,
1 T2 (-1)(-3)-(-2n-1)
=1+ Z n[ ) (=nn.
v 1-1¢ n=1 21n!
En multipliant numérateur et dénominateur par 2-4---2n =2"n!, on obtient
1 1o (2n)!
VlE]—l,l[, =1+ tn
Vi-t =1 1n)2
. 1 +00 2n)!
Conclusion : | R=1etviel-1,1[, ——= Y -2 4n.

Vi-t j=p@"n)?

D’aprés la question précédente, en remarquant que xel—1,1[ < t=x%€ [0,1[ et [0,1[c] - 1,1], il vient

1 oo 2n)!
Vxel—1,1], = ( )2x2"
-2 /= @"ny

avec un rayon de convergence R=1.
1

V1-x2 I

D’aprés le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme & ferme le développement en série entiere de

Or Arcsin est dérivable sur]-1,1[ avec Arcsin’ : x —

1 a n
x— ——— et le rayon de convergence est conservé. On obtient
1-x2

o @n)! 2n+1
Vx€]—-1,1[, Arcsinx = Arcsin0+ Z P P n
=0 @"nh=2n+1)

avec un ‘ rayon de convergence R=1. ‘

1 . . P
Prenons x = 5 €]-1,1[ dans le développement précédent. On en déduit que

1) e 2n)! 1
%zArcsin (5): Z ey

=022 (mh2(2n+1) 220+l

Donc Jio—(zn)! £
o mh224n2n+1) 37
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Exercice 52 : Analyse
Soit a € R. On considére I'application définie sur R? par

)/4

flo,y) =4 x2+y2—xy
a si (x,3) = (0,0).

si (x,y) #(0,0)

1
1. Prouver que V(x,y) € R?, x? + y? —xy > 5 (x? +y?).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R>.
(b) Déterminer « pour que f soit continue sur R?.

3. Dans cette question, on suppose que a =0.

(a) Justifier 'existence de % et % sur R?\{(0,0)} et les calculer.

f f

(b) Justifier 'existence de g—x(o, 0) et g—y(o, 0) et donner leur valeur.

(c) f est-elle de classe ¢! sur R??

1. L'inégalité & démontrer est équivalente & (x—y)2 >0, ce qui est bien vrai.

2. (0) Enparticulier, si (x,y) # (0,0), x>+ y* — xy >0 donc ‘ f est bien définie sur R2.

(b) f est continue sur R2\{(0,0)} par opération. Pour que f soit continue en (0,0), il faut que «a soit la limite de

fen(0,0).
o . . 2y X2+ y? )
Or, avec I'inégalité de la question 1, si (x,y) # (0,0), 0 < f(x,y) < ———— < 2y = 2y® donc
X2+ 2 X2+ 2
) m» pour que f soit continue sur R2.
X,y)—(0,
. . " ) . . 2y4
Remarque : on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer la limite de 21 5 (< 2r2).
Xty
e . of . of . 5 .
3. (a) Les dérivées partielles I et 5 existent sur R*\ {(0,0)} par opérations.
. Ay-2 3(2y% —3xy +4x?
On frouve aprés calcul, pour (x,y) # (0,0), g(x,y):Lx)z et %(x,y): y (2y"-3xy 2x )
& (x2+y2-xy) ey (x2+y2-xy)

(b) = L'application partielle fy:x— f(x,0) vaut 0 que x soit nul ou non, donc fy: x— 0.

of . of
! = — _— =
Donc f,(0) = Ix (0,0) existe et vaut % (0,0) =0.
= L'application partielle f;, : y— f(0,y) vaut y? lorsque y #0 et 0 sinon, donc fyy— ¥
of . of
Donc f/,(0) = = (0,0) existe et vaut | == (0,0) = 0.
(0 ay( ) 6x( )
(c) Par opérations, f est-elle de classe ¢! sur R2\ {(0,0)}.
Analysons la continuité de ﬁ et ﬂ en (0,0) : on avu que g(o,O) = g(0,0) =0.
0x o0y 0x oy
On calcule, pour (x,y) # (0,0), avec la question 1,
of atly-2x] _ 4y (P+y)ly-24 _
— )< < =4 -2 0
'6x G y)‘ X2 +y? x2+y2 ¥ ly-24 (x,5)—(0,0)

4y3|2y% —3xy +4x2| B 4y (x® + y?) [2y? - 3xy +4x?| :4y‘2y2—3xy+4x2

of
= (x, < —0
' ay (x y)’ X2+ y2 x2 + y2 (x,)—(0,0)
of of of of
donc — (x, 0=—1(0,0) et —(x,y) —————— 0= —(0,0).
0x E50) (x,)—(0,0) Ox( ) oy E50) (x,7)—(0,0) 6y( )
0 0
Donc —f et —f sont continues en (0,0).
0x oy

Finalement, ‘ f est de classe ¢! sur R?. ‘

Remarque : on aurait aussi pu utiliser les coordonnées polaires pour calculer les limifes de
4y*|y-2x| 4y |2y? - 3xy +4x?|

<12r3) et
(<12r%) =

(<36r3).

x%+y?
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Exercice 54 : Analyse

Exercice 55 : Analyse
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Exercice 56 : Analyse
Soit f la fonction définie sur R? par V(x,y) € R?, f(x,y) = 2x3 +6xy—3y% + 2.
1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R?? Justifier.
3. On pose K =[0,1] x [0,1]. Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

1. Comme f est de classe ¢! car polynomiale, et comme R? est ouvert, si elle admet un extremum local, c’est
en un point critique.

0 0
Or on calcule, pour (x,y) e R?, %(x,y) =6x%+6y et a—;c(x,y) =6x—6y.

Les points critiques de f sont les couples (x, y) € R? tels que x = y et 6x2 +6x =0, il s"agit donc des couples (0,0)

et (-1,-1).
Comme f est méme de classe €2, on peut calculer la hessienne en ces points.
Or, pour (x,y) € R? azf(x )=12x ol (x,y)=6et aZf(x )=—6

lp ry ’ axz ry - 'dxay ry - ayz vy - '

0 6
m Hp(0,0)= ( ) a un déterminant strictement négatif, donc (0,0) est un point selle.
6 -6

= 6
B Hp(-1,-1)= ( ) a un déterminant strictement positif, donc
6

-6

‘ f présente un extremum local en (-1,-1). ‘

Comme, de plus, sa trace est strictement négative, Sp (Hf(—l,—l)) cR! et

‘ il s’agit d’un maximum local, valant f(-1,-1) =3. ‘

De plus, | f n"admet ni minimum local, ni maximum local autre que celui en (-1,-1). ‘

2. Comme f(x,0) =2x% +2 a des limites +oo lorsque x — +oo, | f Ne peut admettre d’extremum globall.

3. K=1[0,1] x [0,1] est un compact de R? en tant que produit cartésien de deux compacts, ou bien encore de
fermé borné en dimension finie.

Comme f est continue sur K, le théoreme des bornes atteintes assure I’existence d’un maximum global de
f sur K.

S'il est atteint en un point de I'ouvert K, ¢’est en un point critique. Or K =]0,1[? donc {(0,0), (-1,-D)} nK = 2.

C’est donc sur le bord de K gu’il est atteint.

Découpons ce bord K en quatre morceaux : Ky = [0,1] x {0}, Ky = {1} x [0,1], K3 = [0,1] x {1}, K4 = {0} x [0,1].

Le bord 9K; se paramétre en x e [0,1] et y=0. Or, g1 : x — f(x,0) = 2x3 + 2 est strictement croissante sur [0,1] et
afteint un maximum en x =1 valant f(1,0) = 4.

Le bord 0k, se paramétre en x=1et ye[0,1]. Or, g2: y— f(1,y) = 4+6y—3y% =7-3(y—1)* atteint un maximum
en y=1valant f(1,1) =7. On aurait aussi pu faire I’'étude de la fonction g».

Le bord 0Kz se paramétre en x € [0,1] et y = 1. Or, g3 : x — f(x,1) = 2x3 +6x -1 est dérivable sur [0,1] et
gy x— 6x%+6>0, donc gz est strictement croissante sur [0,1] et atteint un maximum en 1 valant £(1,1) =7.

Le bord 0K se paramétre en x=0et ye[0,1]. Or, g4 : y — f(0,y) = 2—3y? est strictement décroissante sur [0,1] et
atteint un maximum en 0 valant £(0,0) = 2.

Finalement, | le maximum global de f vaut 7 | (et il atfeint un un point unique : (1,1)).

Exercice 57 : Analyse

Exercice 58 : Analyse
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Exercice 59 : Algébre

Exercice 60 : Algébre
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Exercice 61 : Algébre

On note ./, (C) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients complexes.
Pour A= (ai,]’] 1<i<n E ./ﬂn (C), on pose
1<j<n
Al = max

1<ign
ISjsn

ai_j‘.

1. Prouver que |-| est une norme sur .#;, (C).

2. Démontrer que
V (A, B) € (Mn (C)?, IABI < n|lAllIBI.

Puis, démontrer que, pour tout entier p > 1,

A7 || < nP~hiAIP.

. . L. AP
3. Démontrer que, pour toute matrice Ac .4, (C), la série Z ? est absolument convergente.

Est-elle convergente ?

1. lIs"agit de la norme infini sur R™.
Bonne définition Le maximum étant pris sur un ensemble fini, il Ny a pas de probléme de définition.
Séparation Soit Ae.#,(C). Si | All =0, alors pour tout (i, j) € [1, n]?, |ai,j| =0=a;; donc A=0y,.
Homogénéité Si Ae.#,(C) et 1 e R, comme |A| >0,

104l = max (141 ;) =121 max |a; ;| =121-141.
1<ign 1<isn
1<j<n 1<j<n

Inégalité triangulaire Si A, B e .«,(C) et (i, j) € [1,n]?,

|ai,j + bi j| < ai j| +]ps 5| <141+ 18I
donc [|A+BI < [l Al +IBII.
2. Si A, Be .un(C) et (i, j) € [1,n]%,
n n n
\[ABli,jK > ikbij|< X |ai,k|"bk,j|< (IAlI-1BIl) = nl Al IB
k=1 k=1 k=1

donc|I14BI < nllAll-11Bl. |

On montre que pour tout entier p > 1,‘ [ AP] < nP=14|P ‘ par récurrence (si I'interrogateur insiste pour qu’elle
soit posée) :

Initialisation Pour p=1,iln’y arien & faire. Le cas p =2 découle de ce qui précede avec A= B.
Hérédité Soit p > 1 tel que || AP| < nP~1| A|IP. Alors, en utilisant I'inégalité précédente avec B = AP,

[4P41] = ax A7) < mh Al 4P < P 4121

par hypothése de récurrence, ce qui établit la récurrence.
p
< 1 (Al

< )i qui est un terme général positif de série (exponen-

p
3. On en déduit que pour fout pe N, 0 < “%

fielle) convergente (vers SRUIAN

AP .
). donc | )" — est absolument convergente | par comparaison de terme
p!

généraux positifs de séries convergentes.

On peut aussi utiliser une norme d’algebre, par exemple une norme subordonnée, pour laquelle
N (AP) < N(A)P pour conclure.

. o L . AP
Comme .4, (C) est de dimension finie, | la converge absolue implique la convergence de la série —
p!

Exercice 62: Algébre
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Exercice 63 : Algébre
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (-|-). On pose Vx € E, |x| = y/(x|x).
Pour tout endomorphisme u de E, on note u* I'adjoint de u.
1. Un endomorphisme u de E vérifiant Vx € E, (u(x)|x) = 0 est-il nécessairement 'endomorphisme nul ?
2. Soit ue £(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i. uou*=u*ou.
ii. Y(x,y) e B2, (u@)|u) = (u* (0]|u* @).
iii. Yxek, llu)|=|u* ]

1. | La réponse est négative. ‘

m |l suffit de considérer la rotation plane de centre (0,0) et d’angle g C’est, par définition, un endomor-

phisme tel que pour tout (x,y) € R?, u(x,y) L (x,y) : une rotation d’angle g fransforme un vecteur en un

vecteur qui lui est orthogonal.
m Si on préfére faire des calculs, on peut se placer dans le plan complexe. Alors I'écriture d’une telle
rotation est, en notant (x', ') = u(x, y).

x’+iy’=ei%(x+iy) =i(x+iy)=-y+ix

X' =-y
y'=x

ce qui redonne la linéarité de u et le fait que (u(x,y)|(x,y)) =x'x+y'y =—xy+xy=0.
m Si on préfere utiliser des matrices, on représente u dans la base canonique par la matrice de rotation

o o cosy —sinZ (o 1
2 sinf  cos% 1 0

WE R

et on a de nouveau (u(x,y)|(x,y)=x'x+yy=-xy+xy=0.

Donc

On retrouve alors le fait que

2. Le plus efficace consiste & démontrer le cycle d’implications

i, = i, = ii. = i.|

i. = iii. Onsuppose uou* =u*ou. Soit xeE.

2 _ — * _ * _ * * T 2
()12 = (w(x) | u(x) deition (x|u™ (u(x)) - (x|u(u (x)))deﬁniﬂon (" )u* () = |u* @

de u* de u*

iii. = ii. Onsuppose VxeE, |u)l = |u*x)|. Soit (x,y) € E2. En utilisant les identités de polarisation et la linéarité
de u et u*, on peut écrire

(weolu) = ; (Jut + w@)|? ~ u - w)|?) = 1 (lute+ p ] - fuce-p |
4 4
1 % 2 * 2
= L (jut e P - =)
1
b (II w* () +u* Y - w0 -ut (y)||2) =(u"W|u* 1)
ii.=1i. Onsuppose Y(x,y) € E2, (u(x)|u(y)) = (u* (0)|u* (). Soit xe EOn a
woux)=uou(x) & u¥oux)—uou*(x)=0p < u*ou(x)—uou*(x)e{0g=E".

Calculons donc, pour ye E,

* _ * — * _ * — _ * * =0
(4" 0 u) -~ wou” (y) = (u” o un]y) - (wou" 0]y) aegiton (00| u) = (u” 0 () = Om
e u*

Remarque : lorsque c’est le cas, on dit que u est un endomorphisme normal.
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Exercice 64 : Algébre

Exercice 65 : Algébre

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] 'ensemble des
polyndmes & coefficients dans K.

1. Démontrer que
V(PQ) € K[X] x K[X], (PQ)(u) =P(u)oQ(u) .

2. (a) Démontrer que
V(P Q) € K[X] x K[X], P(u)oQ(u)=Q(u)o P(u).
(b) Démontrer que, pour tout (P,Q) € K[X] x K[X],
(P polynédme annulateur de u) = (PQ polynéme annulateur de u)
. _1 _2 ‘3 - ~ P - 0 P 0 ~
3. Soit A = ( ) Ecrire le polynome caractéristique de A, puis en déduire que le polynébme
1 2

R=X*+2X3+ X% -4X est un polynéme annulateur de A.

n m
1. Notons P= ). @ x* et Q=Y by X*. Alors, u étant linéaire,

k=0 (=0
(PQ)(w) |= apbp X (W) = apbyu""" = ak( bou"ou ): aiu 0( beu ): P(u)oQ(uw)
0<k<n 0<k<n k=0 \¢=0 k=0 =0
0<I<m 0<I<m
2. (@) |P(woQu |= (PQ)(w) = (QP)(w) =| Q(u) o P(u) | en utilisant la question précédente et la commutativité sur

K[X].
(b) Si P(u) = 03(5), alors (PQ)(u) =(QP)(u) = Q(u)o P(u) = Q(u) 003(5‘) = 0$(E)-

3. OnO‘)(A:X2—(trA)X2+detA:X2—X:X(X—1).‘

Or 0 et 1 sont racines de R= x*+2X3 + X2 —4X donc y4 = X(X - 1) divise R.
En outre, d'apres le théoreme de Cayley-Hamilton, y 4 est un polyndme annulateur de A.

D’aprés la question précédente, | c’est aussi le cas de R.
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Exercice 66 : Algébre
1. Soit A€ S, (RR). Prouver que A€ S}, (R) < Sp A< [0, +ool.
2. Prouver que V A€ S, (R), A% € S}, (R).

3. Prouver que V A€ S, (R), VB€ S, (R),
AB=BA= A’Be S}, (R).

4. Soit A€ S}, (R). Prouver qu’il existe B e S (R) telle que A = B2.

1. m Supposons A€ S} (R) et donnons-nous A € Sp A (le théoréme spectral assure que toutes les valeurs propres
de A sont réelles) et X #0 un vecteur propre associé.

Alors 0 < XTAX = AXTX = 1| X% avec | X2 >0, donc

= Supposons A € S, (R) et SpA « R*. Par théoréme spectral, on a P € 6(n) et D = diag(1y,...,A5) OU
SpA={A1,...,An}cR* telles que A= PDP~! = pPDPT,

N
Soit X € 4,1 (K). On pose Y:PTX:( : )
Vn

Mo @) (n) n
XTAX:XT(PDPT)X:(PTX)TD(PTX):YTDY:(y1...yn)( )(): Aiy?=0

© A \wn) 0=l
donc| A€ S} (R).

2. Supposons A € S, (R) et SpA < R*. Par théoréme spectral, on a P € 6(n) et D = diag(y,...,An) OU
SpA={A1,...,An} cR* telles que A=PDP~! = PDPT. Alors

2o VE ()
A2=p| .. |pl=p| .. |PT
0 A% 0 A%

est| symétrique | gréce & la deuxieme forme et | positive | gréce & la premiére car ses valeurs propres sont les

A2>0.
3. Supposons A€ Sy, (R), et Be S}, (R) telles que AB = BA. Alors

(42B)T =BT (AT)* = BA? = A%B
donc A%B est symétrique. Et si X € 4,1 (R),
XTA’BX=XTATBAX=YTBY >0

ol on aposé Y =AX e ., (R) et utilisé la symétrie de A, la commutation de A et B et la positivité de B.

On a donc bien

4. Supposons A€ S} (R). Par théoréme spectral, on a P e @ (n) et D =diag(y,...,An) OU SpA={A},..., A5} c R telles

que A=PDP~1=pppT,
Vi O VAL ()
B=P pl=p .. pT

© VvV © VA

est| symétrique | grace & la deuxieme forme et | positive | gréce & la premiére car ses valeurs propres sont les
VA =0, et vérifie M

Exercice 67 : Algébre
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Exercice 68 : Algébre
1 -1 1
Soit la matrice A=-1 1 -1].
1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :
(a) sans calcul,
(b) en calculant directement le déterminant det(115 - A), ou I3 est la matrice identité d’ordre 3, et en déter-
minant les sous-espaces propres,
(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant A2
2. Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est A.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.

1. (a) A étant symétrique réelle, ‘ elle est (ortho)diagonalisable ‘ par théoréme spectral.

(b) Al'aide des opérations C; — C; — Cy + C3 puis (Lp — Lp+L; et L3 — Lz —L;), on obtient

A-1 1 -1 A-3 1 -1 A-31 -1 2
xAA) =] 1 A2-1 1 |=[3-A4-1 1 [=| 0 A 0|=A°(A-3)
1 1 A-1 A-3 1 A-1 0 0 A
donc Sp A = {0,3} et 3 est une valeur propre simple, donc le sous-espace propre associé est une droite

vectorielle.
La diagonalisabilité est donc équivalente au fait que le sous-espace propre Ey(A) soit de dimension 2.
On remarque que rgA=1car0# C; =—-Cp = C3 donc dimEp(A) =3-1=2.

Ainsi, dim Eg(A) + dim E3(A) = 2+ 1 =3 donc \ A est diagonalisable. \

On pourrait s"arréter I& mais le sujet demande de déterminer completement les sous-espaces propres.
0 1 -1
Reprenons : dimEy(A) = 2 et Ci+C = —-C; +C3 = (8) donc ((1)) et ((1)) sont deux vecteurs

A 2 =il 1 Sl . . . <
non colinéaires de Ey(A) donc EO(A)=Vect(((1)),( (1) )] Une solution alternative consiste & résoudre

X 0 n
X= (ZJ €Ey(A) < AX= (8) <~ x-y+z=0 < x=y-zce qui permet de retrouver la base.

. . , . -2-11 0
Puis E3(A) est de dimension 1 car la valeur propre 3 est simple et A-315 = (31 7% 7%) etdonc C;-Cy+C3 = (8)

1 1
donne un vecteur non nul (—11) € E3(A) donc | E3(A) =Vect(—11).

Une solufion alternative consiste a résoudre avec un pivot de GauB

x-y—-2z=0

-2x-y+z=0
{—Sy—Sz:O

X:(Z)€E3(A) — (A—313)X=( )<=> —x—2y-2z=0 <

oo

x—-y—-2z=0
ce qui permet de retrouver la base.
(c) On reprend comme vu précédemment donc 0 est valeur propre et dim Ey(A) =3 -1=2.

I mangue une deuxieme valeur propre A, 0 étant valeur propre d’ordre au moins 2.

Quitte & se placer dans € pour s’assurer que le polyndme caractéristique soit scindé (feintons de ne pas
I’avoir encore calculé et de ne plus connditre le théoréme spectral qui dit que les valeurs propres de A
sont foutes réelles), trA=0+0+ A =3 donc 3 est une valeur propre (réelle, donc) de A, nécessairement

simple car la dimension de E3(A) ne peut dépasser 1 et donc ’ A est diagonalisable. ‘

(d) On calcule A%2=3Adonc P =X%2-3X = X(X-3) est un polyndme simplement scindé annulateur de A donc
‘ A est diagonalisable. ‘

2. D’apres le théoreme spectral, les sous-espaces propres étant deux & deux orthogonaux, il suffit de choisir une
base orthonormale de chaque sous-espace propre. Pour E3(A), c’est facile, il suffit de normer le seul vecteur

de base trouvé et on obtient

On peut ensuite normer un premier vecteur de Ey(A) : puis

B U
62 - (\/z) \/5'0)
m obfenir un vecteur (directement) orthogonal aux deux premiers (donc toujours dans Eg(A)) ef normé en

calculant ey Aep =| e3 = (—\/Lé, \/Lé, \/Lg) (Rappel : le produit vectoriel est au programme en Physique )

m obtenir un deuxieme vecteur de Ep(A) formant une base orthonormale de Ey(A) en utilisant Gram-
Schmidt : on pose e; = (1,1,0) puis e3 = (~1,0,1) + Ae, avec A tel que e3 L 2. On trouve A = J puis e3 = (—% 1, 1)
et on retrouve ey et e3 en normant les vecteurs.
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Exercice 76 : Algébre
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (- |-).
On pose Vx e E, [x] =1/(x|x).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={fe€(la,b],R),V x€a,b] f(x)>0}. Prouver que I'ensemble

{fabf(t)dtxfab]%dt,feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

1. (d) Onmontre que|pour tout (x,y) € E2, |(x|y)| < Ixll | y]| ie (x]y)? < (x]x)(y]y)-

Soit A un nombre réel. On pose P(A) = (x+ Ay |x+Ay) = |x+Ay|* : on a que P(A) >0 par positivité. Or, par
bilinéarité (ou identité remarquable sur la norme)

P(A) = (x1x) + Ax]y) + Ay1x) + A2 (y1y)
= (x1x) + 2A(xly) + A2 (y1y)
= I1xI? +2A(x1y) + A2 | y|?

P est un polyndme de degré au plus 2 & coefficients réels.

Cas 1:Si ||y||2 = (yly) =0, alors on doit avoir, pour fout A € R, (x]x) +2A(x|y) >0, ce qui n’est possible que si
(x]y) =0 (en effet, cela se voit en faisant tendre 1 — +oo §i (x]y) # 0 ce qui aboutit & une contradiction
ou en reconnaissant une équation de droite dont les ordonnées seraient toutes positive, elle est
donc horizontale et de coefficient directeur nul) et I'inégalité est vraie. Cette preuve a I’avantage
d’étre valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive.

On peut aussi plus simplement utiliser la défini-positivité du produit scalaire : y = 0g et donc I'inégalité
s'écrit 0=0.

Cas 2 : Sinon, le polyndme en A est de degré 2 de sighe constant donc son discriminant réduit est
négatif

A = (xly)® = (X0 (y1y) <O
et on obtient I'inégalité recherchée.
Si on n’est pas familier avec le discriminant réduit, on peut utiliser le discriminant classique

A= 4(x1y)? - 4(x1x) (yly) <0.

) llya ’ égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.
En effet
m Si y=0g, iy aégalité.
m Si y#0g, il y aégalité si et seulement si P(1) admet une racine (double) si et seulement si
IAeR, (x+Ay|x+Ay)=0,ce quiéquivaut d3IAeR, x+1y=0etdonc x ety sont liés.

b
2. (f,9 —»f f(n)g(r)dr est bien un produit scalaire sur € ([a, b, R).
a
1

i
(b—a)zz(fabldt)zz(f:\/%x \/]%dt)zéf:f(t)dtx/:%dt

b b 1
_ 2 . . — _ _ 2 .
donc (b-a)* est un minorant de {fa fodrx : _f(t)dt' feE}, afteint pour f =1, donc | m=(b—a)* | (Qui est

méme un minimum en plus d’une borne inférieure.)

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, si fe E, \/f, €% (la,b),R) et
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Exercice 77 : Algébre
Soit £ un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (Al)L =4k
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = FLnG*t.
(b) Démontrer que (FnG)* = FL +GL.

1. Sixeal et ae A, dlors (x|a) =0, donc Ac ()",
Comme 4 et AL sont de dimension finie, Ae AL = E et At e (a+)" = E donc

1
dim (AJ') — dimE — dim A+ = dim A

Finalement, | (a4)" =

2. (@) m CommeFcF+GetGcF+G,onadéd (F+G*cFl et (F+GLtcGldonc (F+GLtcF-nGt.
m SixeFLnGt, yeFetzeG, alors

) rxa)sle ) 2 J+le )=t
eFLNGL eF+G eFL ¢F eGL €G

donc FfnGtc(F+G)*t.
m Finalement,| (F+ Gt =F+nGt. ‘

Remarque : Cette égalité et cette démonstration sont encore valables en dimension infinie.

(b) En appliquant la question précédente & F+ et GL et en utilisant la premiére question,

(Fl + Gi)l = (Fl)l n (Gi)L =FnG

donc, en prenant I'orthogonal et en réutilisant la premiére question, ‘ FnGt=Ft+ct

Remarque : Une seule inclusion reste vraie en dimension infinie.
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Exercice 78 : Algébre

Soit £ un espace euclidien de dimension » et u un endomorphisme de E.
On note (x|y) le produit scalaire de x et de y et || la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que Vxe E, ||u(x)|| = ||x|].
(a) Démontrer que V(x, y) € E?, (u(x)|u(y)) = (x|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que I'ensemble ¢ (E) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit ue £(E). Soit e = (e, e2,...,e;) UNe base orthonormée de E.
Prouver que u € G(E) < (u(ey), ulez), ..., u(ey)) est une base orthonormée de E.

1. (a) Siu estune isométrie vectorielle, alors pour fout vecteurs x et y de E,

(uo]ut) = & (o + u ) | - o - un )
= i Jue+ PP - utx-9])
= All (||x+ J’”Z —|lx- y||2] (car u conserve la norme)
= (xl)

(b) Comme E est de dimension finie, il suffit de vérifier que u est injectif pour obtenir automatiquement que
u est bijectif. Or
xeKeru < u(x)=0, < |ux)[|=0 < |lx[=0 < x=0g
car u conserve la norme, ce qui donne Keru = {0g} donc u injectif, donc u bijectif.
2. On montre que @(E) est un sous-groupe de (Y. £ (E),o).

m D’aprées la question précédente, 0(E) c 9 £ (E).

B O(E) # @ caridg est un endomorphisme qui conserve la norme.

m Soit u,ve G (E). Alors uov~! e £L(E) et pour tfout xe E,

oot <o) o710 5 70 <12

donc uov~le@(E).

3 m Supposons u € @(E). Alors pour tout (i, j) € [1, n]?, la conservation du produit scalaire donnée en 1.a per-
met d’écrire
(u(e,)|u(e])] = (e,-|ej) = 51',]'
donc la famille (u(ey), u(ez), ..., uley)) est orthonormale donc libre et contient n = dim E vecteurs : c’est une
base orthonormée de E.
= Supposons que la famille (u(ey), ules), ..., uley)) €st une base orthonormée de E.

n n
Alors, pour fout x € E, en décomposant x = ) x;e; donc u(x) = Y x;ule;), comme (uler), u(ez), ..., ulen)) est
i=1 i=1
une base orthonormée de E,
n
2 _ 2
lux)l® = _lei
=

et comme (e, ey,..., en) €5t Une base orthonormée de E,
2 2 2
lx)® = lel-.
1=

Donc |u(x)|l = ||x|| et on a bien ue G (E).
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Exercice 79 : Algébre
Soit a et b deux réels tels que a < b.
1. Soit i une fonction continue et positive de [4, b] dans R.
Démontrer que f: h(x)dx=0= h=0.
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans RR.

b
On pose Y (f,g) € E?, (f|g) = f f(x)g(x)dx. Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
a

1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
1. Supposons f h(x)dx = 0. Soit H une primitive de la fonction continue k. Alors H' = h > 0 donc H est croissante
a

b
et H(b) - H(a) :f h(x)dx =0 donc H est constante sur [a, b] : Vx€ [a,b]l, H(a) < H(x) < H() = H(a).
a

Alors, sur [a,b], h=H'=0.

b
Donc f h(x)dx=0= h=0.
a

2. Bonne définition Si f,g € E, le réel (f|g) est bien défini.
Symétrie Si f,g<E. (f|g) = (g|f) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si fi, o, gc Eet AR, (fi+Af2|g) = (f1|g) +A(f2|g) parlinéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. La linéarité a droite en découle par symétrie.
Défini-positivité
m Si feE, (f|f) =0 par positivité de I'intégrale ;

m et si (f|f) =0, alors, comme f? est continue, positive, d’intégrale nulle sur [a,b], elle y est nulle et
donc f=0g.

Dono‘ (+]-) est un produit scalaire sur E. ‘

3. Parinégalité de Cauchy-Schwarz, en notant f =,/ et g: x— e™* fonctions continues sur [0,1],

1-e2

[ Ve sax=(rlg) <l s - ¢ folw [ eerax= 2

V1—e2

1
donc f Vaxe *dx <
0
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Exercice 80 : Algébre
Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2z-périodiques de R dans R.

2m
1. Démontrer que (f|g) = %f f (1) g (©)dr définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x— cosx et g: x— cos (2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin? x.

1. Bonne définition Si f, g € E, elles sont continues sur [0,27] et le réel (f|g) est bien défini.
Symétrie Si f,geE. (f|g) = (g|f) par commutativité du produit réel.

Bilinéarité Si fi, >, gc Eet A e R, (fi+Af2|g) = (f1|g) +A(f2|g) par linéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. La linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
= Si feE, (f|f) >0 par positivité de I'intégrale ;

m etsi (f|f) =0, alors, comme 2 est continue, positive, d’intégrale nulle sur [0,2x], elle y est nulle et
donc, par 2z-périodicité, f =0g.

2. F=Vect(f:x— cosx,g:x— cos(2x)) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie donc le projeté ortho-
gonal sur F de la fonction u: x — sin? x est bien défini.

Il s’agit de I'unique fonction he F telle que u—he FL,
Or, par une célebre formule de trigonométrie

1—-cos2x
VxeRR, cos(2x)=1—2sin2x ie sinzsz,

1
donc u= _§ +-.
2 2

€F

L . 1
Vérifions alors que la fonction constante 5 est dans FL.

1 1 [2m 1 21
(—‘f):—f costdt:—[sint] =0
2 4 Jo am 0

1 1 [27 1 [sin27]%7
—‘g =— cos2tdt=—
2 41 Jo 4w 2

0

Doncu=-2+ - et pF(h):—g.
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Exercice 81 : Algébre

On définit dans ., (R) x ./, (R) 'application ¢ par : ¢ (A, A') = tr(ATA’), ol tr (AT A’) désigne la trace du produit
de la matrice AT par la matrice A’. On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./, (R).

a b
On note & = , (a,b)e R? Y.
-b a

1. Démontrer que % est un sous-espace vectoriel de ./ (R).
2. Déterminer une base de .

1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de j = ( ) sur 71 .
1 1

4. Calculer la distance de j a &.

, a b\[d VP
On a classiguement ¢ , =aa' +bb' +cc’ +dd'.
c d|\c d

0 1
1. & =Vect (IZ,K: ( )) est bien un sous-espace vectoriel de - (R).
-1 0

2. Comme & est un sous-espace de dimension 2 (I, et K sont non colinéaires) en dimension 4, 1 est aussi de
dimension 2.

a b
A= ( ) e F1 siet seulement si p(4, I,) = p(A,K) =0 si et seulement sia+d=0=b—c.
c d

a b 1 0 0 1
Donc &+ = { ( ) (a,b) € IRZ} :Vect(M: ( ),N: ( )) et comme M et N ne sont pas colinéaires,
b -a 1 0

=il
1 0 0 1
M= N = est une base de F1.
0 -1 1 0

0 1
3. Comme j=L+Navec LeZ et Ne 1, pgl(]):N:( )
1 0

(=)

4. D’aprés le cours (et le théoréeme de Pythagore), dUJ, %) = |J - pz || = |pg1 D] = INI = V02 +12 + 12 + 02 donc

dUJ, %) = V2.

Bangue CCINP — MP — MPI — 2025 - page 56 sur 78 Retourner en page 1


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 5 MARS 2025

Exercice 82: Algébre

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie » > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x - y; soit orthogonal & F et que la
distance de x & F soit égale & ||x - yo|.

a b a b
PourA:( )et A’:( , ),on pose (A|A') = aa' +bb' +cc' +dd’.
c d c

dl

1. Démontrer que (-|-) est un produit scalaire sur ./ (R).

1 0
2. Cadlculer la distance de la matrice A= ( ) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supé-
-1 2

rieures.

1. Bonne définition Si A, A’ € .4, (R), le réel (A|A') est bien défini sans probléme.
Symétrie Si A, A’ e i, R). (A|A") = (A'|A) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si A, Ay, A" e 4o (R) et A€ R, (A1 + AAz]A") = (A1|A') + A(A2|A') en remplagant directement dans |'ex-
pression. D’ou la linéarité & gauche, la linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
m SiAedtrR), (A|A)=a?+b?+c?+d?> >0;
m et si(A]A) =0, alors, comme il s’agit d’une somme nulle de termes réels positifs, a® = b? = ¢ = d? =0 et

donc A=0;.

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
2. Onécrit A= ( ) = ( )+ ( ou ( ) eF et ( ) e F* car elle est orthogonale & toute matrice
=1 2 0 2 -1 0

friangulaire supérieure.

1 0
A-—

0 2

Exercice 83 : Algébre

Alors | d(A,F) =

Exercice 84 : Algébre

Exercice 85 : Algébre

Exercice 86 : Algébre

Exercice 87 : Algébre
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Exercice 88 : Algébre
1. Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C). Soit u € £ (E). Soit P € K[X].
Prouver que si P annule u alors toute valeur propre de u est racine de P.
2. Soit ne IN tel que n > 2. On pose E = ./, (R).

L osii=j
Soit A= (ﬂi,j)lgign la matrice de E définie par a; ; = - ]
INJAL Isli#j

Soit u e £ (E) défini par : V M€ E, u(M) = M + tr(M) A.
(a) Prouver que le polynéme X2 - 2X +1 est annulateur de u.
(b) u est-il diagonalisable ?
Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, I'autre sans I'aide de la question 1.).

n
1. Notons P= )’ aka tel que P(u) =0 ). SOit A un valeur propre de u, x # 0 vecteur propre associé. Alors
k=0

n n n
0 =P =Y qu*=Y a (/lkx) = (Z apA | x=P)x.

k=0 k=0 k=0

Comme x #0,

Remarque : u(x) =Ax =Y ke N, u¥(x) =Akx se prouve facilement par récurrence.
2. (a) Soit M€ E=nR).

uz(M) —2uM)+M=u(M+ ({trM)A)-2(M+ (trM)A)+ M
=u(M)+ (trM)u(A) — M —2(tr M) A
=M+ ({trM)A+(trM)A-M-2(tr M)A CartrA=0
:OVL

Donc ‘ X2 -2X+1 est annulateur de u. ‘
(b) = D’apres les deux questions précédentes, la seule valeur propre possible de u est 1.

Si u était diagonalisable, on aurait alors E = Ej (u) = Ker(u —idg) donc u =idg. On peut aussi le voir en
1 (0

représentant u matriciellement : B = P( ) pl=pr,pl=1p,.

© 1
Ce n’est pas le cas par exemple parce que u(l,) = I, + nA# I.

= On peut aussis’intéresser au polyndme minimal de u : il divise X2—2X+1 = (X-1)? et n’est pas constant,
il vaut donc X—1 ou (X - 1)2.

Mais comme u #idg, il ne peut valoir X —1.
Donc my, = (X —1)2 nest pas simplement scindé et 1 n“est pas diagonalisable.

Exercice 89 : Algébre

Exercice 90 : Algébre

Bangue CCINP — MP — MPI — 2025 - page 58 sur 78 Retourner en page 1


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 5 MARS 2025

Exercice 91 : Algébre
0 2 -1
On considére la matrice A=|-1 3 -1|e.43R).
-1 2 0
1. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que I'on déterminera.
2. La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer, en justifiant, le polynédme minimal de A.
4. Soit n e IN. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X - 1)? et en déduire la valeur de A”.

. ! . R
1. On remargue que la somme des colonnes de A est égale & (%) on devine que la seule valeur propre va étre
1.
On peut répéter cette opération dans le calcul de y 4 :

A =2 1 A-1 =2 1 A-1 =2 1
xaA)={1 A-3 1|=|]A-1 A-3 1|=| 0 A-1 0

1 -2 A |[A-1 -2 A 0 0 A-1

en ayant ensuite retranché la premiére ligne aux deux autres.

On en déduit que y4 = (x-1)3 et

On peut aussi conclure en remarquant que A2 = 24— 1,, et que les valeurs propres sont alors racines de
X2-2X+1=(X-1)2

2. Comme 0¢Sp A, | An‘est pas inversible. ‘

Si elle était diagonalisable, elle serait égale & PI3;P~! = I3 donc | elle n’est pas diagonalisable.

3. Si on a déja vu dans la premiére question que (X - 1)2 est un polyndme annulateur, on dit que 74 est un
polyndme unitaire non constant divisant (X - 1)2 et qu’il ne peut valoir X —1 car A # I3 ce qui permet de

conclure |, = (X -1)2.

Sinon, on utilise le théoréme de Cayley-Hamilton : y 4 annule A donc est divisible par 7 4 qui peut alors valoir
X-1,(X-1)2 ou (X-1)3. On élimine comme X—1 car A # I3 et on calcule (A-I3)? = 03 ce qui permet de conclure

4. Par division euclidienne, X" = (X -1)2Q+R ol degR <2 donc R=aX+b avec a,be R.
En évaluanten1,ontire 1" =1=R(A)=a+b.
En dérivant puis évaluant en 1 - 1 est racine double de (X - 1)% - on obtient n1"~! = R'(1) = b.
Doncb=n,a=1-netR=1-nX+n.

En évaluant la division euclidienne en A, on tire : 7 A(A)Q(A) +R(A) = R(A) :
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Exercice 92 : Algébre
Soit ne IN*. On considére E = .4, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose V(A B) € E2, (A, B) = tr (AT B) ol tr désigne la frace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (.,-) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Prouver que E=S,(R)e Ay (R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).
3. Soit F 'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F.

1. On peut soit utiliser les propriétés de la frace sur la premiére forme (A, By = tr (AT B), soit écrire une deuxieme
forme

n = n
(A,B) =j; 4 B]j,j =];

n
l; [AT]j,ibi’j) = Z a,-,jb,',j

1<i,j<n
P N . . 2
et rédiger comme avec le produit scalaire canonique de R™".

Bonne définition Quelle que soit le forme de (A, B), si A, Be .4, (R), le réel (A, B) est bien défini sans probléme.

Symétrie Si A,B e 4, (R), (A B) = (B, A) par commutativité du produit réel avec la deuxiéme forme. Avec la
premiére forme, on peut écrire

(A,B)=tr(ATB)=tr((ATB)T) =tr (BT A) =(B, A).

Bilinéarité Si A,B,B € .4, (R) et 1 € R, avec la premiére forme, la linéarité & droite découle de celle de la
frace :
(A,B+AB'y =tr(AT(B+AB")) =tr (ATB) + Atr (ATB') = (A, B) + A(A, B').

Avec la seconde forme,

<A,B+AB’) = Z a,-yj (bi,j+lb;"j) = Z aiyjbiyj+/l Z ai,jb;-'j = (A,B>+/1<A,B,).
1<i,j<n 1<, j<n 1<i,j<n
Ensuite, comme toujours, la linéarité & gauche en découle par symétrie.
Défini-positivité Cette fois, difficile de se passer de la seconde forme. Soit A e .4y, (R).
_ 2 .
B (A= 3 a;; >0
1<i,j<n
= etfsi(A, A) =0, alors, comme il s’agit d"une somme nulle de termes réels positifs, ¥ (i, j) € [1, 7]?, al?j =0
et donc A=0y.

Donc ‘ (-,-y est un produit scalaire sur E.

2. (a) Remarquons que le résultat découle de la question suivante (car A, (R) est de dimension finie) mais ce
n’est pas la logique de I'énoncé.
Le plus rapide pour obtenir cette supplémentarité classique est d’utiliser une symétrie.
T:M— MT est involutive (ToT =idg) et linéaire : il s'agit donc d’une symétrie sur Ker (T —idg) = Sp(RR)
parallélement & Ker (T +idg) = A, (R). On a donc| E = $,(R) ® A, (R). \

Remarque : On peut aussi raisonner par analyse-synthése pour trouver explicitement I'unique décom-

position d’une matrice en partie symétrique et partie antisymétrique, ou alors utiliser un argument de

dimension et le fait que I'intersection soit réduite & la matrice nulle, mais ¢ ’est (un peu) plus long et moins

élégant. De plus, notre argument justifie aussi le fait qu’on ait des sev méme si ¢’est admis par I’énoncé.
(b) Soit Se€ S, (R) et Ae A,(R). Alors (S, A) =tr (ST A) =tr (SA) d’une part, et, d'autre part

(S,A)=(A,S) =tr(ATS) = —tr (AS) = —tr (SA) = — (S, A)

donc (S, A) =0 et, par suite, S,(R) < Ap(R)*.
On conclut avec les dimensions : dim S, (R) = dim E — dim A, (R) = dim A, (R)* par la question précédente
et la supplémentarité de A, (R) et A, (R)L.

Donc \ Ap@R)* =S, (R).
3. En utilisant une base de F constituée de matrices élémentaires et la deuxieme forme,

MeFt < vie[L,n], (M,E;;) < Vie[l,n], m;;=0

Donc ‘ Fl est I'ensemble des matrices de ., (R) & diagonale nulle.
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Exercice 93 : Algébre

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u ¢ £ (E) tel que 1+ u?+u = 0. On notera Id 'application
identité sur E.

1. Montrer que Imu @ Keru = E.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynémes.
(b) En déduire que Imu = Ker (¢? + u +1d).
3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de u. Justifier la réponse.
Remarque : les questions 1., 2. et 3. peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

1. La formule du rang donne déja dim (Imu) + dim (Keru) = dim E.
Prenons y e ImunKeru. Alors on a x € E fel que y = u(x) et u(y) = u?(x) = 05, donc u3(x) = u(u?(x)) = 0.
Ainsi, 05 = 13 (x) + 12 (x) + u(x) = u(x) = y.
Donc ImunKeru = {0g}.

Finclernent, mu e Keru =]

2. (a) Si P et Qsont deux polyndmes premiers entre eux, alors

‘ Ker(PQ)(u) = Ker P(u) ® Ker Q(u). ‘

(b) Onremarque que X3+ X2+ X =X(X?>+X+1) avec XA (X?+X+1)=1.
Donc, par le lemme de décomposition des noyaux, E = Ker (u® + u? + u) = Keru @ Ker (u? + u +1d).
En passant aux dimensions, dimKer (2 + u +1d) = dim E - dimKer u = diimIm u.
Il reste & montrer une inclusion pour conclure.
Or, si yeImu, on a x€ E tel que y = u(x) et alors

(u2 + u+Id) (u(x) = [uz e+ u) (x)=0g

donc x € Ker (u? + u +1d)

donc Imu < Ker (u? + u+1d) et ils sont méme dimension : | ils sont égaux.

3. Comme u est non bijectif, 0 € Sp u.
On sait par ailleurs que les valeurs propres sont parmi les racines réelles — K = R ici — du polyndme annulateur

X34 X2+ X=X(x2+x+1).
Mais (X2 + X +1) n'a pas de racine réelle. Donc | Sp(u) = {0}.

Remarque : on a aussi Spg (u) {O,jj}.

Exercice 94 : Algébre
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m PROBABILITES : EXERCICES 95 A 112

Exercice 95 : Probabilités
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.
1. Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.
(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que I'on tire simultanément 5 boules dans I'urne.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loide Y.

Am AT 5 af . . 5 2 1. .
1. (9) lIs’agit d'une répétition d’expériences de Bernoulli de méme paramétre p = ol indépendantes dont

N s 4
on cherche le nombre de succés. D'aprés le cours, | X ~24(5,p), E(X)=5p=1et V(X) =npl-p) = =

(o) Y=2X-3(5-X)=5X-15. Donc’ Y(Q) ={5k-15,ke[0,5]} ‘e’r, si ke[o,5],

k(4\5-k 5-k
]P(Yz5k—15)=IP(X:k)=(5)(l) (A—l) =(5)45—5.

k)\5 5 k

De plus, par linéarité, | B(Y) =5EX) -15=-10 | e’r\ V(Y) =52V (X) = 20. \

2. (9) | X =[0,2] | et en prenant comme modéle Q = 25(%4) (parties A 5 éléments) ou 4 est I'ensemble des

) 10 10!
boules, « = 2(Q) et P uniforme, avec |Q| = ) :

(5h2
B (X=0) estle casouiln’y aque des boules noires (5 parmi 8) donc

8 8
5.8 4.5 |2
Pa—ol- -6 58 45 j2
(10) (150] 31-100  9-10 |9

5

5 _

m (X=1) estlecasouiln’y aqu’une seule boule blanche parmi 2 et 4 boules noires parmi 8 donc
8
B 2-(5)%-81 2.25 |5
P(X=1)|= lf;*): OY” 8 =[=
(D) @h2-100 9-10 |9
B (X=2)estlecasouiln’y ales deux boules blanches, il n"y a donc & choisir que 3 boules noires parmi

8 donc N
(3) 2
]P(XZZ) ZWZ]P(X:O): 5

5)

oudlors P(X=2)=1-P(X=0)-P(X =1).
(b) On afoujours Y =5X —15. Donc| Y () = {-15,-10,-5} | et

IP(Y:—15)=IP(X:0)=§ IP(Y=—10):IP(X=1)=3 IP(Y=—5):IP(X:2):§
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Exercice 96
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN, de loi de probabilité donnée par : vne IN, P(X = n) = p,. La

+00
fonction génératrice de X est notée Gy et elle est définie par Gx (1) =E [tX] = Y p,t".
n=0

1.
2.

Prouver que l'intervalle 1 - 1, 1[ est inclus dans I'ensemble de définition de Gy.
Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans IN. On pose S = X; + Xo.
Démontrer que Vrel-1,1[, Gs(t) = Gx, (1)Gx, (1)

(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.

(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice par Gy (t) = E[tX].

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable & » variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans IN.

Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule numérotée
2. Soit n e IN*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans ce sac.

On note S, la somme des numéros tirés.

Soit r €] -1,1[. Déterminer G, (1) puis en déduire la loi de ;.

2,

3.

+00

. Comme ) p, converge (vers 1), le rayon de convergence de la série entiere ) p, " est au moins égal & 1,

n=0

donc‘ I'intfervalle 1 -1,1[ estinclus dans I'ensemble de définition de Gy. ‘

(a) Lesséries entieres ayant toute un rayon de convergence au moins égal a 1, on peut effectuer un produit
de Cauchy (de rayon de convergence au moins égal a 1 aussi) et écrire, pour re] - 1,1,

+oo [ n 18
=Z(ZIP(X1=k,X2=n—k))t” S=m=|]X1=kXo=n-k
n=0\k=0 k=0
+00 n
=% (Z PX =kbPX2=n- k)) " par indépendance
n=0\k=0
+00 +00
= ( Y P(X;=n) t”) ( Y PX2=n) t”) par produit de Cauchy de séries entiéres
n=0 n=0

=| Gx, ()Gx, (1)

(b) Comme X; et X, sont indépendantes, c’est aussi le cas, pour re]-1,1[, de X1 et X2, On a donc

(G- B[] [ %] B[ B[ | G0

Soit, pour i € [0,n], X; la variable aléatoire du numéro de la boule tirée au i® tirage.

. . L 1 1 1
Alors les X; sont des vaiid de fonction génératrice r— 173 r+ 1 2.

n
D’aprés ce qui précéde, S, = ) X; est de fonction génératrice
i=1

+ =+

1 1 1.\ (1+2t+2)" | a+p2n
‘GSn = (GXl‘)n:t'_’ ‘( —tz) = ( ) = 0

472 4 an 4n
2n (21?)
Par la formule du binéme de Newton, Gs, : t— Y 4—ntk.
k=0
G (2n) (1)K (1)2n-k 1
Donc S, () =[0,2n] et pour tout ke [0,2n], P(S, =k) = 2 ezl 3 | Sn~%B|2n, 3/
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Exercice 97 : Probabilités
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans IN? dont la loi est donnée par

1 j+k
(j+k —)

Y(j, k) eIN?, P((X,Y)=(j,k)= i

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
2. Prouver que T [2X+Y] existe et la calculer.

1. D'apres I’'énonceé, \ X(Q)=Y(Q)=N.

Soit j € IN. Par application de la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements
(Y = k) e . ON calcule

P(x= ')—ioIP(X— j Y—k)—Jio YeEl)
- =" T oejiki2itk
1 +00 1 +00 1 . 2.9 .
== J'Z — Z Ty en reconnaissant des séries exponentielles donc
ejl2/ " o k2% g5 (k-1)!2 convergentes et en démarrant I'indice de la
1 (. 1)\tea/k deuxiéme somme d 1 pour ne pas écrire de facto-
== ( -) " rielle de nombre strictement négatif, le terme pour
e],2] 2 k=0 k! )
. k=0 étant nul.
_2jtY
ejl2i+l
o 2j+1
 Vejt2i+l
. s ~ 2j+1 2k+1
i 2 =j)= —— = = e—
Ainsi, par symétrie des rdles, | V (j, k) € [1,n]*, P(X=j)= NG et P(Y =k) JanzE

On remarque que P((X,Y) =(0,0)) =0 # P(X =0)IP(Y =0) donc ‘ X et Y ne sont pas indépendantes.

2. L'espérance E[2X*Y] de la variable aléatoire 2X+Y réelle positive existe toujours dans [0, +ool.
Montrons qu’elle est finie et calculons sa valeur.
Par la formule de transfert puis symétrie des roles, dans [0, +oo],
Jtk 1

. T J k1_2 J
E[2X*Y|= ¥ P@x =@ 2itt=c ¥ o=l Y e ¥ =2 Y
[ ] (j,l)e N2 € (j,kpeN? Jjlk! e (j,})eIN? j'k! (j,l)e N2 J'k! € jeme jlk!

Par théoreme sur le sommes doubles produits dans le cas positif,

E[wa]:g(f;‘)(f%):%

€\j=o0 i k=0

+00 1 +001
Z —(j—l)!) Z E =2e< +00

j=1 k=0

Donc | 2X*Y est d’espérance finie égale & 2e. ‘
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Exercice 98 : Probabilités

Un secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.
On admet que les 1 appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (ot p €10,1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.
1. Donner la loi de X. Justifier.
2. Le secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n - X correspondants qu’il

n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour ke IN, P(Y =k | X =1).
(b) Prouver que 7 = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
.. - )z P n—i\ln k\[n
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I’égalité suivante : eilli 1= e )
(c) Déterminer I'espérance et la variance de 7.

1. Il s'agit d'une répétition de n expériences de Bernoulli de méme paramétre p indépendantes dont on

cherche le nombre de succes. D'apres le cours, | X ~ B(n, p).

2. (a) Ensupposant I'événement (X = i) réalisé, on se retrouve de nouveau dans une situation de nombre de
succes de n—i expériences de Bernoullide méme parameétre p indépendantes. Donc, pour la probabilité
conditionnelle Px-;, Y suit une loi binomiale de parameétre (n—i, p).

n—i

Ainsi,| pour ke N, P(Y =k | X =) :( )pk(l—p)n_i_k (qui est nul si k> n—1i).

k
(b) Z correspondant au nombre total de correspondant ayant répondu, | Z(Q) = [0, n]). | Soit k € [0, n].
En utilisant la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((X = i))iE[[Ln]
associé d X,
n k
P(Zz=k) = ZIP(X:i)lP(Z:klxzi): ZIP(X:i)IP(Y:k—i | X=1i) Onao<Xx<kety=2-X.
i=0 i=0
_&(n i1 pyn=i n—i k=i _ pyn-Fk
P23 U] LA Y p
k(k\(n) 2n—i—k
= |[; pr-p T Formule admise.
izo\i)\k
_ [Pk p)Zn_ki k ( 1 ) =
k —o\ij\1-p
=|"|pka - p2n-k (1 + L)k Binome de Newton
k 1-p '
-k
= Z) (p-pn¥(a-pr)"

avec p2-p)+(1-p)?=1. Donc ] Z~%B(n,p2-p)). ‘
(c) D’aprés le cours, | E(X) =np2-p) | et ’ V(X)=np2-pQa-p?. ‘

Remarque : pour prouver la formule admise imaginons devoir choisir dans une ville de n habitants, k conseillers
municipaux et, parmi ces conseillers, i adjoints.

m On peut choisir d’abord les k conseillers parmi n habitants de Z maniéres différentes puis i adjoints parmi

les k conseillers de (I;) maniéres différentes ce qui laisse au fotal (lf) (Z) choix possibles.

m On peut aussi choisir d’abord les i adjoints parmi n habitants de ’: maniéres différentes puis k — i autres

conseillers parmi les n—i habitants restant de (Z: ;) maniéres différentes ce qui laisse au total (Z - l) (n) choix

possibles.
On a compté deux fois la méme chose, d’ou la formule.
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Exercice 99 : Probabilités

1.
2.

Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Soit (¥,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et et telle que Vne N, Y, € I2.
n

Onpose S, = Y Y;.
=il

Prouver que
Vi(Yy)

na2

YV a€]0,+oo], IP(

ﬁ—E(Yn'w)s
n

. Application

On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3
boules noires.

A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45?

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure I'issue du ie tirage.

. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X € L? une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2, a > 0.

V(X)

P(X-EX)>a)< —5
a

c’est-O-dire, en notant m I’'espérance de X et ¢ son écart-type,

o2
]P(IX—m|>tl)<?

Loi faible des grands nombres
On remarque que, comme les Y, sont identiquement distribuées,

m par linéarité, E(S—") =EM);
n

m parindépendance, V(S—") = V(SZ") _ Yo
n n n

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

V(Y1)

2By —
na

S
J
n
Application
On considére la suite (Y;,) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y, mesure Iissue du ne tirage : Y, (w) =1 si la

>a)<

n® boule tirée est rouge, 0 sinon. Ainsi, dans notre contexte, v, ~ 4 (5) est les v, sont indépendantes car les

2 2 6

tirages le sont, E(Y,)==-=04etV(Y,)==-—= —.

g (Yn) 5 (Yn) N
> 0,05) <0,05.

S
On cherche n tel que IP( 7" -04

, . ) L. ) ) - 6/25 , <
D’aprés la question précédente, il suffit de choisir n tel que 0052 <0,05 c’est-a-dire
n-v,

6/25
nz
(1/20)3

=6-42.20=1920.
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Exercice 100 : Probabilités
Soit A €10, +oo[. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans IN*. On suppose que

—

AN

A

VneN*, PX=n= ———M.
nn+1)(n+2)

1

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) = ——.
x(x+1)(x+2)

Calculer A.
Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.
X admet-elle une variance ? Justifier.

b c 1 1

P . 1
. Par la méthode habituelle, on frouve R(x):£+—+—ovec a=——=—,b=———=-1¢t
) . x x+1 x+2 0+1)(O0+2) 2 (-1)(-1+2)
Ty 2
On cherch tel I A (@) tél
n I — =1.Or, par ;
cherche A tel que ”Z:“l T —— par télescopage
+00 +oo LD
o ERE o [ e B 1 B R
— nn+1)(n+2) =\2n n+1 2(n+2) =\2\n n+l 2\n+1 n+2 211 1+1 4

Donc .

. Comme X est a valeurs réelles positives, elle admet une espérance dans [0, +oo]. On va montrer qu’elle est

finie et la calculer.
Dans [0, +o0], On calcule par décomposition en éléments simples et télescopage

+00 an +00 1 +00 1 1 1
IE(X)ZZ—=4Z—:4Z( - ):4 — 0| <+o0
=1 nn+1)(n+2) =1 (n+D(n+2) pm\n+l n+2 1+1

Donc | X est d’espérance finie égale & 2. ‘

. On cherche & savoir si X e I? ¢’est-a-dire, par théoréme de transfert, si (P(X = n)n?) e+ €5t sommable c’est-
B Moo o] 2 "y in
a-dire si la série de terme général P(X = n)n? = ————— est absolument convergente.
(n+1)(n+2)

4n 4 A A 1 , :
— est un ferme général de série divergente, donc | X n’‘admet pas de variance.

oro ——~
(n+1)(n+2) n
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Exercice 101 : Probabilités

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A linstant =0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'’eau du point ol il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points
d’eau.

Leau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n e IN.

On note 4, I'événement «I’animal est en A aprés son r® trajet».
On note B,, 'événement «I’animal est en B aprés son 1€ trajet».
On note C,, I'événement «I’animal est en C aprés son € trajet».

On pose P(Ay,) = an, P(By) = by, et P(Cy) =cp.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,; en fonction de a,, b, et c,.
(b) Exprimer, de méme, b, et ¢+ en fonction de a,, b, et ¢,.

0 12 1/2
2. On considére la matrice A=| 12 0 12

12 1/2 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
1 P . .,
(b) Prouver que " est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de ./ (RR) telles que D =P~ AP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a;,, b, et ¢;, en fonction de
n.
Remarque : aucune expression finalisée de a;, b, et ¢, N’est demandée.

1. (Q) (An, B, Cyp) est un systeme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales

P(Ap+1) = P(An+1 | An)P(An) +P(An+1 | Bn)P(By) +P(An+1 | Cn)P(Cn)

1 1 , . 1 1
donc a1 =0a, + Eb" + EC" c'est-a0-dire | a1 = Eb” + EC"'

A 1 1 1 1
(b) De méme, bn+1=§an+§cn et cn+1=§an+§bn.

2. (a) Aestsymétrique & coefficients réels, donc | elle est diagonalisable. ‘

(b) rg(A+ %13) :rg(% @ i i)) =1, donc | -3 est valeur propre de A |et dimE_ (4) =2.
2

0 ana 0 0 1 0
Comme dans cette matrice, les colonnes vérifient C; — C3 = (8) et C,-C3= [8], ( 01),( 11) € E_1(A) et sont
= = 2

indépendant donc Ei% (A) =Vect((_(1)l) [_(1)1])

Remarque : On peut aussi résoudre le systéme (A— %I3J (z] = (§) = x+y+z=0< z=-x-1y.
(c) Puisque —% et valeur propre double de A et tr(A) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre simple de

—-11/21/2 Lo 0 1
A OrA-I3= (1/2 =l 1/2) vérifie C1 +Co + C3 = (o) donc [1] € E1(A).
/2 1/2 -1 0 1
. . . . 1 1 , q
On aurait aussi pu voir directement sur A que A(%) = ({) ce qui donne directement la valeur propre 1 et
un vecteur propre associe.

Ainsi (@)(_(l)lj( ? )) est une base diagonalisante de A : on pose | P :(

Yt i

10 10 0
0 1)e’rD: 0-12 0 |,|etona
-1-1 0 0 -1/2

alors D= P~ 1 AP.

an an
3. D’apres la question 1., pour fout ne N, (bnﬁ) = A(bn) et donc, par récurrence (suite géométrique),

Cn+1 Cn

an ag 1 0 0 1
vneN, [ b, |=A" b |=Pl0 u2n o [PYo
cn co 0 0 (-1/2)" 0
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Exercice 102 : Probabilités
Soit N e IN*. Soit p€]0,1[. On pose g=1-p.
On considére N variables aléatoires X1, X,,---, Xy définies sur un méme espace probabilisé (Q,«,P), indépen-
dantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1.

Soit i € [1,N]. Soit n e IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par v = ) én-iEN(Xi) c’est-a-dire Yo € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+, Xy (W),
\l\

min désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soit ne IN*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnditre la loi de Y. En déduire E(Y).

2.

. Soit i € [1, N]. Soit ne N*.

En inferprétant X; comme loi d’un premier succées dans la répétition d’expériences de Bernoulli indépen-
dantes de paramétre p ce quine nuit pas a la généralité car les probabilités demandées ne dépendant que
de laloi de X;, I'événement (X; > n) correspond & avoir n échecs sur les n premieres répétitions donc

PX;>m=q"etPX;<n)=1-P(X;>n)=1-q".

Notons que les résultats restent valables pour n = 0.
Cela se retrouve par le calcul :

n n 1 n—1 k 1_qn
PXi<m=) PX;i=k=) pq =p) q =p—-=1-4"
k=1 k=1 k=0 q

puis P(X; >n)=1-P(X; <n)=q".
(a) Soit ne N*. Par indépendance et avec la question précédente,

N N
=]P(i(:]1(Xl~ > n)) - flve>n =[]
Donc : 1-P(Y>n) : puis

:IP(Y> n-1)-P(Y>n)= q(nfl)N_qu:‘ q(n_l)N(l—qN). ‘

(Calcul encore valable sin=1.)

(b) Avec Y(Q) =IN*, on reconnait m

N 1
D’apres le cours, IE(Y)=1

N
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Exercice 103 : Probabilités
Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, <7,1P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A;,12) € (10, +ooD?.
Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P).

On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parameétres respectifs 1;
et 1,.

Déterminer la loi de X; + X».
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X».
2. Soit p€10,1]. Soit 1 €10, +ool.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, o7, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parameétre A.

On suppose que X(Q) = IN et que, pour tout m € IN, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de parameétre (m, p).

Déterminer la loi de X.

1. (@) Ona (X1 +X2)(Q) =N et pour fout ne N,

n n
PXi+Xo=n=) PXi=kXp=n-k _=_ Y PX1=bPCL=n-k
k=0 XXz (2o
k -k
_ i 6—11’1_16—12 Ay
= k! (n—k)!
—(

B e A+A2) n n Akﬁn—k B e—(ﬂ,l +12) (/’ll +12)l’l
- n! k7172 T n!
! =0 !

par la formule du bindme de Newton. Donc \ X+ Xo ~ P(A1 +A2).

(b) D'aprées le cours, | E(X; +X2) = V(X1 + X2) = A1 + A2 ‘ (ce qui se retrouve linéarité de I'espérance et indé-
pendance, respectivement.)

2. On a déja X(Q) =IN. soit ne IN.

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Y = m)) ,,,en 9ssOCié O
Y,

+00
PX=nm=) PX=n|Y=m)-P(Y=m)

m=0

+00 /’lm
= (m)p"(l e probabilité nulle si n > m

m=n\n m!
e h Ap)" 2 Aa-pn™"
B n' i=n (m-n)!

Ap)" oo _ m
—e “p) (*Aa - p) série exponentielle
n = m!

—e? Ap)" A-p)
n!

n
e P (Ap)
n!
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Exercice 104 : Probabilités

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les » boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui @ chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

3. (a) Calculer E(X).
(b) Déterminer la limite de E(X) lorsque n — +co. Interpréter ce résultat.

1. | X(Q) =1{0,1,2}.

2. Premiére méthode

(a) On modélise I'expérience avec Q=11,2,3}", o = 2(Q) et P probabilité uniforme.

X=2 3 1
AlOTS (X =2) = {(1,..., 1), 2,...,2), B,...,3)} 6t [P(X =2 |= 1 = ) =37 7| gat-

(b) Alors (X =1) contient tous les n-uplets composés d’exactement 2 valeurs. Il y a

m 3 choix possibles pour la valeur qui n’apparait pas,

m puis 2" -2 choix possibles pour toutes les composantes : 2 pour chacune mais il faut enlever les 2 cas
ou il n"y aurait qu’une seule des deux valeurs, comptée dans le cas (X = 2).

o (X=1| 3(2"-2) |2"-2 3n-l_2m 4]
Ainsl, [P(X=1) |= o = g | gt O [P =0 1-PX=1)-PX =25 ——5—.

Deuxiéme méthode

(a) Notons, pour i € [1,n]. B; la variable aléatoire du huméro du compartiment dans lequel se trouve la
boule numéro i. Les B; sont des vaiid de loi uniforme sur {1,2,3}. Alors

P(X=2=PB;=1,....Bp=1)+PB;=2,...,B,=2)+ P(B; =3,...,B, =3)

n n n
=[]PB;=D+ ][] PB;=2)+[[PB; =3) indépendance
i=1 i=1 i=1
) . , ) i
=13 (5) le 3 correspond aussi au choix du compartiment non vide
donc | P(X=2)= !

(b) Pourle cas (X>1)=(X=1u (X =2),ily aftrois choix possibles pour le compartiment restant vide.
On peut faire une disjonction de cas suivant le nombre k € [1, n—1] de boules allant dans le compartiment

non vide de numéro minimal. La compartiment vide étant fixé, il y (Z choix possibles des boules dans

le premier compartiment non vide. Ainsi

e )

N~ ——\—

1 comp. 2° comp.

2 -2 3n-l_pni
donc| P(X=1)= o |et [ PX=0) |2 1-P(X =1 -P(X =2) 5 ——5—.

n n
3. (a) [EQ)F0-P(X=0)+1-P(X=1+2-P(X=2)= 2 :3(2).

(b) et donc|E(X) 0.

n—+oo

Lorsque le nombre de boule devient frés grand, en moyenne, aucun compartiment ne restera vide.
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Exercice 105 : Probabilités
1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
(b) Soit ne IN*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé r fois et on obtient # fois le chiffre 6.

Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?
(c) Déterminer la limite de (p;). Interpréter ce résultat.

1. Soit (Q,«/,P) un espace probabilisé.

Si B est un événement non négligeable et si (4;);¢; (U I est fini ou dénombrable) est un systéme complet ou
quasi-complet d’événements non négligeables, on a

Viel P(A; | B) = L B1ADPA)
' l Z P(B | Ak)IP(Ak)'
kel

Preuve : Soitie I.
P4, | B) = P(A;NB) _ P(B | A)P(Ay) _ P(B | A)IP(Ay)
! P(B) P(B) Y P(B | AP(Ay)
kel
en appliquant au dénominateur la formule des probabilités totales avec le systeme complet ou quasi-

complet d’événements (4;)e;.

2. (a) Notons T I'événement «le dé choisi est pipé » et A I'événement « On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».

On demande de calculer P(T | A).

o = o 0,803 P 25 1
Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements non négligeables, avec P(T) = o et donc

- 3 .
lP[T) =7 Alors, d’apreés la formule de Bayes, on a

P(T | A) = P(A| T)IP(T) _

PA| T)P(T)+IP(A | T]IP(T]

N |~
=N | =
O [ | =
X
W
N |~

1
donc |P(T | A) = >
n

(b) Pour ke[1,n], on note A I'événement «on obtient le chiffre 6 au k© lancer » et on pose B = [ Ay.
k=1
On cherche & calculer p, =P(T | B).

Toujours avec le systéeme complet d’événements (T,T), d’apres la formule de Bayes,

[2) >3
2 x=
pn=P(T | B)= PB| NPT _ 2 4 _ 1

PB | T)P(T)+P (B | T)P(T) (l)"xi%é)"xz “3”-1.

Donc|VneIN*, p, = 7

1+ )

(c) Donc| pn

1. | Cela signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n‘obtient que

n—+oo

des 6 sur ces lancers alors il y a de trés fortes chances que le dé firé au hasard au départ soit pipé.

Bangue CCINP — MP — MPI — 2025 - page 72 sur 78 Retourner en page 1


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 5 MARS 2025

Exercice 106 : Probabilités

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans IN.

Elles suivent la méme loi définie par

VkeN, P(X=k =P(Y =k = pg*

oupelol[etg=1-p.

On considére alors les variables U et v définies par U =sup(X,Y) et V = inf(X, ).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.

On admet que V(Q) =IN et que Vne N, P(V = n) = pg?"(1 + ).
3. Prouver que W =V +1 suit une loi géométrique. En déduire 'espérance de V.
4. U et vV sont-elles indépendantes ?

1. Onal| (U, V)Q =1, /) eN?, 0< j < il

Soit (i, j) e IN2 tel que 0 < j < i. Alors
PU, V)=, )=PU=i,V=)=PX=i,Y=)+PX=jY=1)

par disjonction de cas, le fait que i # j assure que ces cas sont bien disjoints.
Par indépendance, symétrie des roles et définition des lois de X et v,

P(U,V) = (G, ) =2(pa') (pa?) = 2p?q™

Lorsque i =j,
) X
P(U,V) = (0,i) =P(X =i,V =) = (pq') = p*q*

Finalement,

2p2qi+j sio<j<i;
P(U, V)= (i, ) =4 p?q*  sii=j;
0 sinon.

2. Ona|U@Q) =IN|et, siielN, en utilisant la formule des probabilités fotales avec le systeme complet d’événe-
ments (V= j) jew associe a V,

. i-1 . )
PWU=i=) PWU=iV=j=Y 2p°q"" +p*q*
j=0 j=0

-1 .
:szql Z q]+p2q21
j=0
l—qi
I-q

—2p2q + P2
—2pq' (1 _qi) 2
=(2-24"+ pa') pd’

=(2-24'+0- 94| pq’

donc|P(WU=1i)= (2_2qi +pqi)pqi = pq (2_ g+ qi+1)l

3. Ona W Q) =IN* et si ne N*,

PW=m=PWV=n-D=pP" Va+q =) a-pa+a=(1-(1-4))"" (1-2)

2

. 1
donc | W ~%4(1-q?). |D'aprés le cours, E(W) = 2 =E(W)+1 etdonc|E(V) = N 4 =
q

4. P((U,V)=(0,1))=0#PU =0)P(V =1) donc
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Exercice 107 : Probabilités
On dispose de deux urnes U; et U,.
m Lurne U, contient deux boules blanches et trois boules noires.
m Lurne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

m On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.

= On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

= Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

m Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne U,.

Pour tout ne IN*, on note B, 'événement « la boule tirée au »€ tirage est blanche » et on pose p,, = P(Bp).

1. Calculer p;.
. 6 4
2. Prouver que VnelN ,pn+1:—£pn+;.

3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de p,,.

1. Notons A I’événement «le premier tirage se fait dans I'urne U; ».
Alors A est I’événement « le premier tirage se fait dans I'urne U ».

(A,Z] est un systeme complet d’événements, donc, d’apres la formule des probabilités totales,

17

p1=P(B)) =P(B; | AP(A) +P (31 | Z)]P (Z] =25

4 1
+ox= .
7 2 35

(SN
N =

17

On adonc =—,
P1 35

2. Soit ne IN*. (Bn,B_n] est un systéeme complet d’événements. Donc, d’aprés la formule des probabilités totales,

—_— (=) 2 4
P(Bu+1) = P(Bys1 | Bn)P(Bn) + P(Bust | Ba)P (Bu) = Zpn+ = (1 pn).

6 4
Donc,|VYneIN*, =——pp+-.
Pn+1 35Pn 7

3. Donc (pn)en+ €St une suite arithmético-géométrique.
On cherche une solution particuliere constante

6 4 20
C=——C+—-— & c=—.
35 7 41

. L. ) . . 6 ) . . ) 6
Les solutions de I'équation homogéne associée w41 = ~ 35 Un sont les suites géométrique de raison 0

6 )” 20
—=|| =
35 41
Remarque : si on ne reconnait pas une équation linéaire (ou plutét affine), on peut poser (up)n = (pn —c),, et
vérifier que c’est une suife geométrique.

17 _ 61 20 B 35(17 20)_1
35 35 41 6 T 82

On a donc une constante 1 e R felle que |V ne IN*, p, = )L(—

Or p1 =
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Exercice 108 : Probabilités
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (), «#,IP) et & valeurs dans IN.

On suppose que la loi du couple (X, Y) est donnée par v (i, j) e N2, P(X=i)n(Y = j)) = el
e J!

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et v sont-elles indépendantes?
4. Calculer P(X =Y).

1. Ona|X(@=Y@Q) =N |etsiieN, comme ((Y = j))jE]N est un systeme complet d’événements (associé a Y),
par la formule des probabilités totales

+00 +00 1 1
PX=i)=) PX=iY=j)= - = —
];0 J ];0 eZH'lj! 2i+1
en reconnaissant une série exponentielle. Donc | P(X = i) = i

De méme, pour j e IN, comme ((X = i) ;e €St un systéme complet d’événements (associé a X), par la formule
des probabilités totales

P(Y=j)=Y PX=iY=j)=Y — L 3
=Jj)= =,Y=))= - =S>8 =c
i=0 ime2itljl ejl 13

1J

. 2 2 P o =il . -
en reconnaissant une série géométrique. Donc P(Y = j) =e T Y ~22(1).
122 1

2. (o) Onabien 1+X)(Q) =N* eTsineN*,IP(HX:n):IP(X:n—l):zin:(1——) Edonc 1+X~<£( )

1
2 2
Alors E(X) =B+ X)—1= ~ -1 donce‘rV(X):V(1+X): § donc
(b) D'aprésle cours, | E(Y)=V(Y)=1.

3. Avec les résultats précédents, pour fout (i, j) e IN2, P(X =i,V = j) = P(X = HIP(Y = j) donc

ol |
‘NI»—A

—_—
D=
—_—

+00 +00 1 1 . . .
4. PX=Y)=) PX=nY=n=) e Z—e”2 en reconnaissant de nouveau une série exponentielle, donc
n=0 n=0€ n: €
1
PX=Y)=——.
2\/e
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Exercice 109 : Probabilités
Soit n e IN*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.
On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.
1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la loi de Y.

1. Ona X(©Q) =[1,3] cariln’y a que deux boules noires. Notons 8 I'ensemble des n +2 boules.

Premiére méthode On peut n‘observer que les deux premiers tirages pour conclure. L'univers Q = o, (B) est
I’ensemble des 2-arrangements (couples de 2 éléments distincts) des n+2 boules, de cardinal (n+2)(n+1),
la tribu est toujours 22(Q) et la probabilité est foujours uniforme.

B |PX=1= IX = 1) = s 1 =" _|cardansun couple de (X = 1), il faut placer I'une des n
[9]] (n+2)(n+1) n+2
boules blanches, I'une des n+ 1 autres boules ensuite.
X=2 2
m | PX=2)= I ) = n car dans un couple de (X = 2), il faut placer I'une des 2 boules
Q] (n+2)(n+1)
noires, puis I'une des n boules blanches.
X=2 2
m |P(X=3)= I ) = car dans un couple de (X = 3), il faut placer I'une des 2 boules
[9]] (n+1)(n+2)

noires d’abord puis la deuxieme (pour lagquelle il Ny a plus de choix).

Deuxiéme méthode On note B; I'événement «Tirer une boule blanche au je tirage ». Alors, avec la formule
des probabilité composées, (on tire respectivement 0, 1 ou 2 noires puis une blanche)

[Pr=n]-Pw5)= nZZ [Pix=2]=P(Bin.) =P (B1) (5 | B1) - niZ.nZI
[PX=3)]=P(BinE;) =P (B) P(B | Br)=| — ——

Troisieme méthode On observe fout le firage : Q = &,,,, de cardinal (n+2)!, un tirage est une permutation
des n+2 boules. La tribu est 22(Q) (univers au plus dénombrable) et la probabilité est uniforme vu la
description de |'expérience.

= Une permutation de (X =1) est une permutation commencgant par une des n boules blanches, puis
permutant les n+1 autres ensuite. On frouve |(X =1)| = n(n+ 1)! et on retrouve P(X =1).

m Une permutation de (X = 2) est une permutation commengant par une des 2 boules noires, puis une
des n boules blanches, puis permutant les n autres ensuite. On frouve [(X =2)| =2-n-n! et on retrouve
P(X=2).

m Une permutation de (X = 3) permute d’abord les 2 boules noires, puis permute les n boules blanches.
On frouve |(X =3)| =2!-n! et on retrouve P(X =3).

3
Vérification On calcule ) P(Y = k) = 1. On peut aussi foujours déduire I'une des probabilités des autres.
k=1
2. On a Y(Q) =[1,n+1] car au mieux on a une boule n°1 au premier firage, au pire, les deux boules n° 1 sont
firées a la fin.
Premiére méthode On peut n‘observer que les positions des boules rn° 1, sans ordre. L'univers est I'ensemble
Q=22([1,n+2]) des paires d’indices, de cardinal (";2) = mﬂ)# la tribu est toujours 2(Q) et la probo-
bilité est toujours uniforme. Dans une paire de (Y = k), on a k et un autre entier entre k+1 et n+2.

) n+2—-(k+1)+1 2(n+2-k)
On obtient | P(Y =k) |= (n+1)2(n+2) DD
Deuxiéme méthode On note A; I'événement «Tirer une boule qui ne porte pas le n°1 au je tirage ». Alors,
avec la formule des probabilité composées, en regardant I'état de I'urne & chaque tirage,

k-1 _ k-2 J k-1 k=2 n—1i 2 1 AT _
— j n! (n+2-Kk)! 2(n+2-k)
[Py =k |=P[M AjnA| =P []P|Aj1 | 4 |P|Ac| N 4 | = ]] : =2 - =
[Pv=n)] R (A1) P A L4 Ol jeon+2-j n+3-k " (n+1-R! (n+2) (n+1)(n+2)

Troisieme méthode On peut reprendre I'univers Q = &,,42. Soit k€ [1,n+ 1] d’observation de tous les tirages.

Pour décrie une permutation de (Y = k), il faut choisir d’abord k-1 des n boules ne portant pas le n°1,
les permuter, puis une de 2 boules n° 1 puis permuter les n + 2 — k boules restantes.

, (I)Ek=-D1-2-(n+2-k)!  2p(n+2- k) 2n+2-k)
O el = 19| (n+2)! T m-k+D)!n+2)! | (n+D(n+2)’
n+1

Vérification On calcule ) P(Y = k) =1 avec le changement d’indice j=n+2-k.
k=1
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Exercice 110 : Probabilités
Soit (Q, «,P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q,«/,P) et & valeurs dans IN.
On considére la série entiére ) :"P(X = n) de variable réelle :.
On note Ry son rayon de convergence.

(a) Prouver que Rx > 1.

On pose Gx (1) = +io t"IP(X = n) et on note D¢, I'ensemble de définition de Gx.
n=0
Justifier que [-1,1] c Dg,.
Pour tout réel ¢ fixé de [-1,1], exprimer Gx(r) sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € IN. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de Ggf) (0).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre 1.
Déterminer D¢, et, pour tout 1€ D¢, calculer Gx ().

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de parameétres respectifs 1; et 1,.

Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

+o00
1. (a) Comme Y P(X=n) converge (vers 1),

n=0

Le méme argument dit que Y P(X = n)¢"" converge absolument pour = +1 donc

D’aprés la formule de transfert, pour tout réel ¢ fixé de [-1,11, | Gx (1) = E (¢X).

(k)
Gy’ (0)
(b) D’apréslathéorie des séries entiére, Gy est de classe €°° sur]-1,1[ et| pour tout ke IN, P(X = k) = Xk' .
+00 AAI’! A+oo (At)ﬂ N . .
2. (0) Gx:t=) e~ Ft” =e” —= On reconnait une série exponentielle donc
n=0 : n=0 .

‘ Ry =+00, Dy =R €t Gy : t — e Aet =erD),

(b) Comme X et Y sont indépendantes, pour tout re R, tX et ¢¥ le sont et

Gxay:t—T ([X+Y) - (IX] E ([Y] — ME-D A2 (t=1) _ (1 +A2)(t=D)

donc| X+Y ~2(A1 +Ay). |
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Exercice 111 : Probabilités

+00 1
On admet, dans cet exercice, que: VgelN, ) *lx5-4 converge et vxe]-1,11, y Kl ck-a —_—.
k>q\4d k=q\4 1-x)49*

Soit p €10, 1[. Soit (Q, «,P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P) et & valeurs dans IN.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X, Y) est donnée par

n|(1\"
- pa-p" sik<
v (k,m e N2, P(X = k)N (Y = n)) = (k (2) pa-p= slk<n

0 sinon

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer laloi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer I'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

1. On montre qu’on a une distribution de probabilité : pour tout (k, n) € IN? tel que k < n,

1 n
Z) (5) pd-p">o0et

n l)n n +00 l_pl’l n n +00 l_pl’l n +00 - p
=| pi-p=p (—) =p (—) 2"=p) (-p)' =F——=1
ogkgn(k)(z n=o\ 2 I;O k nz::O 2 ngo 1-(1-p)
& I'aide de la formule du bindme de Newton puis en reconnaissant une série géométrique.

2. (@) Ona efsine N, comme (X = k) e €St uUn systeme complet d’événements (associé a X), par
la formule des probabilités totales,

+00 n n 1 n n n 1n
P(Y =n) :ZIP(sz,an)zz( )(—) pu—m"=(z( ))(—) pa-p)"=|pa-p)"
oLz o)z

k=0

comme dans la question précédente.
(b) Alors 1+Y)(Q) =IN* etsine N*, PA+Y=n=P(Y=n-1)=p1-p)*! donc 1+Y ~%(p).

© |EY)=E1+Y)-1= % —1|d’aprés le cours.

3. Ona et si ke N, comme ((Y = n)) e €St un systéme complet d’événements (associé & Y), par la
formule des probabilités totales,

n=k

1-p k
+00 +o00o n 1 n +00 n l—p n—k l—p k p( 2 ) 2p(1—p)k
PX=k|=) PX=kY=n= (—) (1- )”:( ( (—) )( ) = =
11;0 ,lz_:k(k) z) P )3 k 2 2 P )k+1 1+ p)k+1

d’apres la formule donnée en préambule.

2p

l—_p)’“z_v_(l_z_n)k 2p 2p
1+p

Remarque : on peut continuer P(X = k) = ( = ——, obtenirque 1+ X ~ fg(
1+p) 1+p 1+p) 1-p

déduire E(X) ef V(X).

)ef en

Exercice 112 : Probabilités
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