n CONGRUENCES

Définition 1 : Rappel : Congruence

Soit n e IN*. On dit que a,b € Z sont congrus mo-
dulo n et on note a= b [n] lorsque n|(a— b) ie lorsqu’il
existe ke Z telqQue a=b+kn.

Propriété 1 : Rappel : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 2 : Rappel : Nombre d’entiers modulo

VaeZ, A'reo,n-1], a=r [n]. r estle reste de la
division euclidienne de k par n.

Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] posséde
exactement n classes d’équivalences.

Propriété 3 : Rappel : Compadtibilité de + et x

Soient n e IN* et a,b,c,d € Z tels que a=b [n] ef
c=d [n]. Alorsa+c=b+d [n]etaxc=bxd [n].
Plus généralement, sime N, a™ = b™ [n].

m LE GROUPE Z/n7

Soit ne IN tel que n > 1 fixé.

Définition 2 : Z/nz

On note Z/nz I'ensemble (quotient) des n classes
d’équivalences de - =- [n], notées 0,1,...,n— 1. Ainsi

Z/nZ={6,T,...,n—l}.

Définition 3 : Surjection canonique

. ) . . —  ZInZ
L'application surjective est appe-

k —
|ée surjection canonique.

Lemme 1 : Compadatibilité avec +

Soient a,b,c,d € Z tels que a =<¢ et b = d. Alors
a+b=c+d.
Définition 4 : Loi +

Si a,beZ, on pose a+b=a+b, ce qui définit une
loi de composition interne + sur Z/nZz.
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Propriété 4 : Structure de groupe additif

(Z/nz,+) est un groupe commurtatif isomorphe &
(Unr X),

m GROUPES MONOGENES

Il Sous-groupe engendré par une partie

Définition 5: Rappel : Groupe engendré par une

partie, groupe monogéne, groupe cy-
clique

Soit (G, ) un groupe, A partie non vide de G.

m On appelle sous-groupe engendré par A le plus
petit (au sens de l'inclusion) sous-groupe de G
contenant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de
(A).

m Les éléments de (A) sont exactement les produits
(pour %) d’éléments de A ou de AL,

Autrement dit, x € (A) si et seulement s’il existe
keN, (aj,...,ap) € AF et (e1,...,6) € -1, 13K tel que

Ek

=afl ...
X=ay *-xap”.

m Soif a € G. Le sous-groupe engendré par a noté (a)
plutét que ({a}) est

(ay = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.

m Un groupe G est dit monogéne s'il est engendré
par un seul élément, c’est-a-dire s'il existe a € G tel
que G = (a).

m Un groupe G est dite cyclique si et seulement s'il
est monogene et fini.

Propriété 5 : Groupe cyclique Z/nz

(Zinz,+) est un groupe cyclique, dont les généra-
teurs sont exactement les k avec knn=1.

Propriété 6 : Morphie des groupes monogénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe &
(Z) +)‘

Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de
cardinal n est isomorphe & (Z/nz, +)
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m ANNEAU Z/n7

n Structure
Lemme 2 : Compadtibilité avec x

__ Soient a,b,c,d € Z tels que @ =t et b =d. Alors
ab=cd.

Définition 6 : Loi x

Si a,be 7, on pose ax b = ab, ce qui définit une Ioi
de composition interne x sur Z/nz.

Propriété 7 : Structure d’anneau

(ZInz,+, x) est un anneau commurtatif.

Propriété 8 : Groupe des inversible

Le groupe des inversibles de I'anneau ZinZz. est
I'ensemble des k pour ke Z tel que knn=1.

Méthode 1 : Calcul de I'inverse d’un élément
inversible

Si k est inversible dans z/nz (donc si kan =1), on trouve

I'inverse de k soit « de téte », soit en utilisant I'algorithme
d’Euclide étendu pour tfrouver une relation de Bézout entre
k et n.

Corollaire 1: CNS pour avoir un corps

(ZIpZ,+, x) est un corps si et seulement si p est pre-
mier. On note alors Zipz =T .

E Théoréme Chinois

Théoréme 1 : chinois

Soient n,meIN* fels que nanm=1.

1re formulation Si a,be Z, alors

<~ k=c [nm]

k=a [n]
k=b [m]

ou ¢ est une solution particuliere, qui existe bien.
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2¢ formulation Pour fout k € 7, nofe (k mod n),
(k mod m) et (k mod nm) les classes de k dans Z/nz.,
ZImz. et ZinmZ respectivement. On a alors

() Sik,¢e,etsi
(k mod nm) = (¢ mod nm),

alors
(k mod n) = (¢ mod n)

et
(k mod m) = (¢ mod m).

(i L'application bien définie

ZInmZ —  ZInZ x ZImZ

(k mod nm) — (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme d’anneaux.

Le résultat s’éfant & un nombre fini d’entiers premiers
enfre eux deux a deux.

@ Méthode 2 : Résolution de systéme de
congruences

Trouver une solufion particuliere au systeme de
congruence se fait soit en festant les valeurs, soit en
frouvant des entiers de Bézout : on a u,v € Z tels que
n-u+m-v=1.Alors

c=nub+mva

est une solution particuliere car nu=1 [m] et mv=1 [n].
On peut aussi résoudre directement le systeme en re-
marquant qu’il est équivalent & k =a+n-u=b+m-v
avec u,v € Z et en résolvant I'équation diophantienne
n-u—m-v=>b-a parla méthode habituelle.

Indicatrice d’Euler

Définition 7 : Indicatrice d’Euler

L'indicatrice d’Euler est I’application définie sur IN*
par ¢(n) = [{ke[1,n], nAk=1}|.

Propriété 9 : Indicatrice d’Euler et nombres premiers
Si p est premier, alors
p(p)=p-1.

Et si, plus généralement, ke IN*,

o(p*)=p -1,

Propriété 10 : Théoréme chinois avec les inversibles

Soient n,meIN* fels que nanm=1.

() Si k € Z, et si (k mod nm) € Ug,,, qlors
(k mod n) € Uyzy,z €t (k mod m) € Uz,

(i L'application bien définie

UZ/an - UZ/nZ % UZ/mZ

(k mod nm) +~— (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme de groupes (multiplicatifs).
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Corollaire 2 : Multiplicativité de ¢

¢ est multiplicative, c’est-a-dire que sinanm =1,
alors p(nm) = ¢p(n)p(m).

Corollaire 3 : Produit de plus de deux termes

Plus genéralement, si ny,...,n, sont deux & deux
premiers entre eux,

@ony---nr) =@(ny)---@nr).

Corollaire 4 : Expression a I'aide des diviseurs pre-

miers

Sip1,..., pr SOnt les diviseurs premiers distincts de n,

r 1
pn)=n (1 = —)
k=1 Pk

Théoréeme 2 : d’Euler

SiaeZ et neIN* fel que ann=1, alors

a®? "™ =1 [n].

Corollaire 5 : Petit théoréme de Fermat

Si p est premier et a€ Z* non divisible par p., alors
aP =1 [p].

Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par

p).
a’=a [p].
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