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Algebre modulaire

Définition 2 : Z/nz

On note Z/nz |'ensemble (quotient) des n classes d’équivalences de

n CONGRUENCES .=- [n], notées 0,1,...,n—1. Ainsi

Z/nZZ{a,T,...,n—l}.

Définition 1 : Rappel : Congruence

Soit ne IN*. On dit que a, b € Z sont congrus modulo n et on note a= b [n]
lorsque n|(a— b) ie lorsqu’il existe k € Z tel que a= b+ kn.
Remarque
R1- k est I'ensemble des entiers congrus & k modulo n, donc I'ensemble des
k+nt pourleZ.
On peut toujours se ramener & un entier r entre 0 et n—1 en prenant le reste

C’est une relation d’équivalence sur Z. de la division euclidienne de k par n: k=r [n] donc k=7 =7+ pn pour tout
peZ.

Propriété 1 : Rappel : Relation d’équivalence

Propriété 2 : Rappel : Nombre d’entiers modulo

YaeZ, Aref0,n-1], a=r [nl. r estle reste de la division euclidienne ’
de k par n. Définition 3 : Surjection canonique

Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] possede exactement n classes
d’équivalences.

Propriété 3 : Rappel : Compatibilité de + et x

Soient n € N* ef a,b,c,d € Z ftels que a =b [n] ef ¢ =d [n]. Alors

atc=b+d [n] éfaxc=bxd [n]. Lemme 1: Compadtibilité avec +

Plus généralement, sime N, a™ = b™ [n].

—  Z|nZ . .
L'application surjective _ est appelée surjection cano-
k —

nique.

Soient a,b,c,d € Z tels que a=¢c et b=d. Alors

m 7
LE GROUPE /nZ Ce lemme rend licite la définition suivante, car la sommme de deux entiers modulo
Soit ne N tel que n > 1 fixé, n ne dépend pas du choix de leurs représentants.
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Définition 4 : Loi +

Si a,beZ, on pose a+b = a+b, ce qui définit une loi de composition
intferne + sur Z/nz.

Propriété 4 : Structure de groupe additif

(ZInz,+) est un groupe commurtatif isomorphe & (U, x).

Remarque

R2 - On a alors facilement, pour ke Z, k-a= ka.

Exemple
E1 - Table d’addition dans Z/4z.

m GROUPES MONOGENES

Il Sous-groupe engendré par une partie

Définition 5 : Rappel : Groupe engendré par une partie, groupe mono-

géne, groupe cyclique

Soit (G, %) un groupe, A partie non vide de G.

= On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit (au sens de
I'inclusion) sous-groupe de G contenant A, noté (A).
On dit alors que A est une partie génératrice de (A).

m Les éléments de (A) sont exactement les produits (pour =) d’éléments
de Aoude A%,
Autrement dit, x € (A) si et seulement s'il existe ke N, (ay, ..., ax) € AF et
(€1,...,€) € -1, 1}F tel que

Ek
k-

x=aj'x--xa

[ElzenE]
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m Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a noté (a) plutdét que ({a}) est
(ay = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.

= Un groupe G est dit monogeéne s'il est engendré par un seul élément,
c’est-O-dire s'il existe a e G tel que G = (a).

m Un groupe G est dite cyclique si et seulement s’il est monogéene et
fini.

Propriété 5 : Groupe cyclique Z/nz

(ZInz,+) est un groupe cyclique, dont les générateurs sont exactement
les

Remarque

A < 2k .
R3 - De méme, les générateurs de U, sont les e » avec kan =1, appelées
racines primitives ne de l'unité.

Exemple : A observer sur un dessin
E2 — Générateurs de Z/ez et détails de la génération pour n =5 par exemple.

Propriété 6 : Morphie des groupes monogénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe &

Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de cardinal n est iso-
morphe &
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m ANNEAU Z/n7

Il Structure

Lemme 2 : Compadatibilité avec x

Soient a,b,c,d € Z tels que a=¢ et b=d. Alors

Ce lemme rend licite la définition suivante, car le produit de deux entiers modulo
n ne dépend pas du choix de leurs représentants.

Définition 6 : Loi x

Sia,beZ,0npose axb = ab, ce qui définit une loi de composition interne
x SUr Z/nZ.

Propriété 7 : Structure d’anneau

(ZInz,+, x) est un anneau commutatif.

Propriété 8 : Groupe des inversible

Le groupe des inversibles de I'anneau Zinz est I'ensemble des k pour
keZ tel que

',
™

Méthode 1 : Calcul de l'inverse d’un élément inversible

Si k est inversible dans Z/nz (donc si kan = 1), on trouve I'inverse de & soit « de
téte », soit en utilisant I’algorithme d’Euclide étendu pour frouver une relation de
Bézout entre k et n.

Exemple
E3 — Inversibles et leurs inverses dans Z/127.
E4 - Inverse de 23 dans Z/120Z.

VERSION DU 25 FEVRIER 2025

Corollaire 1: CNS pour avoir un corps

(Zlpz,+, x) est un corps si et seulement si

E Théoreme Chinois

Théoréme 1 : chinois

Soient n,me IN* felsque nanm =1.

1re formulation Si a,b e Z, alors
{ksa[n] <~ k=c [nm]
k=b [m]

ou ¢ est une solution particuliere, qui existe bien.

2¢ formulation Pour fout k € Z, note (k mod n), (k mod m) et (k mod nm) les
classes de k dans Zinz, ZImz et ZInmz respectivement. On a alors

() Sik,teZ,etsi
(k mod nm) = (¢ mod nm),

alors
(k mod n) = (¢ mod n)

et
(k mod m) = (¢ mod m).

(il L'application bien définie

Z|nmZ —  ZInZ xZImZ

(k mod nm) — (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme d’anneaux.

Le résultat s’éfant & un nombre fini d’entiers premiers entre eux deux A
deux.

ALGEBRE MODULAIRE - PAGE 3 SUR 6



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

T\

Méthode 2 : Résolution de systéme de congruences

Trouver une solution particuliere au systéme de congruence se fait soit en
testant les valeurs, soit en frouvant des entiers de Bézout : on a u,v € Z tels que
n-u+m-v=1. Alors

c=nub+mva

est une solution particuliere car nu=1 [m] et mv=1 [n].

On peut aussi résoudre directement le systeme en remarquant qu’il est équi-
valent & k= a+n-u=b+m-vavec u, v e Z et enrésolvant I’égquation diophantienne
n-u—m-v=>b-a parlaméthode habituelle.

Démonstration

1re formulation La méthode ci-dessus donne |'existence d’une solutfion particu-
liere c.
Puis

k=a [n] k=c [n]
—
k=b [m] k=c [m]
< k- c est divisible par n et m

< nm| (k-c)
nAm=1

— k=c [nm].

2¢ formulation
(i) k=¢ [nm) donc nm | (k—¢) donc n | (k—¢) et m | (k—¢) donc k= ¢ [n]
etk=¢ [m).
(i) f est bien définie d’apres (i).
Puis, pour k, ¢ € Z, par définition des additions sur Z/nm7 et Zinz x Z/ mz,
f((k mod nm) + (¢ mod nm)) =f((k+[) mod nm)
= ((k+l) mod 7, (k+¢) mod m)
= (k mod n, k mod m) + (¢ mod n,¢ mod m)

= f(k mod nm) +f([ mod nm)

On montre exactement de la méme maniére que

f[(k mod nm) x (¢ mod nm)) :f(k mod nm] x f(l mod nm]

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I b :-1}‘-_3

On a enfin que

f(Q mod nm) = (1 mod n,1 mod m) =1z,,7x7/mz-

Donc f est un morphisme d’anneaux.

La bijectivité correspond & la 1 méthode. Mais elle peut se retrou-
ver plus facilement : comme le cardinal est le méme au départ et
a I'arrivée, on se contente de montrer I'injectivité (qui équivaut alors
N . o . k=0

A la bijectivité) : si f(k mod nm) = 0z,zxz/mz. QlOrS {k 0 En]] donc

=] m

k=0 [nm] soit en utilisant la premiére formulation, soit en remarquant
que n |k, m|ket nanm=1donc nm | k.

Finalement, Ker f = {0z,,,} et f est un isomorphisme.

Exercice 1: CCINP 94

Indicatrice d’Euler

Définition 7 : Indicatrice d’Euler

L'indicatrice d’Euler est |’application définie sur IN* par ¢(n) =

Remarque
R4— (1) =1.

R5— Sin>2, ¢(n) estla cardinal du groupe Uz, des inversibles de Z/nz (donc
le nombre d’éléments inversibles).

R6 — Il s’agit aussi du nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nz, +).

Propriété 9 : Indicatrice d’Euler et nombres premiers

Si p est premier, alors
p(p) =
Et si, plus généralement, ke IN*,

o(r*)=
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Propriété 10 : Théoréme chinois avec les inversibles

Soient n,me IN* felsque nnm=1.

() Si k€ Z, et si (k mod nm) € Uz, alors (k mod n) € Ugzg,, et

(k mod m) € Uz,z.

(il L'application bien définie

UZ/an - UZ/nZ X UZ/mZ

(k mod nm) ~— (kmod n,k mod m)

est un isomorphisme de groupes (multiplicatifs).

Démonstration
() Si (k mod nm) € Ugzy,,,z QlOrs kA (nm) =1 donc
knn=knm=1

(pas de diviseur commun non ftrivial) donc (k mod n) € Ug,, et
(k mod m) € Uz,,,,z,.

(i) Par (i), (et le (i) du théoreme chinois), g est bien définie et comme f (du
théoréme chinois) était un morphisme d’anneaux, g est bien un morphisme
de groupes multiplicatifs.

Comme restriction de f, g est injectif, reste & montrer la surjectivité (pas
d’égalité des cardinaux cette fois : elle va servir au corollaire suivant) : soit
a,beZ tel que (a mod n, b mod m) € Uz, x Uzyz.-

Par surjectivité de f, on a ce Z tel que
(a mod n,b mod m) = f(c mod nm).
Reste & voir si (c mod nm) € Uz,,z. OF
(a mod n) = (¢ mod n) € Uz,

ef
(b mod m) = (¢ mod m) € Uz,,,,7,

donc can=cAam=1,donc cA(mn)=1d0U (c mod nm) € Uz,,,z PUIS
(a mod n,b mod m) = g(c mod nm) :

g est surjective.

VERSION DU 25 FEVRIER 2025

Corollaire 2 : Multiplicativité de ¢

¢ est multiplicative, c’est-a-dire que si nAnm =1, alors

Démonstration

En effet, avec I'isomorphisme de la question précédente,

|UZ/an| = |UZ/nZ X UZ/mZ| = |UZ/nZ| x |UZ/mZ| .

Corollaire 3 : Produit de plus de deux termes

Plus généralement, si ny,...,n, Sont deux & deux premiers entre eux,

@ny---ny) =@ng)---p(n).

Corollaire 4 : Expression & I'aide des diviseurs premiers

Si p1,..., pr SONt les diviseurs premiers distincts de n,

Exercice 2:La méme formule, avec des probabilités

Soit O =1, n] ol n est un entier non premier supérieur ou égal & 2, muni de la
probabilité uniforme. Si d|n, on note A; ={kd | ke Qetkd € Q}.

1. Quelle est la probabilité de A, ?
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (4) ,.p est une famille d’événements indépendants.

(b) En déduire que p(m) = n ]| (1 - l).
peEP
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Exercice 3: Une identité remarquable (et classique)

1. Soient n e IN* et k € IN un diviseur de n. Parmi tous les nombres rationnels
de la forme % ou 1 < g < n, combien y en a-t-il qui s’écrivent sous forme
irréductible avec k au dénominateur?

2. Montrer que, si ne IN*, n=)_ ¢(k).

kin

Théoreme 2 : d’Euler

SiaeZ et ne N* fel que ann=1, alors

Corollaire 5 : Petit théoreme de Fermat

Si p est premier et a € Z* non divisible par p, alors

Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par p),

Exercice 4 : CCINP 86
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