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CAPACITES & COMMENTAIRES

Compléments sur les groupes

Groupe (Z/nZ,+). Générateurs de Z/nZ.

Tout groupe monogeéne infini est isomorphe & (Z, +). Tout groupe
monogene fini de cardinal n est isomorphe & (Z/nZ,+).

Anneaux Z/nZ

Anneau Z/nZ.

Inversibles de Z/nz. Condition nécessaire et suffisante pour que
7./ nZ. soit un corps.

Théoréme chinois isomorphisme naturel de Z/mnZ sur
Z.ImZ x Z./nZ: si m A n=1; extension & plus de deux facteurs.

Indicatrice d’Euler ¢. Calcul & I'aide de la décomposition en pro-
duits de facteurs premiers.

Théoreme d’Euler.

Notation F, lorsque p est premier.

Application aux systémes de congruences et & la résolution de
systemes d’équations dans Z/nZ.

Relation ¢(mn) = p(m)p(n) si m et n sont premiers entre eux; ex-
pression de ¢(p*) pour p premier.

Lien avec le petit théoreme de Fermat.
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n CONGRUENCES

Définition 1 : Rappel : Congruence

Soit n e IN*. On dit que a, b € Z sont congrus modulo n et on note a= b [n] lorsque n|(a- b) ie lorsqu’il
existe ke Z tel que a=b+ kn.

Propriété 1 : Rappel : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 2 : Rappel : Nombre d’entiers modulo

VYaeZ, 3'refo,n—1], a=r [n]. r estle reste de la division euclidienne de k par n.
Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] possede exactement n classes d’équivalences.

Propriété 3 : Rappel : Compatibilité de + et x

Soient ne IN* et a,b,c,deZ telsque a=b [n] et c=d [n]. Alorsa+c=b+d [n] efaxc=bxd [n].
Plus généralement, sime N, a™ = b™ [n].

m LE GROUPE Z/nz

Soit ne N tel que n > 1 fixé.

Définition 2 : Z/uz

On note Z/nz |'ensemble (quotient) des n classes d’équivalences de - =- [n], notées 0,1,...,n—1. Ainsi

Z/nZ:{ﬁ,T,...,l’l—l}.

Remarque

R1- k est'ensemble des entiers congrus & k modulo n, donc I'ensemble des k + n¢ pour ¢ € Z.

On peut foujours se ramener a un entier r entre 0 et n—1 en prenant le reste de la division euclidienne de k
parn: k=r [n] donc k=7 =7+ pn pour tout pe Z.

Définition 3 : Surjection canonique

7 — Zinz . .
L'application surjective _ ! est appelée surjection canonique.

k — k

Lemme 1: Compadtibilité avec +

Soient a,b,c,de Z telsque a=cetb=d. Alorsa+b=c+d.
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Démonstration

En effet a=c [n] et b=d [n] implique a+b=c+d [n]. [ |

Ce lemme rend licite la définition suivante, car la somme de deux entiers modulo n ne dépend pas du choix de
leurs représentants.

Définition 4 : Loi +

Sia,beZ, on pose a+b=a+b, ce qui définit une loi de composition interne + sur Z/nz.

Propriété 4 : Structure de groupe additif

(ZInz,+) est un groupe commurtatif isomorphe & (U, x).

Démonstration

En effet,

m + est une loi de composition interne sur Z/nz,

® commufative carsia,beZ, a+b=a+b=b+a=a+Db,

m d’élément neutre 0 car pour tout ae Z, a+0=a+0=a,
m associative carsi a,b,ce Z,

(E+E)+E=(a+b)+c=a+(b+c):ﬁ+(5+5),

m siaeZ,a+=a=0donc =a=-a est 'opposé de a.

De plus, on remarque que si k= ¢ [n], alors e% = e% ne dépend pas du choix du représentant de k.
(Zinz,+) — (Up,x)

— 2ikm
k — e n

Donc f: est

bien définie,
un morphisme car pour fout k, ¢ € Z, f(E+?) = f(E)f[?),

2ikm

= injectif car Ker f = {E en = 1} = {%, n|k} = {0}

bijectif car de plus |Z/nz| = n=|Uy|. [ |

Remarque

R2 - On a alors facilement, pour ke Z, k-a= ka.

Exemple
E1 - Table d’addition dans Z/4z.
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m GROUPES MONOGENES

Il Sous-groupe engendré par une partie

Définition 5 : Rappel : Groupe engendré par une partie, groupe monogéne, groupe cyclique

Soit (G, *) un groupe, A partie non vide de G.

= On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe de G
contenant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de (A).

m Les éléments de (A) sont exactement les produits (pour *) d’éléments de A ou de AL,
Autrement dit, x € (A) si et seulement s'il existe ke N, (ay,...,ax) € AF et (e1,...,ex) € {—1,1}F tel que

g ke gF
x—al * *ak.

m Soit ae G. Le sous-groupe engendré par a noté (a) plutdt que ({a}) est

(ay = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.

= Un groupe G est dit monogéne s’il est engendré par un seul élément, c’est-a-dire s’il existe a e G tel
que G = (a).

= Un groupe G est dite cyclique si et seulement s’il est monogéene et fini.

Propriété 5 : Groupe cyclique Z/z

(ZInz,+) est un groupe cyclique, dont les générateurs sont exactement les k avec kan=1.

Démonstration

On a en effet Z/nz ={a-1,ae Z} = 1) fini.

Si kan=1, alors on a une relation de Bézout ku+nv =1 avec u, v e Z. Alors pour tout a€ Z, a = auk +nva = auk [n]
donc @ = auk donc Z/nZz = (k).

Si, réciproquement, Z/nz = (k), alorson a a€ Z tel que 1 = ak = ak donc on a ¢ € Z tel que 1 = ak+n¢ donc nak=1
par théoreme de Bézout. [

Remarque

R3 - De méme, les générateurs de U, sontlese » avec kan=1, appelées racines primitives n® de I'unité.

Exemple : A observer sur un dessin
E2 — Générateurs de Z/67 et détails de la génération pour n =5 par exemple.

Propriété 6 : Morphie des groupes monogénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe & (7, +).
Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de cardinal n est isomorphe & (Z/nz, +)
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Démonstration

(Z,+) — (G,*)
Si G est engendré par a et infini, f: . i alors f est un morphisme de groupes surjectif car G = (a),
k — a

et injectif car si ke Ker f, a* =1 donc a d’ordre fini, donc G est fini.
(ZInz,+) — (G, =*)

Si G est engendré par a et de cardinal n, alors a est d’ordre n, donc a” =e, f: _ est bien

k — a
définie (quel que soit le représentant k de k. la valeur de a* est la méme car a” = e), est un morphisme de groupe
et est surjectif, donc est un isomorphisme car n =|Z/nz| = |Gl|. |

m ANNEAU Z/,7

Il Structure

Lemme 2 : Compadatibilité avec x

Soient a,b,c,d € Z tels que a=c et b=d. Alors ab = cd.

Démonstration

Comme pour lasomme : a=c [n] et b=d [n] implique ab=cd [n]. [ |

Ce lemme rend licite la définition suivante, car le produit de deux entiers modulo n ne dépend pas du choix de leurs
représentants.

Définition 6 : Loi x

Si a,beZ, on pose ax b= ab, ce qui définit une loi de composition interne x sur Z/nz.

Propriété 7 : Structure d’anneau

(ZInz,+, x) est un anneau commutatif.

Démonstration

On a déja que (Z/nz,+) a une structure de groupe abélien.
Reste & voir que x est associative, distributive sur +, commutative et admet un neutre 1 de fagon similaire & ce
qui a été vu pour +. [

Propriété 8 : Groupe des inversible

Le groupe des inversibles de I'anneau Zinz est |'ensemble des k pour ke Z tel que kan=1.

Démonstration

k est inversible si et seulement s'il existe ¢ € Z tel que k¢ = k¢ =1 si et seulement si k¢ =1 [n] si et seulement s'il
existe ue Z tel que 1= k¢ +un, ce qui permet de conclure par théoréme de Bézout. [ |

ALGEBRE MODULAIRE - PAGE 5 surR 10



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
it

[CIFE

T\

Méthode 1 : Calcul de l'inverse d’un élément inversible

Si k est inversible dans Z/nz (donc si kan = 1), on trouve I'inverse de & soit « de téte », soit en utilisant Ialgorithme
d’Euclide étendu pour trouver une relation de Bézout entre k et n.

Exemple
E3 — Inversibles et leurs inverses dans Z/127.
E4 - Inverse de 23 dans Z/1207.

Corollaire 1: CNS pour avoir un corps

(Zlpz, +, x) est un corps si et seulement si p est premier. On note alors Z/pz = 1¢),.

Démonstration

On élimine le cas n=1 car Z/1z = {0}. On a alors que (Z/nz, +, x) est un corps si et seulement si pour tout k € [1,n-1],
k est inversible si et seulement si pour tout k € [1,n—1], k est premier avec n si et seulement si les seuls diviseurs positifs
de nsont 1 et n si et seulement si n > 2 premier.

E Théoréme Chinois

Soient n,me IN* felsque nnm=1.

1re formulation Si a,be Z, alors

{kEa[n] <~ k=c [nm]
k=b [m]

ou c est une solution particuliére, qui existe bien.

2¢ formulation Pour fout k € Z, note (k mod n), (k mod m) et (k mod nm) les classes de k dans Z/nz., ZImz et
Z|nmz respectivement. On a alors

() Sik,teZ,etsi
(k mod nm) = (¢ mod nm),

alors
(k mod n) = (¢ mod n)

et
(k mod m) = (¢ mod m).

(i L'application bien définie

Z| nmZ. —  ZInZ xZImz

(k mod nm) — (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme d’‘anneaux.

Le résulfat s’étant & un nombre fini d’entiers premiers entre eux deux & deux.
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Méthode 2 : Résolution de systéme de congruences
Trouver une solution particuliere au systéme de congruence se fait soit en testant les valeurs, soit en trouvant
des entfiers de Bézout : ona u,veZ telsque n-u+m-v=1. Alors

c=nub+mva

est une solution particuliere car nu=1 [m] et mv=1 [n].
On peut aussi résoudre directement le systéme en remarquant qu’il est équivalent & k=a+n-u=b+m-v avec
u, v € 7 et en résolvant I’équation diophantienne n-u-m-v=b-a par la méthode habituelle.

Démonstration

1re formulation La méthode ci-dessus donne I'existence d’une solution partficuliere c.

Puis
k=a [n] k=c [n]
f——g
k=b [m] k=c [m]
< k- c est divisible par n et m

<~ nm | (k—c¢)
nAm=1

— k=c [nm].

2¢ formulation
(i) k=¢ [nm] donc nm | (k—¢)donc n | (k—¢) et m | (k—¢) donc k=¢ [n] et k=¢ [m].
(i) f est bien définie d’apres (i).
Puis, pour k, ¢ € Z, par définition des additions sur Z/nmz et ZinZ x Zi mZ,

f((k mod nm) + (¢ mod nm)) = f((k+l) mod nm)

= [(k+€) mod n, (k+¢) mod m]
= (k mod n, k mod m) + (¢ mod n,¢ mod m)

= f(k mod nm) +f(€ mod nm)

On montre exactement de la méme maniére que

f((k mod nm) x (¢ mod nm)) = f(k mod nm) X f(f mod nm)

On a enfin que

f( mod nm) = (1 mod n,1 mod m) =1z,,xZ/mz-
Donc f est un morphisme d’anneaux.
La bijectivité correspond ala 1 méthode. Mais elle peut se retrouver plus facilement : comme le cardinal
est le méme au départ et a I'arrivée, on se contente de montrer I'injectivité (qui équivaut alors a la
k=0 [n]
k=0 [m]
formulation, soit en remarquant que n |k, m |k et nAm=1donc nm | k.
Finalement, Ker f = {0z} et f est un isomorphisme.

bijectivité) : si f(k mod nm) = 0z),7x2/mz. QlOrS { donc k=0 [rnm] soit en utilisant la premiére

Exercice 1: CCINP 94
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Indicatrice d’Euler

Définition 7 : Indicatrice d’Euler

L'indicatrice d’Euler est I'application définie sur N* par ¢(n) = [{k€[1,n], nAk=1}|.

Remarque
R4— @(1)=1.
R5— Sin>2, ¢(n) estla cardinal du groupe Uz, des inversibles de Z/nz (donc le nombre d’éléments inversibles).
R6 — Il s’agit aussi du nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nz, +).

Propriété 9 : Indicatrice d’Euler et nombres premiers
Si p est premier, alors
pp)=p-1.
Et si, plus généralement, ke IN*,
o(p*) =P -,

Démonstration

En effet, fous les entiers entre 1 et p—1 sont non divisibles par p donc premier avec lui.
Puis les entiers premiers avec pk sont les entiers n’admettant pas p comme diviseur premier.

Combien y o-t-il de multiple de p entre 1 et pk?
Autant que de ¢ e N tel que 1< ¢p < p¥, c’est-a-dire, ¢ étant entier, 1 < ¢p < p*~! soit exactement p*-1.

D’ou, finalement, ¢(p) = p* - p*-1. (]

Propriété 10 : Théoréme chinois avec les inversibles

Soient n,me IN* felsque nnm=1.
() SikeZ,etsi(kmod nm) € Uz, alors (k mod n) € Uz, € (k mod m) € Uz,,.
(il L'application bien définie

Uz/nmz —  Uzuz X Uzjmz,

(k mod nm) — (k mod n,k mod m)

est un isomorphisme de groupes (multiplicatifs).

Démonstration
() Si (k mod nm) € Uyg,,,z Qlors kA (nm) =1 donc
knn=knm=1

(pas de diviseur commun non trivial) donc (k mod n) € Uyz,,z €t (k mod m) € Uz,

(i) Par (i), (etle (i) du théoréme chinois), g est bien définie et comme f (du théoréme chinois) était un morphisme
d’anneaux, g est bien un morphisme de groupes multiplicatifs.
Comme restriction de f, g est injectif, reste & montrer la surjectivité (pas d’égalité des cardinaux cette fois :
elle va servir au corollaire suivant) : soit a, b € Z tel que (a mod n, b mod m) € Uz, x Uz)z-

Par surjectivité de f, on a ce Z tel que

(a mod n,b mod m) = f(c mod nm).
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Reste & voir si (c mod nm) € Uz,,,z. OF
(a mod n) = (¢ mod n) € Uz,
ef
(b mod m) = (¢ mod m) € Uz,,,,7

donc can=cAam=1,donc cA(mn)=1d0U (c mod nm) € Uz,,,z PUIS

(a mod n,b mod m) = g(c mod nm) :

g est surjective.

Corollaire 2 : Multiplicativité de ¢

|

¢ est multiplicative, c’est-a-dire que sinnm =1, alors (nm) = p(n)p(m).

Démonstration

En effet, avec I'isomorphisme de la question précédente,

|UZ/an| = |UZ/nZ %5 UZ/mZ| = |UZ/nZ| X |UZ/mZ|'

Corollaire 3 : Produit de plus de deux termes

Plus généralement, si ny,...,n, Sont deux & deux premiers entre eux,

oy ---ny) =@m)---p(n;).

Démonstration

Récurrence.

Corollaire 4 : Expression a I'aide des diviseurs premiers

Si p1,..., pr SONt les diviseurs premiers distincts de n,

(p(n)—nH (l—i)

k=1 Pk

Exercice 2:La méme formule, avec des probabilités
Soit Q = [[1,n] ol n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni de la probabilité uniforme. Si d|n, on
note A; =1{kd | ke Qetkd e Q}.
1. Quelle est la probabilité de A, ?
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (A,,)pE p est une famille d’événements indépendants.

(b) En déduire que ¢p(n)=n]] (1 - l).
peEP

1. P4y = 14al _a _1
' T T &

2. (@) Si p1,...,ps sont des diviseurs premiers deux & deux distincts de n, comme ils sont premiers,
¢

_ﬂ Al?j = Apype

j=1
4 ¢
P OlApj :P(Apl...p[):p. U (Ap))-
<p(n) 1
(b) Les A, sont aussi indépendant, A= [ Ay, P(A) = =[] (1-=|
pepP pepP p
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Exercice 3 : Une identité remarquable (et classique)

1. Soient ne IN* et k e N un diviseur de n. Parmi tous les nombres rationnels de la forme 4 ot 1 < g < n, combien
y en a-t-il qui s’écrivent sous forme irréductible avec k au dénominateur?

2. Montrer que, si ne IN*, n=)_ ¢(k).
kln

1. Notons F;. I’ensemble des nombres rationnels de la forme % ol 1 < g < m quis’écrivent sous forme irréductible
avec k au dénominateur et Ex ={¢€[0,k—1] | £Ak=1}si k#1 (remarquons qu’alors 0 ¢ Ey), E; = {1}.

Ey

L'application f: est bijjective 9. En effet,

— ¢
m si k=1, f estl'identité de F; = E; ={1};
m sinon,

« elle est bien définie carsi £ € Ex, § estun nombre rationnel de la forme - car kim avec 1< g < m car

% €]0,1], qui s"écrit sous forme irréductible avec k au dénominateur car ¢ A k=1 et donc f(¢) € Fy.;

* elle est injective carsi ¢,¢' € B tels que f(0) = f(£"), alors % = % donc ¢=1¢';

* elle est surjective carsir e F., r € Qn]0,1] et r s"écrit forme iréductible avec k au dénominateur, donc
onale[l,k] avec knt¢=1telque r= % Comme k#1,¢#kdonc ¢e[1,k—1], ¢ € E et donc r = f(0).

Ainsi, le nombre de rationnels de la forme % ou 1 < g < m qui s'écrivent sous forme irréductible avec k au
dénominateur est le nombre d’entiers i telsque 0< i< k-1et kal=1si k#1,1sinon:ily en adonc ¢(k).

2. Sion note F = {% ;1<g< m} alors F = | | F car tout rationnel de F s'écrit de maniere unique sous forme
klm
iréductible avec un diviseur de m au dénominateur.

Donc |El= Y |Fi|. et comme |F|=|[1,m]|=m.| m=)_ ¢(k) |d aprés la question précédente.
klm kim

a. On peut dller un peu plus vite oralement en invoquant simplement I'existence et I'unicité de la forme irréductible des
fractions.

Théoréeme 2 : d’Euler

SiacZ et ne N* fel que ann=1, alors
a®" =1 [n].

Démonstration

a € Uy, Qui est un groupe multiplicatif, donc a@*/7% = g# =1,

Corollaire 5 : Petit théoreme de Fermat

Si p est premier et a€ Z* non divisible par p, alors
a’'=1 [p].
Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par p),

al=a [p].

Démonstration

Théoréme d’Euler avec ¢(p)=p-1.

Exercice 4 : CCINP 86
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