Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie
nulle, % désigne un ouvert de E.

n DIFFERENTIELLE

n Différentielle en un point

Rappel : si I estintervalle de R, f:1— F est dérivable en a € I si ef seulement si f admet un
développement limité & I'ordre 1 en a si et seulement si on a un vecteur be F tel que

fla+h)=f(a)+hb+ o (h)
h—0R
(et, dans ce cas, b= f'(a).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de
dimension finie E.

Définition 1 : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert  de E, & valeurs dans F. Soit a un point de 2. On dit
que f est différentiable en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E dans F

26
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R2— On note parfois d f(a)- h au lieu de d f(a)(h).
R3 — L'unicité vient du

Af (1) =) ()

Lemme 1

Sip e £(E,F) est telle que ¢(h) = ho O(h), alors ¢ est I’'application nulle.

Démonstration
@(h) = ||kl e(h) avec e(h) OF.
h—0g
Alors pour tout x € E, t € R}, tox) = otx) = tlxle(tx) donc
@x) = llxlle(tx) p—r 0f.
Donc pour fout x€ E, ¢(x) =0p. |

Propriété 1 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est confinue en a.

telle que, au voisinage de 0g, ,- f (\f \D s II\”/\ll&E”")
fla+h) = ﬁ (a) + -"(--,;‘, ( L) ")EIC"C WAl e ELhl—% pémonstration

Ou encore, au voisinage de a,
fo= { (a) + {'}L (7’5“@)

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au
point a ou encore application linéaire tangente & f en a, notée d f(a) e Z(E, F). On

o (-al)

20

a donc , , )
stasm={(a) + df(@)!( K 1,0 (N0l )
: ' E\#OE
Remarque
P N —  Z(EF)
R1 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une application d f :
a — df(a

pelée différentielle de f.

Par continuité de I'application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a). en
passant & la limite dans le développement limité, f(a+ h) - f(a) [ |

Of.
h—0g J

E Cas particuliers

Propriété 2 : Cas d’une fonction d’une variable réelle

Dans le cas d’une fonction f:1— F, f est dérivable en a si et seulement si elle

est différentiable en a.
(& \/

0{6(@) .' *Q\ —
(ath) = -é( @) +€(M {x Tkil L) e Elé |—-f<éf( W) L,
AN AL
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Propriété 3 : Cas d’une fonction constante

Si f:% < E — F est constante, elle est différentiable en fout point de % et pour
fout aeu, ( {’7 O
O = ) _
/7% L)

fla+h) = f(a)+0g+0F avec h— 0 linéaire et 0g = o (h).
Donc f est différentiable en a et d f(a) =04, ). [ ]

Démonstration

Propriété 4 : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% < E — F est la restriction & « d’une application linéaire ¢ € £(E, F), elle
est différentiable en fout point de % et pour tout a€ %,

0[“6[(70 = (1&

Démonstration A
N
fla+h) =@la+h =) +q@h)+0p avec ¢ linéaire et 0 = o (h).

Donc f est différentiable en a et d f(a) = ¢ (donc d f est constante. ) |

Exercice 1: Montrer que f: est différentiable en toute A€ .4, (RR)

—

MyR) —  Mn(R)
2

et calculer d f(4).

est différentiable

Exercice 2: Montrer que, si E est un espace euclidien f: )
|

x  — x|

en toute a € E et calculer d f(a).

E — R
Exercice 3 : Montrer que, si E est un espace euclidien, ue £ (E), f: est
x  — (xu(x)
différentiable en toute a € E et calculer d f(a). Que se passe-t-il si, de plus, u
est symétrique ?
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Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Le fait de travailler sur un ouvert % assure, pour a point de % et v vecteur de E, |'existence
d’un é >0 («distance de sécurité ») tfel que pour tout ¢ €] -6§,8[, a+ tv e % (on s'éloigne de a dans
la direction de v), cela permet de définir I’application ¢ : t — f(a+ rv) d’une variable réelle au
voisinage de 0.

Définition 2 : Dérivée selon un vecteur

On dit que f:% < E — F est dérivable selon le vecteur v € E au point a € %,
lorsque ;g
Db flartr) Al o ©
Llattvy - £la)

‘D\T { (”:’L) - qf( o) = Jéfﬁ\’\ ¢t

==&

On note alors

Exemple

xy2
x2+yt
tout vecteur en (0,0) et si v=(a, ) : D, f((0,0)) =

E1- Lafonction f:(x,y) e R? — si (x,y) # 0,0) ev(o}qf sinon admet des dérivées selon

Définition 3 : Dérivées partielles

Soient # = (e1,...,ep) unebase de E, f: % cE—F.,ac%, je[1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de f
selon le vecteur e; de base en a :
of

ajf(a):a—xj(a):Dejf(a)EF.

Remarque
R4 — Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de RP sont les
dérivées partielles dans la base canonique de RP.

Bien sdr la notion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce
sens, la notation De; f(a) est la plus précise.

R5 - Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les
coordonnées selon tous les autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule
variable x;. : en effet, en dérive

¢:t— flat+tej)=flarer+---+(aj+1t)ej+- - +anen)

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 2 SUR 10


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 25 FEVRIER 2025

Propriété 6 : Expression de la différentielle avec les dérivées partielles

en 0, ce qui revient aussi & dériver

t flarer +--+ tej +--+ anen) Soit B = (e1,...,ep) Une base de E, f:% — F, a€ % tel que f est différentiable en

enaj.
Alors pour tout vecteur h = Z hjej€E,

Exemple . df(a)(h) = Z j/] % ( ﬂ)

J
E2- Avec f: (x,)) € R? — 2x+y 5 i (x,) # (0,00 et B sinon, on voit que A\ on peut & WJ
xX=+y
avoir des dérivées partielles en (0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs E — R J
(v=(a, p) e RZ, iCi). On note dx; : la forme linéaire je coordonnée dans . Alors on
h — hy pa
O (
dfa) = 2 T r/v) al Dﬁ
n Lien entre différentielle et dérivées partielles ) =i '

Propriété 5 : Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:% —F, ac%. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon
fout vecteur ve E et D, f(a) = (/L{j (o) (*\r’) Démonstration

C’estlalinéarité de d f(a) :
p

P P
df@|Y hiei|= Y n;df@ n;
fla (,; ]e]) Zl jaf@(ef)= ; Jax

Démonstration

fla+tv)- fla)

fla+tv) = f(a)+df(a)(tv)+t00(t) donc ——d f(a)(v) parlinéarité de d f (a).

t t—0
[
Remarque
Cas particulier 1 : Dérivée selon un vecteur de base 20= Lebl e FelieiEmielsls En e 8 Ceif eles
f fla+h f(u)+Zh f ll)+0( ).

. 0 22
Soit f:% —F, a€ WU, B = (e,...,ep) Une base de E. On note P les derivees

partielles de f dans la base 2. Si f est différentiable en a, alors pour fout j € [1, p].

df(a)(ej) = g’E (CL}
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H Matrice jacobienne

Définition 4 : Matrice jacobienne
Soit p=dimE, n=dimF, % ouvert de E et f: E — F différentiable, 2 = (e1,...,ep)
n

une base de E et € = (¢1,...,ep) Une base de F. Onnote f =3 fie;.
i=1
On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases % et € la matrice
_|9fi
Jrla) = W(a) :
I ) penlx[npl

Propriété 7 : Matrice jacobienne et différentielle

]f(a) = Mat@’cg (df(a)]

Démonstration
df(a)ej) = ﬁ(a) = i %(a)e-
Pk o
permet bien de remplir la j¢ colonne de Jr(a). [ |

n Gradient

Définition 5 : Gradient

Soit E un espace euclidien, 2 un ouvert de E, f:% — R une fonction différen-

fiable. Alors pour tout a € %, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou aif(a) et
appelé gradient de f en a tel que pour tout he E,

df(a)(h) = (Vf(a)lh).

Démonstration

C’est le théoréme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s'écrit x — (b|x)
pour un cerfain vecteur b... [ |
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Remarque

R7 — On comprend mieux la nofation alternative d f(a) - h faisant penser & un produit sca-
laire. Le DL, de f différentiable en a dans E euclidien se récrit

fla+h=f@+ f@h +olh
————
produit scalaire
R8 — Dans R? muni du produit scalaire canonique,

of

9 ) L) (n

df(a)(h):hl—f(u)+h2i(a): gf . 1

0x dy W(a) hy

On retrouve notre gradient habituel.

Exactement le méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonor-
mée) donne la propriété suivante.

Propriété 8 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, 2 un ouvert de E, f:% — R une fonction différen-
tiable. Sil’on fixe une base orthonormée de E, le coordonnées de V f (a) dans cette

base sont of of
(a(a),m, M(ﬂ))-

Remarque : Interprétation géométrique

R9 — On suppose f différentiable en a et Vf(a) #0g.
Notons S la sphére unité de E pour la norme euclidienne |-||. D'aprés I'inégalité de
Cauchy-Schwarz

vheS$, df@h) =(Vi@lh) <|(Vi@h)| < |Vi@|Inrl=|V@].

Or ce majorant est afteint pour kg = m.
Vi@l
Ainsile vecteur V f (a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction

I
C’est & la base d’algorithmes d’optimisation (descente de gradient), utilisé par
exemple en Machine Learning (apprentissage automatique).

Ci-aprés, on représente, au coeur de Mafate, des « lignes de niveau » de la fonction
(x,y) — f(x,y) qui au point de coordonnées (x, y) associe son altitude (on parle d’iso-
pléthes d’altitude).

Ces lignes de niveau sont des courbes d’équation f(x,y) = constante.
Tracer la direction et le sens de Vf en quelques points.
On peut montrer que le gradient est normal aux lignes de niveaux en tous points.
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m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

Il Combinaisons linéaires

Propriété 9 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en ac, A, u€ R.
Alors Af + ug est différentiable et

ANgrpg) = Al déﬂ/l 49

Démonstration

II suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que Jypy e (@) = A p(a@) + pig(a) et

de repasser aux applications linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DL; :

Af(a+h) +pgla+h) =Af(@+pg(@+Ad f(@)(h) +udgl@h) +o ()
avec Adf(a) +pdg(a) linéaire, donc par unicité, Af + ug est différentiable et
dAf +ug)(@ = Ad f(a) +pdg(a).

Remarque
R10- f+—df est donc linéaire.

E Image par une application multilinéaire

Propriété 10 : Image par une application multilinéaire

Soit %« ouvert d'un R-espace vectoriel norme de dimension finie, Ey,...,Eq, F

des R-espaces vectoriels normés de dimension finie, fy: U — Ey,..., fq: % — Eq des
applications différentiables en a€ et M : Ey x --- x Eq — F une fonction g-linéaire.

Alors ¢ — F definie par ¢ : x — M(fi(x),..., fg(x)) est différentiable en a et

a
sotan ) M ({2, Mg (DR, ) 4 )
£31

Démonstration

On traite le cas bilinéaire. Le cas général est analogue.

1'e tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve

d’existence, que d¢(a)(h) = Dpp(a). Or

Y:t—pla+th)=B(f(a+th),gla+th)
est dérivable en 0 (car f et g sont différentiables en a) de dérivée

¥'(0) = Dy¢(a) = B(Dy, f(a),g(@) + B(f(a), Dpg(a))

=B(df(a)(h),g(a) + B(f(a),dg(a)(h)
Le probléme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la
différentiabilité...
2

y )
On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — {x a5
y  sinon
dérivées selon tout vecteur en (0,0) mais n’est pas continue , et encore moins diffé-
rentiable.

admet des

Bonne méthode On utilise les DL; : avec & (h) n 0 etex(h) o 0,

¢la+h)=B(f(a+h),gla+h))
=B(f(@+df(a)(h) +hle1(h), gla)+dg(a)(h)+|hllex(h)
=B(f(a), g@)+B(df(@h), g@)+B(f(a), dg@h)+y(h)
avec h— B(df(a)(h),g(@) +B(f(a), dgla)(h) linéaire et
w(h) = |kl B(f(a)+d f(a)(h), e2(h) + | kI B (e1(h), g(a)+dg(a)(h)
+11hIZBe1 (W), e2(h) + B(d f(@ (), dg(@)(h)
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donc

h
mn) =B(f@+df(@h), em)+B(e1h), gl@+dgla)(h)
B(df(a)(h), dg(a)(h)

1Al

+11klB(e1(h), e2(h) +

Les trois premiers fermes tendent vers 0 lorsque k — 0 par continuité de I’application
bilinéaire en dimension finie.

Pour le dernier, on remarque que
(x,y) — B f(a)(x),dg(a)(y))
est bilinéaire, donc on a, par confinuité, un réel C tel que

H B(df(@(h), dg@(h) H _|B(df@), dg@ )|
Il N IRl

Clin?

Il

X

=Clhll ——0.
h—0

Donc y(h) = hoo(h), ce qui permet d’obtenir toute la conclusion.

Composition

Propriété 11 : Différentielle d’une composée

Soit % ouvert de E, v ouvert de F, f:% — v différentiable en ac ¥ et g: vV — G
différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(go f)(a) = 0{@({][&)) O d@(“/)

Propriété 12 : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgoy(@ = Jj{} ({,,(m)) X 7@(@)

Remarque
R11— D’ou larégle de la chaine.

\T;éié} é;“ (?{ (Ej 9

£

(@) (1) = dg @) Aflo

T
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Démonstration

Il suffit de composer les DL, : on éctit, avec €1 (h) m 0 et ex(k) m 0, et pour simplifier

la lecture |, les applications linéaires ¢ =d f(a) et y =d g(f(a)).

fla+h) = f(a)+@(h) +|hler(h)
et

g(f(@+k)=g(f(a) +y(k) + | kllez (k)
puis
g(fta+h)=g[f@+ (o + e )
k
=g(f@) +y(ph) +hler(h)
+[lpm) + IRl er ()| €2 (p(h) + | Rl &1 (1))
=gof(a)+[yop|h)+{(h)

. ! !
{(h) @)+l hler(h)
— = n)+-—m3
g~ V1) iz
¢ et ¢ étant linéaires en dimension finie, elles sont continues, donc (e (k) y 0,
h) —— 0 puis m+lhler(h)) — 0.
o) —0p &2 (@(h) + I hll &1 () —

Enfin,

&2 (@) + | hlle1(R)).

lot +inla B _ e
Il = Al
et par continuité de I'application linéaire ¢, on a C € R tel que pour tout &, ||pM)|| < ClAal
donc let+1nlerm] {(h

est borné et finalement — —— 0, c’est-a-dire ¢{(h) = o (h).
Al Izl h—o

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et
digeN@=yop=dg(f(a)eodf(a).

e1(h)

Corollaire 1 : Dérivée le long d’un arc

Soit %« ouvert de E, f:% — F, I infervalle de R et y: I — % une application
dérivable.

On suppose que f est différentiable en y(t) ol t € I. Alors f oy est dérivable en

(Fop) (1) = 0{ é (j_[{; )) (3 //t)

tet
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En munissant E d’une base, on refrouve I’expression vue avec la regle de la
chaine, si les coordonnées de (1) sonT (r1(0),.. ,yp(t)
(V(0))

(fep)'= Z/Dﬂ {é)

L= 1

En particulier, siy : t — x+ tv OU x, v € % sont fixés,
6{1 +tv)/m'
mft i flasts) = Dy[(TR) e Aivie

- / A (.ﬂ
CLASSE € heh e

Définition 6 : Fonctions de classe ¢!

f:u — F est dite de classe ¢! lorsque f est différentiable sur % et
df:% — £(E,F) est contfinue.

(fop'(®=

Propriété 13 : Opérations

‘
Y
\

Toute combinaison linéaire, toute composée d’applications de classe €1 I'est
encore.

Si M est g-linéaire et fi,..., f; sont €L, M(fi,...,

Propriété 14 : Caractérisation par les applications coordonnées

Soit f:u — F, d’applications coordonnées (fi,..., fn) dans une base de F. f est
de classe €' si et seulement si foutes les f; le sont.

fq) I'est.

Théoréme 1 : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivées partielles

f est de classe €' si et seulement si, dans une base quelconque de E, foutes
les dérivées partielles de f existent et sont continues.

Démonstration

Non exigible.

.{ r'?_
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Propriété 15 : Expression intégrale le long d’un arc

Soit f e €', F), y e €'(10,11,%), a=y(0) et b=y(1). Alors

AL (T (V1)) dE

F)—fla)=

Démonstration

Onavuquedfy®) (Y ()= (foy)(1). c’est donc une simple application du théoréme
fondamental de I'analyse.

Corollaire 2 : Cas particulier y(1) = a+ tv

En particulier, avec y(t) = a+ tv sur [0,1],

J d% aftv’)[@’)y{[

fla+v)—

Corollaire 3 : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par

arcs
Si fe 6 (u,F) et u est un ouvert connexe par arcs, alors

f est constante si et seulement si d f =0.

Démonstration

Le sens direct a déja été vu.
Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc %
convexe etdf =0.

Soient a,be %, on veut montrer que f(a) = f(b).

Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité :
y:tel0,1]— (1—-1t)a+th de classe €1.

Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a) =
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m VECTEURS TANGENTS
Définition 7 : Vecteur tangent

Si X est une partie de E, a€ X. Un vecteur v e E est dit tangent & X en a lorsqu’il
existe e >0 et un arc y:] —¢,e[— X, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
On note T, X I'ensemble des vecteurs fangents & X en a.

Exemple
E3 - Si ¢ estun sous-espace dffine de E de direction G (sous-espace vectoriel de E), pour
tout ae ¥,
En effet, on peut écrire ¥ = a +G. G Ta Cé'}
=il — ¢ 2,1
SiveG,soity: ] [ est dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = v.
— a+tv

Réciproquement, si ve T4, 0on A e>0 et y:—¢,¢e[— ¥4 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
o 6420)?,5} £G
Alors v est la limite lorsque ¢ — 0 de —— ¢ G ef comme G est un sous-espace de E

qui est de dimension finie, il I'est aussi, donc il est fermé et donc ve G. I'_ ({ (
& , g L ; Q@ ) C I
E4— Sphére d’un espace euclidien : si a€ S(0g,1), ..f%ﬁaﬁ r,{am
1

(IR.~)
1-1,11 —  S(0fp,1)

a+tv estdérivableeno,y0)=aety (0)=v
la+tvl

TaS(O0g,1) = at

En effet,si ve al, soity:

car, avec |lall =1,
a+tv a+tv

Via+tvl?  Vi+2talv) + 22| v)?

Yt

donc
2(alv)+2-0-|v||®
~ 2la+0-v

la+0-v|?

Réciproquement, si v € T;S(0g, 1), on A € > 0 et y:] —¢,e[— SO, 1) tel que y(0) = a et

Y'(0) = v.

Yy -a
t

, la+0-viv- (a+0-v)

Y (0) =

Alors sy v donc

—0

(y(t)fa)a) _ (y(Dla) -1 _ (y(Dla-y(1)

t t t
— MJ_ .
= (y(r)\ — | — vlo =@l

Donc (vla)=0: ve at.
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Comme dernier exemple, on va obtenir que le plan tfangent & une surface d’équation
z = f(x,y) admet comme vecteur normal le gradient (non nul) de g: (x,y,2) — f(x,y) — z.

Cela revient a transformer I'équation explicite z = f(x, y) en équation implicite g(x, y,2z) =0.

Propriété 16 : Plan tangent pour une surface explicite

Soit « ouvert de R?, f:u — R différentiable.
Soit s <R3 la surface représentative de f, ¢’est-d-dire

S:{(x,y,z) eR®, (x,9) e%etz:f(x,y)}.

xR — R

Soit g:

xyz — fxy-z

L’'ensemble T,S des vecteurs tangents & S en a = (xg, yo, z9) € S €st un plan vec-
foriel P =Vg(a)+ de vecteur normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc d’équation

(Vg(@)|(x,y,2) =0.

On appelle plan tangent a s en a le plan affine a+ P passant par a et de direc-
tion I’'ensemble P des vecteurs tangents a X en a, d’équation

(Ve(@|(x—x0,y— y0,2—20)) =0

Remarque
R12 - On refrouve, pour le plan tangent, une équation type « équation de la fangente » :

Démonstration

On raisonne toujours par double inclusion.

B Siv=(x,y,2)€ TzS,oNn A e>0 et y:l-¢e[— S tel que y(0) = a et y'(0) = v. Alors, pour tout

tel-¢el, y() = (x(1), y(1), 2(1)) avec z(1) = f(x(1), y(r)) donc

— — o/ g / g
z=2z(0)=x(0) ox (x(0), y(0) +y'(0) &y (x(0), y(0))

_of of
=xo (%0, y0) +y(3y (x0, y0)
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donc of of
0=x3 G030y 5 (0, 30) - 2= (V@ (w1, 2)

carv, (a)—(g(x )g(x Jp=ll
8 = % oyJ/o,ay 0,)0), .

m Siv=(x,y,2) est orthogonal & Vg(a), On définit

-L1 — S

t —  (xo+x,y0 +ty, f(xo + X, yo + 1))

. 4] 0
Alors y est dérivable en 0, y(0) = a et y/(0) = x,y,xé(xg,y0)+y£(xo,yo) = (x,y,2) car
(Vg@lv)=o0.
|

Mais toutes les surfaces n‘ont pas une équation explicite z = f(x, ).

Le programme propose un dernier énonceé, & la démonstration hors programme, permettant
de traiter le cas général des surfaces décrites par une équation implicite g(x, y, z) = 0 et générali-
sant I'énoncé précédent.

Propriété 17 : Hyperplan tangent & une surface implicite

Soit g une fonction numérique de classe €' surl'ouvert u, X = {xe %, g(x) =0R}
etaceX.
Si dg(d) Z Of(E,R)' alors

T,X =Ker(dg(@) = Vg(a)*

(L'espace étant supposée euclidien pour utiliser le gradient.)
Aufrement dit, X admet un hyperplan affine fangent en a qui est,
a+T.X=a+Vg(a)'l d’équation

(Vg(@)|x—a)=0.

Remarque

R13 — Bien sOrle vecteur x de cet énoncé ne doit pas étre confondu avec le scalaire x d’un
triplet (x, y,z) du cas particulier R3,

@ Méthode 1 : Trouver une équation d’hyperplan tangent

On retiendra que dans tous les cas, mieux vaut repasser par une équation implicite
g(x) =0 pour frouver une équation d’hyperplan tangent.

Le théoreme précédent donne alors une équation du-dit hyperplan fangent en un
point a n"annulant pasla dg.

Par exemple, le plan tangent a la surface S d’équation g(x,y,z) =0 en a = (xo, yo, 20)
est le plan affine a+ Vg(a)! passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)+ de
vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d"équation

0—g(x z)(x—x)+a—g(x z20)(y— )+a—g(x z20)(z—29) =0
B 0,0, 20 0 ay 0,Y0,20)LY — Yo 0z 0,0, 20 0) =

ou g(a) = g(xo, ¥0,20) =0.

Exemple

E5— Equaﬁon du plan tangent en un point d’'une sphére de R?

m OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTREMUMS)

Définition 8 : Point critique

Soit f: % — R différentiable. On dit que a est un point critique de f lorsque
df(a)=0.
Si E est euclidien, cela équivaut & Vf(a) =0.

Propriété 18 : Condition nécessaire d’extremum local

Soit 2 ouvert (trés important) et f:% — R différentiable en a € %.
Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’est-
a-dire d f(a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles. [ |
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nan2 Terminons avec une extension hors programme, pour la culture.
Propriété 19 : Vecteurs tangents en un extiremum local preg P

Si f est une fonction numérique définie sur I'ouvert a4, X une partie de u, fix
admet un extremum local en a€ X et f est différentiable en a, alors

Théoréme 3 : HP : multiplicateurs de Lagrange

.. . P 1 .
YveTaX, df@®) =0. Soit f,g1,...,gp des fonctions numériques de classe €¢* sur l'ouvert % de E et

Autrement dit, dans le cas oU E est euclidien, X={xew, gix)="=gp(x)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et siles formes linéaires d gi (a),...,dgp(a)

_ 1
T X CKer(d @)=V (@) sont linéaires indépendantes, alors il existe A1,...,Ap € R tels que

df(a) =Aldg1(a)+---+/1pdgp(a).

Démonstration Les réels A1,...,Ap sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Soit ve Ty X. On a y:l—¢,e[— X tel que y(0) = a et y'(0) = v.
Alors, foy admet un extremum local en 0 €] - ¢, e[ qui est ouvert, donc

0=(fop'©=dfy0)(y©)=df(@W).

Remarque

R14 - Autrement dit, les vecteurs tangents & X en a extremum local de fix sont dans I'hy-
perplan vectoriel de vecteur normal V f(a).

Théoréme 2 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge €' (,R) ot % est un ouvert de E, et X = {xe %, g(x)=0}.
Si fix admet un extremum localen a€ X etsidg(a) # 0. alors d f (a) est colinéaire
adg(a).

Démonstration

m Soit d f(a) est nulle et d f(a) =0-dg(a).

m Soit d f(@) n"est pas nulle et on prouve que Ker(d f(a)) = Ker(d g(a)). En effet, un résultat
du programme dit que si deux formes linéaires non nulles ont méme noyau, elles sont
colinéaires.

Comme dg(a) #0, et avec la propriété précédente, Ker(d g(a)) = T4 X < Ker(d f(a)).
Par égalité des dimensions, Kerd f(a) = Kerd g(a), ce qui conclut.
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