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Calcul différentiel et optimisation

Extrait du programme officiel :

En premiére année, I'étudiant a rencontré les dérivées partielles d’une fonction numeérique définie sur un ouvert de R2. Les objectifs

de cette section sont les suivants :

— généraliser et approfondir cette étude, en présentant les notions fondamentales de calcul différentiel dans le cadre des espaces

vectoriels normés de dimension finie sur R,

— donner une infroduction & la thématique de I'optimisation, en lien avec le théoreme des bornes atteintes du cours de fopologie.

On souligne le caractére géométrique des notions. En particulier, on exploite la possibiliteé de se ramener, pour un cerfain nombre
de questions, & des fonctions d’une variable réelle, & travers I'utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction le long d’un

arc et la notion de vecteur tangent & une partie en un point.

Les fonctions considérées dans cette section sont définies sur un ouvert d’un R-espace vectoriel normé E de dimension finie et &

valeurs dans un R-espace vectoriel normé F de dimension finie.

Le choix d’une base de I'espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions & valeurs réelles.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations D, f(a). Dy f.

of

Notations E(a), 0;f(a).

Lorsqu’une klaose de E est fixée, identification entre f(x) ef
f(xln--,xn)-

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable
en a selon tout vecteur.
Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire

tangente & f en a. Unicité de la différentielle et relation
df(a)-v=Dyf(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.
Cas particuliers : application constante, application linéaire.
Lien entre différentielle et dérivées partielles.

Cas des fonctions d'une variable : si Q est un infervalle ouvert de
R. la différentiabilité de f en a équivaut a la dérivabilité de f en
a; relation f'(a)=d f(a)- 1.

Si I'espace E est euclidien, gradient en a d'une application nu-
meérique différentiable en a. Expression du gradient en base or-
thonormée.

Notation o(h). Développement limité & I'ordre 1.
Lorsque f = (fi,..., fp). f est différentiable en a si et seulement si
toutes les f; le sont.

Notations d f(a).

Notation d f.

Si Q est un ouvert de R” et si f est & valeurs dans R™, la matrice
jacobienne de f en a est la matrice de d f(a) dans les bases co-
noniques.

Notation V f(a).

Interprétation géométrique : si Vf(a) # 0, Vf(a) est positivement
colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a
est maximale.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d’une combinaison linéaire d’applications différen-
tiables, de M(fi,..., fp) ouU M est multilinéaire et ou f,..., f, sont
des applications différentiables.

Régle de la chaine : différentielle d’'une composée d’applica-
tions différentiables.

Dérivée le long d’un arc : si y est une application définie sur Iin-
tervalle 1 de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y (1), alors
(fop)' () =dfy)-y'@.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(1) = x + tv.
Dérivation de t— f(x1(1),..., xn ().
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CONTENUS

Dérivées partielles d'une composée d’applications différen-
fiables.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

Dérivées partielles de

(U1,eeyum) — fx1(UL, oo Um)y oo Xp (U, ..., Um))-

d) Applications de classe %!
Une application f est dite de classe €1 sur un ouvert Q si elle est
différentiable sur Q et si d f est confinue sur Q.

L'application f est de classe €1 sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement & une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe 1.

Si f est une application de classe ¢! de Q dans F, si y est une
application de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0) = a,y(1) = b, alors :

1
f(b)—f(a)=f0 dfiy() -y (0 de.

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

La démonstration n’est pas exigible.

Cas particulier y(t) = a+ tv pour tout ¢ € [0,1].

Démonstration pour Q convexe.

e) Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E
est fangent & X en x s'il existe € >0 et un arc y défini sur1-¢,¢[, &
valeurs dans X, dérivable en 0, tel que y(0) = x,y'(0) = v.

Si g est une fonction numérique définie et de classe € sur I'ou-
vert Qde E, si xe X et dg(x) #0, alors Ty X est €égal au noyau de
dg(x).

Notation Ty X pour I’'ensemble des vecteurs fangents & X en x.
Exemples : sous-espace dffine, sphére d’un espace euclidien,
graphe d’une fonction numérique définie sur un ouvert de R2.

La démonstration de cet énoncé et le théoreme des fonctions
implicites sont hors programme.

Traduction en termes de gradient si E est euclidien, en particulier
pour E =R" muni de sa structure euclidienne canonique.
Exemple : plan tangent & une surface de R3 définie par une
équation.

f) Optimisation : étude au premier ordre

Point critique d’une application différentiable.

Condition nécessaire d’existence d’un extremum local en un
point intérieur.

Si f est une fonction numeérique définie sur I'ouvert Q, si X est une
partie de Q, si la restriction de f & X admet un extremmum local
en x et si f est différentiable en x, alors d f(x) s'annule en fout
vecteur tangent & X en x.

Théoreme d’optimisation sous une contrainte : si f et g sont des
fonctions numériques définies et de classe ¢! sur I'ouvert Q de
E, si X est I'ensemble des zéros de g, si x € Xet dg(x) #0 et si la
restriction de f & X admet un extremum local en x, alors d f(x)
est colinéaire & dg(x).

Exemples de recherches d’extremums globaux.

Si E est euclidien, traduction en termes de gradient.
Exemples de recherches d’extremums sous contrainte.

g) Applications de classe ¢*

Dérivées partielles d’ordre k d’une fonction définie sur un ouvert
de R".

Une application est dite de classe €* sur un ouvert @ de R” si
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur Q.

Théoreme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe €*. Com-
position d’applications de classe €*.

k
Notations _or 0;

05,05 i f.
. .7k FARAR ) R /4
éxjk‘..axj1

La notion de différentielle seconde est hors programme.

Démonstration non exigible.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.
Exemples simples d’équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre.
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Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie nulle,  désigne un
ouvert de E.

n DIFFERENTIELLE

Il Différentielle en un point

Rappel : si I estintervalle de R, f:I— F est dérivable en a € I si et seulement si f admet un développement limité a
|'ordre 1 en a si et seulement si on a un vecteur b e F tel que

fla+h) =fa+hb+ o (h)
h—0R

(et, dans ce cas, b= f'(a)).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de dimension finie E.

Définition 1 : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert 2 de E, & valeurs dans F. Soit a un point de . On dit que f est différentiable
en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E dans F telle que, au voisinage de 0g,

fla+h)=fla)+£€,h)+ o (h)
h—0g

Ou encore, au voisinage de a,
f(x) :f(a)+€a(x—a)+x2a(x—a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au point a ou encore ap-
plication linéaire tangente & f en a, notée d f(a) € £(E,F). On a donc

f(a+h):f(a)+df(a)(h)+ho0 (h)
—VUE

Remarque
L . . E — ZY(EF) B L i
R1 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une application d f : appelée différentielle de f.
a — df(a
R2 - On note parfois d f(a)- h au lieu de d f(a) (h).
R3 — L'unicité vient du

Sipe £L(E,F) est telle que ¢(h) = ho O(h), alors ¢ est I'application nulle.

Démonstration

@(h) = |hlle(h) avec e(h)

Ofr.
h—0g F

Alors pour fout xe E, te R}, tg(x) = p(tx) = t]| x| e(tx) donc ¢(x) = [ x|l e(tx) — 0.
Donc pour fout x€ E, ¢(x) =0g. [ |

Propriété 1 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
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Démonstration

Par continuité de I'application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a), en passant & la limite dans le
développement limité, f(a+h) - f(a) P OF.

—YE

E Cas particuliers

Propriété 2 : Cas d’une fonction d’'une variable réelle

Dans le cas d’une fonction f:1—F, f est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a.
Dans ce cas, df(a): h— hf'(a) et en particulier f'(a) =d f(a)(1).

Démonstration

f est dérivable en a si et seulement s’il existe be F tel que f(a+h) = f(a) + hb+o (h) si et seulement si f est différen-

tiable en a car h— hb est linéaire.
Le cas échéant, df(a): h— hb= hf'(a).

Propriété 3 : Cas d’'une fonction constante

Si f:% < E — F est consfante, elle est différentiable en fouf point de % ef pour fout a€ ., d f(a) = 0k, F).

Démonstration

fla+h)=f(a)+0p+0p avec h— 0 linéaire et 0 = o (h).
Donc f est différentiable en a et d f(a) =04z ).

Propriété 4 : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% < E — F est la restriction & 2 d’une application linéaire ¢ € £(E, F). elle est différentiable en tout
point de % et pour fout ae %, d f(a) = ¢ (ef donc d f est constante).

Démonstration

fla+h)=@(a+h)=@(a)+e@h)+0r avec ¢ linéaire et 0 = o (h).
Donc f est différentiable en a et d f(a) = ¢ (donc d f est constante.

. Mp(R) —  Mp(R) L .
Exercice 1: Montrer que f: ) est différentiable en toute A€ ./, (RR) et calculer d f(A).
M — M

(A+ H)? = A2+ AH+ HA+ H? avec H — AH+ HA linéaire et en choisissant une norme sous-multiplicative (elles
2]

TE 0 et H2 = o(H). Donc f est différentiable en A et

sont foutes équivalentes), 0 < |H?| < IIHI> donc
df(A):H— AH+ HA.

—_

Exercice 2: Montrer que, si E est un espace euclidien f: ) est différentiable en toute a € E et calculer
x —

d f(a).
la+hl? = llal?+2(alh)+Ih)? avec h— 2(alh) linéaire et |h|1% = o (k). Donc f est différentiable en a et d f(a) : h— 2(alh).
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E R
Exercice 3: Montrer que, si E est un espace euclidien, ue £ (E), f: est différentiable en toute
x  — (xlu(x)

acE et calculer d f(a). Que se passe-t-il si, de plus, u est symétrique ?

(a+ hlu(a+ h) = (alu(@) + (hlu(a) + (alu(h) + (hlu(h)) avec h— (hlu(a)) + (alu(h)) linéaire et |(hlu(h)| < Ikl lu(h)| par
Cauchy-Schwarz (pour le norme euclidienne associée au produit scalaire) et comme |lu(h)l — 0 par continuité,
(hlu(h)) =o(h).

Donc f est différentiable en a et d f(a) : h— (hlu(a)) + (alu(h)), ce qui devient 2(u(a)|h) si de plus u est symétrique.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Le fait de travailler sur un ouvert 2 assure, pour a point de % et v vecteur de E, |'existence d'un é > 0 (« distance
de sécurité ») tel que pour tout r€]-6,6[, a+ tv e (on s'éloigne de a dans la direction de v), cela permet de définir
I"application ¢: t— f(a+ tv) d’une variable réelle au voisinage de 0.

Définition 2 : Dérivée selon un vecteur

On dit que f:% < E — F est dérivable selon le vecteur v € E au point a € %, lorsque ¢: t— f(a+ tv) est
dérivable en 0.

On note alors D, f(a) = ¢'(0) = ltin% i) €

t

E.

Exemple

E1- Lafonction f:(x,y) e R? —

2x A si (x,) # (0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) et
Xty
2
Siv=(a,B) :Dyf((0,0)=0sia=0et % Sia#0.

Définition 3 : Dérivées partielles

Soient 8= (ey,...,ep) Unebase de E, f: % cE—F,ac%, je[1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de base
ena:
of

0jf(a)= 6—xj(a)=Dejf(a)€F.

Remarque

R4 — Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de RP sont les dérivées partielles dans la
base canonique de RP.

Bien sr la notion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce sens, la notation D, f(a) est
la plus précise.

R5 - Comme on en a déjd I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport a la seule variable x;. : en effet, en dérive

p:t— fla+tej) = flarer+---+(aj+tej+:-+anen)

en 0, ce qui revient aussi & dériver
t— flarer +---+rtej+---+anen)

en aj.

Exemple

E2- Avec f:(x,y) e R? — si (x,y) #(0,0) et (0,0) sinon, on voit que A on peut avoir des dérivées partielles

Xy
x%+y?
en (0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs (v = (a, B) € R2, ici).

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 6 SUR 17


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 25 FEVRIER 2025

ﬂ Lien entre différentielle et dérivées partielles

Propriété 5 : Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:9 — F, ac. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon fout vecteur v e E et
D, f(a) =d f(a)(v).

Démonstration

w Y d f(a)(v) par linéarité de d f(a).

Cas particulier 1 : Dérivée selon un vecteur de base

Soitf:% —F,acU, B=e,...,ep) Une base de E. On note a—f les dérivées partielles de f dans la base

Xj

fla+tv) :f(a)+df(a)(tv)+t00(t) donc

2. Si f est différentiable en a, alors pour tout j e [1,p].

0
df(a)(ej) = D, f(a) = Tf(a)
J

Propriété 6 : Expression de la différentielle avec les dérivées partielles

Soit B = (ey,...,ep) UNne base de E, f:% — F, ac % tel que f est différentiable en a.
p
Alors pour tout vecteur h=) hjej€E,
j=1

df(a)(h) = Z h]—(a)

—

2] R
On note dx; : la forme linéaire j¢ coordonnée dans . Alors on a
h — h

p af
df(a) _]Z:la—xj(a)dxj.

Démonstration

C’estlalinéarité de d f(a) :

p p p f
df(a)(Z hjej) = Y hjdf@(e;)= 2 h Gy
j=1 j=1 j=1

Remarque
R6 — Le DL; de f différentiable en a s'écrit alors

p of
fla+h) = f(a)+ E hj=—=—(@+o(h.
=1 1 0x;
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H Maitrice jacobienne

Définition 4 : Matrice jacobienne

Soit p = dimE, n =dimF, % ouvert de E et f: E — F différentiable, 2 = (ey,...,e,) une base de E et

€ = (e1,...,€x) UNne base de F. Onnote f=)_ fie;.
i=1

On appelle matrice jacobienne de f en a dansles bases % et € la matrice J¢(a) = (%(a)) .
I T pe[un]x[1p]

Propriété 7 : Matrice jacobienne et différentielle

Jf(a) =Matg ¢ (d f(a))

Démonstration
df(a)e;) = ﬁ(a) = i %(a)g-
Tox T o

permet bien de rempilir la j¢ colonne de Jjr(a). [ |

ﬂ Gradient

Définition 5 : Gradient

Soit E un espace euclidien, 2 un ouvert de E, f: % — R une fonction différentiable. Alors pour tout

a €, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou g—rgaf(a) et appelé gradient de f en a tel que pour tout
heE,
df(a)(h) = (Vf(a)lh).

Démonstration

C’est le théoreme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s’ écrit x— (blx) pour un certain vecteur b...
|

Remarque

R7 - On comprend mieux la notation alternative d f(a) - h faisant penser & un produit scalaire. Le DL, de f différen-
fiable en a dans E euclidien se récrit

fla+h)=f@+ Vf@lh) +o(h)
R

produit scalaire

R8 — Dans R2 muni du produit scalaire canonique,

of of (L) (m
df@h =h=—@+h=@=|5" |
0x oy H@) \h

On retrouve notre gradient habituel.

Exactement le méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonormée) donne la propriété
suivante.

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 8 SUR 17


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 25 FEVRIER 2025

Propriété 8 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f:% — R une fonction différentiable. Si I’'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de V f(a) dans cette base sont
0 0
( ! / (a)).

a—xl(a),...,a

Remarque : Interprétation géométrique

R9 — On suppose [ différentiable en a et Vf(a) #0g.
Notons S la sphéere unité de E pour la norme euclidienne |-|I. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

VheS, df(@h) = (Vf@|h) <|(Vf@|h)| <|Vf@|Inrl=|Vf@].

Vf(a)
Ivf@l
Ainsi le vecteur V f(a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction f.

C’est a la base d’algorithmes d’optimisation (descente de gradient), utilisé par exemple en Machine Lear-
ning (apprentissage automatique).

Ci-apres, on représente, au coeur de Mafate, des «lignes de niveau » de la fonction (x, y) — f(x, y) qui au point
de coordonnées (x, y) associe son altitude (on parle d’isopléthes d’altifude).

Ces lignes de niveau sont des courbes d’équation f(x,y) = constante.
Tracer la direction et le sens de Vf en quelques poinfts.
On peut montrer que le gradient est normal aux lignes de niveaux en tous points.

Or ce majorant est afteint pour hg =

LRy Y 7 P -
- -
s et e S Y ez A &
% = ey 3 N s -
5§ &3
{ & o f -"-‘
A Ecole <
Cayenne
’ ! o
L it = L
™= ~ . T A
i i \ as - ~
: 3 A iy !
——{ I8 "
‘r\ wd v o .‘--_\\ _"l,-l_/. \\
% o - 'I.' - (/"':_"-‘ ,_\
e, AIN (] S e |
- - ” - .
N W 4 \l ‘L,x - el
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, ©
4 : =
o Grand-Place -
=
\ = -
b 1 r--‘
]
T [T
1 e
1
r
i/
; Al

m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

Il Combinaisons linéaires

Propriété 9 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en ae %, A,ueR.
Alors Af + ug est différentiable et

dAf +pug)(a)=Adf(a)+pdgla).
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Démonstration

I suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que Tafiug(@ =AJg(@)+uJg(a) ef de repasser aux applications
linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DL; :

Af(a+h)+ugla+h)=Af(a)+pgla)+Adf(a)(h)+udga)(h)+o(h)
avec Ad f(a) + pdg(a) linéaire, donc par unicité, Af + ug est différentiable et

dAf+pg)(a)=Ad f(a)+pdg(a).

Remarque
R10- f+—df est donc linéaire.

E Image par une application multilinéaire

Propriété 10 : Image par une application multilinéaire

Soit %« ouvert d’un R-espace vectoriel normé de dimension finie, Ei,...,E, F des R-espaces vecto-
riels normés de dimension finie, fi : % — E,...,f, : % — E, des applications différentiables en a € u et
M :E; x---x E; — F une fonction g-linéaire.

Alors ¢ : 2 — F définie par ¢ : x — M(fi(x),..., f¢(x)) est différentiable en a et

q
do(@):h— Y M(fi(a),...,d fi(@D),..., f(a)).
k=1

Démonstration

On traite le cas bilinéaire. Le cas général est analogue.

1re tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve d’existence, que
d¢(a)(h) = Dyp(a). Or
y:t—@la+th)=B(f(a+th),gla+th))

est dérivable en 0 (car f et g sont différentiables en a) de dérivée

¥'(0) = Dyp(a) = BIDy f(a), g(@) + B(f(a), Dy g(a))
=B(df(a)(h),g(a) + B(f(a),dg(a)(h)
Le probléme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la différentiabilité...

2

y .
On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — { X £l 23640 admet des dérivées selon tout vecteur

y  sinon
en (0,0) mais n"est pas continue , et encore moins différentiable.

Bonne méthode On utilise les DLy : avec €1 (h) — 0etex(h) — 0,

¢(a+h)=B(f(a+h),gla+h))
=B(f@+df(@h)+|hle1(h), gl@+dglah)+|hlea(h))
=B(f(@), g@)+B(df@h), g)+B(f(@, dgl@m)+y )

avec h— B(df(a)(h),g@)+B(f(a), dg(@(h) linéaire et

y(h) =kl B(f(@)+d f(@)(h), e2() + Ikl B(e1(h), g(a)+dg(a)(h))
+ 11l B e1(h), e2(h)+B(d f(a)(h), dg(a)()
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donc

h
%:B(f(aﬂdf(u)(h), e2(h) +B(er(h), gla)+dg(a)m)
B(df(@h), dg@h)

+ | hllB h), h)) +
kIl B (e1(h), €2(h)) il

Les frois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 par continuité de |'application bilinéaire en dimension
finie.
Pour le dernier, on remarque que

(x,y)— B f(a)(x),dg(a)(y)

est bilinéaire, donc on a, par continuité, un réel C tel que

B(df(a)(h), dg@®)| _|B(df(@h), dg@h)]|
“ IRl “ - IRl
CllnlI?
Il

S

=Cllhl —0.
h—0

Donc y(h) = ho O(h), ce qui permet d’obtenir toute la conclusion.

Composition

Propriété 11 : Différentielle d’'une composée

Soit % ouvertde E, ¥V ouvertde F, f:u — ¥ différentiable en ae % et g: v — G différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(go f)(a) =dg(f(a) odf(a).

Propriété 12 : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgor (@ = Jg(f(@) x Jf(@.

Remarque
R11— D’oula regle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composerles DL, : on écrit, avec €1 (h) e 0etey(k) Py 0, et pour simplifier la lecture , les applications

linéaires p =d f(a) et y=dg(f(@).
fla+h) = fa)+eh) +hler(h)

et
g(fla)+k)=g(f(a) +w(k) + |kl ez (k)

puis
g(f(a+ ) =g|f@+ (o0 +hle ()]
k
=g(f(@) +y (o) + |kl e (M)
+ @) + 1kl e1 ()| &2 (9(h) + | Rl €1 (h))
=gof(@+[wop]h)+{(h
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avec

{(h) o) +lrler (M)
—= h+-—mm—
iy Ve Il

¢ et v étant linéaires en dimension finie, elles sont continues, donc (e (h) o 0. @) — 0 puis
e () + 1kl e1(h) P
Enfin,

e2 (@) + Ikl e1(h)).

lomw+iniem] _ |em]
Il Sl

+e1(h)

o) +Ihl e (M)

est
Al

et par continuité de I'application linéaire ¢, on a C e R tel que pour fout &, ||p(h)|| < Clik| donc

borné et finalement % y— 0, c’est-a-dire {(h) =0 (h).

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et

d(go @) =yop=dg(f(a)ecdf(a).

Corollaire 1 : Dérivée le long d’un arc

Soit ouvert de E, f:% — F, I infervalle de R et y: I — % une application dérivable.
On suppose que f est différentiable en y(t) ot te 1. Alors foy est dérivable en t et

(fop) () =dfiy(e) (Y (D).

En munissant E d’une base, on retrouve I’expression vue avec la régle de la chaine, siles coordonnées
de y(1) sont (y1(1),...,yp(1),

14 af
! _ !
(fey) () = k;y,c(t)—axk ().

En particulier, siy: t — x+ tv oU x,v € 2 sont fixes,

m CLASSE !

Définition 6 : Fonctions de classe €

(foy) () =df(y(0D)(w) =D, f(y(1).

f:% — F est dite de classe %' lorsque f est différentiable sur % et d f: % — £(E, F) est continue.

Propriété 13 : Opérations

Toute combinaison linéaire, toute composée d’applications de classe €' I'est encore.
Si M est g-linéaire et fi,..., f; sont €', M(fi,..., fy) I'est.

Propriété 14 : Caractérisation par les applications coordonnées

Soit f: % — F, d’applications coordonnées (fi,..., f») dans une base de F. f est de classe €' si et
seulement si foutes les f; le sonft.

Théoreme 1 : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivées partielles

f est de classe €' si et seulement si, dans une base quelconque de E, toutes les dérivées partielles
de f existent et sont confinues.
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Démonstration

Non exigible. [
Propriété 15 : Expression intégrale le long d’un arc
Soit fe €Y (U, F), ye€'(10,11,%). a=y(0) et b=y(1). Alors

1
Fb) - f(@) = fo dfy(e) (¥ () de.

Démonstration

Onavuquedfy®) (Y ()= (foy) (1).cest donc une simple application du théoréeme fondamental de I'analyse.
|

Corollaire 2: Cas particulier y(1)=a+ tv

En particulier, avec y(t) = a+ tv sur [0,1],

1 1
f(a+v)—f(a)=f df(a+tv)(v)dt=f Dy, f(a+tv)dt.
0 0

Corollaire 3 : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs

Si fe€'(,F) et % est un ouvert connexe par arcs, alors

f est constante si et seulement sid f =0.

Démonstration

Le sens direct a déja été vu.
Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc % convexe et d f =0.

Soient a,be %, on veut montrer que f(a) = f(b).
Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité : y: te [0,1] — (1 - H)a+ tb de classe €.
Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a) =0. [

m VECTEURS TANGENTS

Définition 7 : Vecteur tangent

Si X est une partie de E, ae X. Un vecteur v e E est dit tangent & X en a lorsqu’il existe € > 0 et un arc
v:1—¢,e[— X, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
On note T,X I'ensemble des vecteurs fangents d X en a.

Exemple
E3 - Si ¢ est un sous-espace affine de E de direction G (sous-espace vectoriel de E), pour tout a € ¢,

En effet, on peut écrire ¥ = a+G.
-1 — ¥

SiveG,soit y: est dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = v.
t — a+tv
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Réciproguement, sive T,4,0on A e >0 et y:l—¢,e[— 9 tel que y(0) = a et ' (0) = v.

y(t)—a

Alors v est la limite lorsque ¢ — 0 de € G et comme G est un sous-espace de E qui est de dimension

finie, il I'est aussi, donc il est fermé et donc v e G.

E4 - Sphére d’un espace euclidien : si ae€ S(0g, 1),
TaS0p, 1) = at

I-L,1[ — S(0g,1)

En effet, si ve al, soit y: a+ty estdérivable eno,y(0)=a et y/'(0)=v car, avec |lal =1,
T Ja+tvl
a+tv a+tv
'y; — =]
Via+tvl2  V1+2t(alv)+ 2 |v]?
donc )
2(alv)+2-0-||vll
Y’(o) _ la+0-v||v— W(a+0' V)
la+0-v|?

Réciproquement, si ve T;S(0g,1), on A e >0 et y:] —¢,e[— S(0g, 1) tel que y(0) = a et y'(0) = v.

t —
M —— pdonc
t t—0

Alors

()f(t)—a)u) _Wla-1 _ (y®la-y@)
3 B ¢ B ¢

t —_
= —(y(r)\m%) — ) =~(al)

Donc (vla)=0: veat.

Comme dernier exemple, on va obtenir que le plan tangent & une surface d’équation z = f(x,y) admet comme
vecteur normal le gradient (non nul) de g: (x,y,2) — f(x,y) — z.

Cela revient & transformer I'équation explicite z = f(x, y) en équation implicite g(x, y,z) = 0.

Propriété 16 : Plan tangent pour une surface explicite

Soit 2 ouvert de R?, f:u — R différentiable.
Soit ScR? la surface représentative de f, c’est-a-dire

Sz{(x,y,z)eRs, (x,))EUetz=f(x,y)}.

, uxR — R
Soit g:
(x,y2) — flx,y)-2z

L’ensemble T,S des vecteurs tangents & S en a = (xy, yo, z0) € S €st un plan vectoriel P = Vg(a)* de vecteur
normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc d’équation

(Vg(a@)|(x,y,2) =0.

On appelle plan tangent a s en a le plan affine a+ P passant par a et de direction I’'ensemble P des
vecteurs tangents & X en a, d’équation

(Vg(@|(x—x0,y = y0,2—20)) =0

Remarque
R12 - On retrouve, pour le plan fangent, une équation type « équation de la tangente » :

of af
z—2zo = (x—x0) 3= (x0, yo) + (¥ = o) == (x0, Y0)-
axO ayo
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Démonstration
On raisonne toujours par double inclusion.

m Siv=(x,5,2) € T;S.onae>0¢ety:]-¢e[— Stelque y(0) = aety' (0) = v. Alors, pour tout ¢ €]—¢, e[, y(£) = (x(1), (1), z(£))
avec z(t) = f(x(1), y(1)) donc

— = o9 1n 9
z=2(0)=x(0) ox (x(0), y(0)) +y'(0) o (x(0), y(0))

=X%(XO,J’0)+J/Z—];(XO,J/0)

donc

__of of -
0= xa(xo,yo)ya(xo.yo) —Z= (Vg(a)‘(x, » Z))

carvg(a) = ﬂ( )ﬂ( )—1)
gla) = dx X0, Y0 ray X0,)0)» .
m Si v=(x,y,2) est orthogonal & Vg(a), On définit

I-L1[ — S
v:

t —  (xo+tx,y0+ 1ty f(x0+ 1x,y0 + 1Y)
- ; af of
Alors y est dérivable en 0, y(0) = a &t y'(0) = | x,y,x="(x0, yo) + yo—y(xo,yo) = (x,y,2) car (Vg(a)|v) =0.
Mais toutes les surfaces n‘ont pas une équation explicite z = f(x, y).

Le programme propose un dernier énonceé, a la démonstration hors programme, permettant de fraiter le cas général
des surfaces décrites par une équation implicite g(x, y,z) = 0 et généralisant I'énoncé précédent.

Propriété 17 : Hyperplan tangent a une surface implicite

Soit g une fonction numérique de classe €' sur l'ouvert %, X = {xe ¥, g(x)=0R} et ae X.
Sidg(a) #0yER). aAlors
T,X =Ker(dg(@)=Vg(a)®*

(L'espace éfant supposé euclidien pour utiliser le gradient.)
Autrement dit, X admet un hyperplan affine tangent en a qui est, a+ T,X = a+Vg(a)* d’équation

(Vg(a)|x—a)=0.

Remarque

R13 — Bien sOr le vecteur x de cet énoncé ne doit pas étre confondu avec le scalaire x d’un triplet (x,y,z) du cas
particulier R3.

T\

Méthode 1 : Trouver une équation d’hyperplan tangent

On retiendra que dans tous les cas, mieux vaut repasser par une équation implicite g(x) =0 pour trouver une
équation d’hyperplan tangent.

Le théoreme précédent donne alors une équation du-dit hyperplan tangent en un point a n’annulant pas la
dg.
Par exemple, le plan tangent & la surface S d’équation g(x, ,2) =0 en a = (xg, yo, z0) st le plan affine a+ Vg(a)*
passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)' de vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d’éguation
%8 - x0)+ 25 - yo)+ 25 )(z-20)=0
By 0 Y0, 20) (X = Xo o X0, Y0, 20)(y = yo) + =7 (X0, 0, 20) (2 = 20) =

ou g(a) = g(xo, yo, 20) = 0.
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Exemple

E5— Equation du plan tangent en un point d’une sphére de R3 :
La sphere de centre (x¢, ye, z¢) €t de rayon r >0 a pour équation
8%, y,2) = (x=x)* + (y - yo)* + (z— 20)* —1* =0

En un point a = (xo, y0, z0) de la sphére, le gradient vaut (2(xo — x¢), 20 — ¥¢), 2(20 — 2¢)) # (0,0,0) car le centre n’est
pas sur la sphére (avec r > 0) et I'équation du plan tangent est donc

(x0 — x¢)(x = x0) + (Yo — ¥c) (¥ — yo) + (20 — 2¢) (2 — 209) =0

ﬂ OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTREMUMS)

Définition 8 : Point critique

Soit f: — R différentiable. On dit que a est un point critique de f lorsque d f(a) = 0.
Si E est euclidien, cela équivaut & Vf(a) = 0.

Propriété 18 : Condition nécessaire d’extremum local

Soit % ouvert (fres important) et f: % — R différentiable en ae %.
Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’est-a-dire d f (a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles. [

Propriété 19 : Vecteurs tangents en un extremum local

Si f est une fonction numérique définie sur I'ouvert %, X une partie de %, fix admet un extremum
local en a€ X et f est différentiable en a, alors

VveT,X, df(a)(v)=0.
Autrement dit, dans le cas ol E est euclidien,

T.X cKer(d f(@) = (Vf(@)*

Démonstration

Soit ve T,X. On A y:l—¢,el— X tel que y(0) = a et y'(0) = v.
Alors, foy admet un extremum local en 0 €] —¢,¢[ qui est ouvert, donc

0=(fop) @ =dfyO) (Y ©)=df(@w).

|
Remarque
R14 — Autrement dit, les vecteurs tangents & X en a extremum local de fix sont dansI’hyperplan vectoriel de vecteur
normal Vf(a).
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Théoreme 2 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge €', R) ot % estun ouvert de E, et X ={xe %, g(x) =0}.
Si fix admet un extremum local en ae X et sidg(a) #0g, alors d f(a) est colinéaire & dg(a).

Démonstration

m Soit d f(a) est nulle et d f(a) =0-dg(a).

m Soit d f(a) n"est pas nulle et on prouve que Ker(d f(a)) = Ker(d g(a)). En effet, un résultat du programme dit que
si deux formes linéaires non nulles ont méme noyau, elles sont colinéaires.
Comme dg(a) #0. et avec la propriété précédente, Ker(dg(a)) = T, X < Ker(d f(a)).
Par égalité des dimensions, Kerd f(a) = Kerd g(a), ce qui conclut.

Terminons avec une extension hors programme, pour la culture.

Théoréme 3 : HP : multiplicateurs de Lagrange

Soit f,&,...,8p des fonctions numériques de classe €' sur I’ouvert % de E et
X={xeu, gi(x)=---=gp(x)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et si les formes linéaires d g (a),...,dgy,(a) sont linéaires inde-
pendantes, alors il existe A4,...,A, € R tels que

df(a)=2A1dgi(a)+---+A,dgp(a).

Les réels A4,...,A, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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