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Calcul différentiel et optimisation : cas de R”

i = n = m Agj - ags - - ~
Dans fout le chapifre, £ = R", F=R™, % désigne un ouvert Définition 4 : Extension aux fonctions & valeurs vecto-

de E=R™. rielles
Soit % ouvert de R" et f: % — R™. On note
f=U1,...,fm): fi estla i® composante de f.
. . On dit que f admet des dérivées partielles en
DERIVEES PARTIELLES a €% si chacune des f; admet une dérivée partielle

en a.
On appelle alors je dérivée partielle de f en a le

vecteur
of (dﬁ 3fm )

Dans cette partie, 2 est un ouvert non vide de R, oU ne IN*,

—@=|—),..., —(a)
n axj ax]' axj
Compléments sur la continuité des fonc-

tions de variable vectorielle

Définition 5 : Matrice jacobienne

Soit % ouvert de R" et f: % — R™. On note
f=U1...,fm). On appelle, lorsque existe, matrice ja-

Définition 1 : Application partielle

Soit f: % — R une fonction, a = (ay,...,an) € %, cobienne de f en a la matrice
j€[1,n]. On appelle je application partielle de f en
z icati —_ . . of;
al'application t— f(a,...,aj_1,t,aj41,..., an). Jp@ = (i(a)) e Mmn@®)
ax]' <ig
N

Lemme 1: « de partition » Fonctions de classe ¢!

Soit A une partie de E, f: A—R™, By, B, deux par-
ties de A felles que ByuBy = A, a€ BinBy, ¢ € F. Si

HinlEd =2 ¥ iy 08 =0 OB S = 0 Soit f: — R™. On dit que f est de classe ¢! sur %

En particulier, siac A, f est continue en a. lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles de f
existent, et que ces dérivées partielles sont confinues.
On note ¢! (%, R™) I'ensemble de ces fonctions.

Définition 6 : Classe ¢!

E Dérivees partielles Propriété 1 : Equivalence avec les fonctions coor-

9 est toujours un ouvert de R™. données

On note f = (fi,..., fm). Alors f est de classe € si
et seulement si chacune des f; I'est.

Définition 2 : Dérivées partielles

Soit f:% — R, a=(ay,...,an) €%, j€[1,n]. On ap-
pelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,

la dérivée de la je application partielle de f en a. On Propriété 2 : Structure d’algébre
0 L .
note 9; f(a) = a—f(d) le nombre dérivé en ce point. Pour fout me N, €' (%, R™) est un R-espace vec-

Xj

. 1 . S
On appelle je dérivée partielle la fonction définie R e [ ) e L lheeligione)

sur % par a— i(a).
dxj
Théoreme 1:DL;

Soit f: % — R de classe €' et a € %. Pour tout

Définition 3 : Vecteur gradient heR™ felque a+heu,
Soit f:% — R admettant des dérivées partielles en fla+h) = fla)+h ﬂ(a) dhoood: hnﬂ((l) + o (lh
ae 2. On appelle gradient de f en a le vecteur 0x1 0xn h—0
. =f@+|\Vf@lh|+ o (lhl).
Vf(a):gradf(a)z(ﬂm),...,ﬂm))ew. (vs@ln)+,2,
0x1 0xp

en utilisant le produit scalaire canonique sur R".
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Corollaire 1: ¢! = continue

Une fonction de classe €' est continue.

\
v
’
‘

Propriété 3 : Regle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de R" et R™
et ae . Soient

U — 7

(xlvnwxn) — (fl(x1v~-~vxn)vnnfm(xlruwxn))

4 — R

(J’ly-u,J’m) — g(}’l;;}’m)

deux fonctions de classe €. Alors go f=go(fi,..., fm)
est de classe €' et pour j e [1,n],

a(gof) e fk
& (a )—k;a (flan 7=

Cas particulier 1: important — dérivée le long d’un
arc

Siy:R—R3 et f:R® — R sont de classe €', en
nofant, pour te R, y(r) = (x(1), y(1), z(1)).

(fop)(n=x'(0) f()/(t))+y(t) f(Y(t))+Z (1) f(}’(t))

Corollaire 2 : Regle de la chaine vectorielle

%
‘

Soient .,V deux ouverts respectifs de R" et R™ et
ac%. Soient f:9 —V et g: ¥V — RP deux fonctions de
classe €. Alors go f est de classe ¢! et pour j e [1,n]
etle1,p].

0(grof)
6xj

0(ge fy
(a) = ( (a ))
dx] k; 0y fla

(a) = f k

En particulier,

Jgof (@ =Jg(f(@)](a).

n Fonctions de classe ¢*

Définition 7 : Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit % ouvert de R", f:a — R™. On appelle déri-

p . . .0 N
vée partielle d’ordre ke IN*, une dérivée a—q) ou ¢ est

s
J

une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées

partielles d’ordre k sont de la forme

s 2 (02 )
Ox;, \0xj,_, 6x,2 0x;,
el 2 =0, iy f OUir,...,ix € [L,n]
0x;, -+ 0x; T ke Lol ny.

k 1
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Définition 8 : Classe ¢*

Soit ke IN*, 2 ouvert de R", f: % — R™. On dit
que f est de classe ¢* si foutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont confinues.

On dit que f est de classe ¢ si elle est de classe
%k pour tout ke IN.

Propriété 4 : Caractérisation par les applications co-
ordonnées

On note f=(f1,...,fm), ke Nu{+oo}. Alors f est de
classe €* si et seulement si chacune des f; Iest.

Théoreme 2 : de Schwarz

Soit % ouvert de R, f:« — R™ de classe €2.
Alors, pour tout i, j € [1,n] tel que i # j,
’f o’f

6x,-6xj B axjax,- ’

Propriété 5 : Opérations sur les fonctions de classe

¢k

Soit ke INU {+o0}.

() Toute combinaison linéaire, toute composée,
tout produit, tout quotient de fonctions de classe
¢* I'est encore.

@ Si M : R™ x ... x R" — R™ est p-linéaire,
A% — RM,...fp,: % — R"™ de classe €*
alors M(fi, ..., fp) est de classe €*.

(iiiy Toute fonction polynomiale & n variables est de
classe €°° sur R".

(iv) Toute fonction ratfionnelle (quotient de fonctions
polynomiales) est de classe €°° sur son domaine
de définition.

H Matrice hessienne et DL,

Définition 9 : Matrice hessienne

Soit f:%% — R ou % est un ouvert de R”. On ap-
pelle, lorsqu’elle existe, matrice hessienne de [ en
x €2 la matrice

?f
Hf(x) - (a"’f)éi,jén - (axiaxj x

)) € MnR).
1<i,j<n
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Définition 11 : Point critique

J. Larochette

Théoréme 3 : DL, : formule de Taylor-Young & I'ordre

2

Soit @ est un ouvert de R", f:% — R de classe
%62, ac U et he R" tel que a+ h reste dans % lorsque
h—0.

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en
ae.
of

Lorsque Vf(a) =0, c'est-a-dire Vi € [1,n], a(a) =0,
i

En confondant R" et .y, 1 (R), et en utilisant le pro- on dif que a est un point critique de 1.

auit scalaire canonique sur R, on a

fla+h = fla)+ (Vf(a)‘h) + %(Hf(a)h’h) + h30(||h”2)

Propriété 6 : Condition nécessaire d’extremum local

1
_ T _pT 2
fla+h) =fla)+Vf(a) h+2h Hf(a)h+h20(||h|| ]

m APPLICATIONS
H3 [ présente un extremum local en a.

Il Equations aux dérivées partielles Alors
C1 a est un point critique de f.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple
est appelé point selle ou point col.

alordre 1

On suppose que
H1 % ouvert (fres important!) de R".

H2 ae % tel que f:% — R admettant des dérivees
partielles en a.

T\

Méthode 1

m Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles on
se ramene systématiquement :

of o= of v = O

Fp (x,»)=0 ox (x,y) =gx) ox (x, =81

sz( )=0 azf( )=0

ox2 VT oxay VT Propriété 7 : Condition nécessaire de minimum local

a l'ordre 2

m Dans la pratique, on s’y raméene via un changement
de variables (u,v) = ¢(x,y), en écrivant f(x,y) = g(u,v)
et en remplagant soit (x,y) en fonction de (u,v), soit
(u,v) en fonction de (x, y).

m La changement de variable doit étre bijectif, entre
deux ouverts et suffisarnment régulier (classe €' ou
%2 suivant I'ordre de I'équation.)

m S’iln‘est pas donné, il doit étre affine ou polaire. alors

m Appliquer la regle de la chaine (ou ufiliser des ma-
frices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en
fonction de celle de g ou I'inverse, et simplifier I'EDP.

On suppose que
H1 % ouvert (trés important!) de R"
H2 acu et fe€*%,R).
H3 f présente un minimum local en a

C1 a est un point critique de f.
C2 Hy(a) e F5 (R).

Si c’est un maximum local en a, alors
~Hp(a) € & (R) (le Hy(a) est symétrique «néga-
tive », ses valeurs propres sont toufes dans R™).

Propriété 8 : Condition suffisante d’extremum local a
I'ordre 2

On suppose que
H1 % ouvert (trés important!) de R".
H2 acu et fe €%, R).
H3 a est un point critique de f.
H4 Hp(a) e 7" (R)
(respectivement —Hg(a) € £ (R))

E Optimisation : recherche d’exiremums

Ici, toutes les fonctions sont & valeurs dans R.
On notera plutét n la dimension au départ : 2 désigne un
ouvert de R".

n Extremums libres

Définition 10 : Extremum

Soit A une partie de R", ae A, f: A—R.

(i) Onditque f présente en a un maximum (respecti-
vement minimum) local s’il existe ¥ voisinage de
a dans A tel que pour fout x e 7, f(x) < f(a) (res-
pectivement f(x) > f(a)).
Il est strict lorsque, Vx e ¥ \{a}, , f(x) < f(a) (respec-
tivement f(x) > f(a)).

(i) On dit que f présente un maximum (respective-
ment minimum) global si cetfte inégalité est en
fait valable pour tout x € A.

alors

Cl1 f afteint un minimum (respectivement maxi-
mum) local strict en a.
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Corollaire 3 : Discussion sur le spectre

Sia ouvert, f € €%, R) et acu point critique de

R ?f *f 2f o
oUr= ﬁ(a), s = axay(“) = ayax(a) (théoréme de Schwarz),
?f
I:W(u).
On suppose que a est un point critique. On a

det(Hf(a)) = rr—s2 (égal produit de ses deux valeurs propres

f.

m SiSp (H f(a)) c R}, f atteint en a un minimum local.

m S Sp(Hf(a)) cR*, f afteint en a un maximum lo-

m S H r(a) possede des valeurs propres non nulles

cal.

de signes opposés, a est un point selle.

Si n=2 (fonction de 2 variables), on note

He@ r N
a) =
4 s 1

réelles) et tr (Hf(a)) =r+t (égal & leur somme).

1. Si rt—s%>0, les deux valeurs propres de Hp(a) ont méme
signe et sont non nulles : f présente en a un extremum local

strict.

(9) Sir+t>0alors Hy(a) e #7*(R) ef f présente un mini-

mum local strict en a.

(b) Sir+t<oalors —Hy(a) e S " (R) et f présente un maxi-

mum local strict en a.

. Sirr—s? <0, les deux valeurs propres de Hy(a) ont des signes

opposés et sont non nulles.

Dans ce cas, f présente en a un point col : dans les direc-
tions propres, on a respectivement un minimum et un maxi-

mum local.

. Sirt—s?=0,0n ne peut rien conclure en général.

Méthode 2 : Recherche d’extremum

(i) Soit f:« — R admettant des dérivées partielles sur

(i)

(iii)

% . Pour déterminer des extremums locaux de f on
cherche ses points critiques.

Si f est de classe 42, on peut s’intéresser & la Hes-
sienne aux points critiques qui permet de conclure
lorsqu’elle est inversible (voir la remarque précédente
pour n=2.)

Sinon, pour un point critique a, on étudie f(a+h)- f(a)
pour h proche de 0. Comme a est un point critique,
les termes obtenus dans la différence sont au moins
d’ordre 2.

Si 2 n’est pas un ouvert, on le décompose en son in-
térieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « &
la main », en général a I'aide d'un paramétrage du
bord.

Si f: K — R ou K est un compact, on est assuré
de I'existence d’un minimum et d’un maximum glo-
baux. On les cherche comme dans la méthode pré-
cédente.
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n Extremums liés

Théoréeme 4 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,g € €Y, R) ol % est un ouvert de R", et
X={xeu%, gx)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et si
Vg(a) #0Rrn, alors Vf(a) est colinéaire & Vg(a).
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