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Limite, continuité, compacité et connexité par arcs

Onsedonne (E,lI-lg). (El-Ir). (G, I-1g) des K-espaces vectorielsnormés, avec K = R,
ou C, dg. dg, dg les distances associées a la norme pour chaque espace.
On fixe A et B des parties non vides de E et F respectivement.

Propriété 1: Convergente = localement bornée

Si f admet b comme limite en a, alors f est bornée au voisinage de a.

n Pume © punhe £2d On o weabing de a g Loyl
LIMITE Ng(w) - N\ S dome bornbe anvidea []

Propriété 2 : Caractérisation séquentielle

n Limite en un point f® —b si et seulement si pour tout suite (a,) € AN telle que a,, — a,
Soit fe FA, acA, beF. flan) = b.

Définition 1 : Limite en un point

Ondit que f(x) — blorsque pour tout € > 0, il existe n > 0 telque Vx € A,
X—a

) ) Propriété 3 : Unicité de la limite
“ P& _(&.lkE < .-1,( — l\‘%('b\,ﬁd— (,‘“ “F < p
a . _ Sifﬁbeffmb’,olorsb:b’.
w CLE ("h 7\) S""[ = d¥_ (‘é-hﬁ , L) = < _ ) .
oniles @ bormy, S % a J()l f _ I . . A

Remarque 4 e gf0n) = b U ol di (o Dt i
R1 - Définitions équivalentes : é"// t "éh“] —) ém Sunlz, J

Ve>0, 3n>0, Vxe A, xeBgpan — f() € Bpb,e) Propriété 4 : Limite par majoration de la différence

VV vois. de b, IW vois. de a, f(ANW)cV Si g e R” felle que g(x) — 0 et si, au voisinage de a, | f(x)-b| < g(x)
vV vois. de b, AW’ vois. de a dans A, f(W)cV alors f(x) — b
[ f(x)-b|.— OR . . _
s h)u” ‘L S lage, ape I - b1 900) w0 e fa)~— L
h—0g ‘

do (W > (- L

R2 - Cette définition dépend des normes. Mais en changeant une norme en AR
une norme équivalente on ne change pas la définition. Proprieté 5 : Limites de normes

Si fo) —b. | )] — Ibllg.
X—a Xx—a

PO et —uet | oo G o
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E Cas ou F est de dimension finie

Propriété 6 : Limite coordonnée a coordonnée

‘
Ay
Ay
’
Ay

Si F est de dimension finie n, & = (ey,...,e;) une base de F, f € FA4,

n
b= Z brer€F.
k=1

On note f e KA tel que pour tout x€ A, f(x) = Z fr(®e.

Alors f ) —=b si et seulement si pour tout k € [[1 n], Je@) — by

Fonction & valeurs dans un espace produit

Propriété 7

Ay
‘

Si (Fi1,N1),...,(Fp,Np) sont des IK-espaces vectoriels normées, on munit
Fy x---x F, de la norme produit N.

Si feF xxE)4 ae A Pourice[lp], on pose f; € F# fel que
f:x'_)(fl(x))---,fp(x))-
SO/fb=(b1,...,bp)€F1x---pr.

Alors f —b si et seulement si pour fout i € [1, p], fi(x) —bi.

ﬂ Opérations algébriques

La caractérisation séquentielle permet de prouver facilement les propriétés sur les
opérations algébriques sur les limites.

‘
v
\

Propriété 8 : Opérations sur les limites

Soient f,g € FA, h € KA felles que f(x) —— beF g — b € F,
h(x) - e K.

(N SirekK, olorsf+/1gmb+7tb’.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

(i hx)- f(x) — a-b.

1 1
(iiiy Si @ #0 et h ne s‘annule pas sur A, alors — —— —
h(x) *—a a

Propriété 9 : Compositions de limites

Si fe FA, telle que f(A)c B, ge GB, ae A, be B, ce G tels que f@) —b,
g ﬁ c alors go f(x) —c

Exemple

3 3

X" +y
El- f:(x,))— ——= €n (0,0).
URIER)) 1 )2 0,0)

E2— f:(x,y)— ﬁ en (0,0).

E Extension & l’infini

Définition 2 : Limite pour | x| — +co

Si Anon bornée, fe F4, beF.
N -7 C’
On dif que fny ———blorsque 1 60 ~ 4l oy o

w [/ €>0 ) OMeR, Vreh, [l 2 M = |14 { ) - ﬁ--ijl,__ (¢

Définition 3 : Limite vectorielle en +co

SiAcR, feF4, beF.
@) Si An’est pas majorée, on dit que f(x) »

e, Im

b lorsque
—+00

R paed, O s
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(i) Si A n"est pas minorée, on dit que f(x) -
c’est-0-dire

Vése IMeit Vyeh

— b lorsque f(-x) — b

ﬂéﬂg“&ﬂ{m?ﬁ,

Définition 4 : Limite infinie en un vecteur

Soit fe R4 et a€ A.
@) On dit que f(x) —— +oo lorsque

\ l¢ [2 J >£7T7u,% [t a“ N \){

(i) On dit que f(x) —— —00 Iorsque —f(x) —>'}-oo c’est-a-dire

/ ‘leﬁz/)v/‘)f [Faeh (-l ‘7“‘9{(%) 'l

c,_._p'\

Remarque
R3 — Reste les définitions vues en premiere année de f(x) —— 00 lorsque
X—*00
E=F=R:
m Pour A majorée
* fi(x) F—— +00
VMeR, AM eR, VxeA, x>M = f(x) > M.
* f(x) - —00 Ssi —f(x) P +o00, Ie

VMeR, AM eR, VxeA, x>M = f(x) <M.

m Pour A minorée

* f(x) - +00, ie

— oo ssi f(=x)

X—+00

VMeR, IM' eR, VxeA, x<M = f(x) =M.

+00, , i€

* Pour Aminorée : f(x) o o0 S8 —f (=) -

—+00

YMeR, IMeR, YxeA x<M = fx) <M.

VERSION DU 31 JANVIER 2025

R4 — On définit de méme f(x) ————— +
lxll p—+o0

R5 — La caractérisation séquentielle de la limite est encore valable pour I'infini,
avec une démonstration similaire.

R6 — On peut unifier toutes ces définitions en infroduisant une notion de voisi-
nage de l'infini dans R : un voisinage de +oo est une partie Vv telle qu’il
existe M e R tel que 1M, +oolc V, un voisinage de —oo est une partie V telle
qu’il existe M e R tel que | —oo, M[c V.
Alors toutes les définitions de f(x) —

- ¢ s'écrivent

vV V voisinage de b, 3W voisinage de a, f(AnW)cV

m RELATIONS DE COMPARAISON

Définition 5 : Relations de comparaison

Soit f,g € FA ol A partie de E, ¢ € R4, ae€ A. Si A est une partie non
minorée ou non majorée de R, a peut aussi étre +co.

m f est dominée par ¢ au voisinage de a, et on note f = O(p) ou
f& = O (px)) lorsqu’il existe un réel M et un voisinage V de a fel

Ve Ant gl < My [P0

g 0
Cela revient a dire que || f0)| » ig(|<p(x)|). (’é ) ”’UiF ok | (f/ \L‘ﬂ‘d
[
Lorsque ¢ ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement

o 1 IF @]

en a), cela revient a dire que x— —— f(x) Ou encore x— ———— esf
P(x) lp(x)]

bornée au voisinage de a.
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m [ est négligeable devant ¢ au voisinage de a, et on note f =0 (¢) ou Propriété 11 : Caractérisations séquentielles

f(x) xfao((p(x)) lorsque pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel f est continue en a si et seulement si
que

; wn€ AN tell —a flay) —
e AN [lgpal € EID] | e

si et seulement si

V(an), € AN telle que a, — a, (f(ay)) converge.
Cela revient a dire que || f(0) |z =o(|ex)]).

Lorsque ¢ ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement Propriété 12 : Opérations
. " (x) . , , ,
en a), cela revient & dire que ”|f ( )”|F ——0. m Si f est continue, x— | f(x)|| I"est aussi.
. =
i = Toute combinaison linéaire, foute composée de fonctions continues
= On dit que f est équivalente & g au voisinage de a et on note [ ~ g est confinue.
lorsque f(x) - g(x) est négligeable devant ”f(x) ”F ou devant Hg(x) ”F m Sif:A—F et h: A— K sont continues, h- f I’est aussi. Si h ne s’annule
(cela revient au méme) au voisinage de a : oas, %.f I’est aussi.
' Remarque
D) . _ 1) ) (ol )”r)
( 71) J ( )L) C ( “ { G“ 0 J R7 — ¥(A F) est un K-espace vectoriel, € (A, KK) est une K-algebre.
9 N9~
Exemple
» _ o, Y : ;
m CONTINUITE E3—- f:(x,) 2152 Sl (x,y) #(0,0) , 0 sinoN.
2
E4— f:(x, )~ Y i (x,y) #(0,0) , 0 sinon.
|xl+ y?

Il En un point, sur une partie
Soient f:AcE—FetacA.

Bl continits ot topologie

s cont!nue ena Iqrsque f odmeT.une limite l(finie) en a. ) Propriété 13 : Image réciproque d’un ouvert ou d’un fermé par une appli-
f est continue sur A si et seulement si f est continue en tout point de A.

cation continue

L'image réciproque d’un ouvert (respectivement fermé) par une ap-
plication continue est un ouvert (respectivement un fermé) relaftif de I’'en-
semble de départ.

oY
‘

Propriété 10

Si f est confinue en a, la limite de f en a vaut f(a).
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Remarque Propriété 15 : Uniformément continue = continue

_ c (1) (gey = (£D )€ ) ) j , ,
R8 — Rappel : /1 (B°) (f (B)) : Une fonction uniformément continue sur A est continue sur A.

Réciproque fausse.
Exemple

E5— A={(x,y) e R?, x* <y < x} est un fermé de R?.

Propriété 16 : Opérations sur les applications uniformément continues

Remarque
R9— Si f: A— R est continue, ae R, {xe A, f(x)>a} ef {xe A, f(x) < a} sont des Une combinaison linéaire, une composée de fonctions uniformément
ouverts de A, {xe€ A, f(x) > a}, ixe A, f(x) < a} et {xe A f(x)=a} sont des continue I'est encore.
fermés de A.
R10— Ce n’est plus vrai pour les images directes. Exemples : sin(]0,47[) et Arctan(IR). Remarque

Exercice 1:CCINP 1 R12 - A Faux pour un produit ou un quotient.

Propriété 14 : Applications continues coincidant sur une partie dense Exemple
E6— x— |x| est uniformément continue sur R mais pas x — x2.

Des applications confinues coincidant sur des parties denses sont

égales.

Exercice 2: CCINP 35 ﬂ Fonctions lipschitziennes

Uniforme confinuité
f:Ac E— F est dite k-lipschitzienne sur A (oU ke RY) si
T i L L) ) - < L (-1 -

Soit f: Ac E—TF. On dit que f est uniformément continue sur A si tﬁt” ¢ 4} H 'é( ) %() )’(r - !h "/é
VE>o 3 M >0, Van €A Inwl &y = g (1«
Remarque

Toute fonction lipschitzienne sur A y est uniformément confinue.
R11 - A ne pas confondre avec f continue sur A : La réciproque est fausse.
VaeA, Ye>0, d3n>0, VxeA,

lx—alg<n=|fx) - f@|p<e.

Exemple
Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n'importe ou A 0 .\ /4y
dans I, alors f(x) et f(y) sont proches également. 2y 'jx”’ a1 ‘élf‘ sdit [ehsn \f et
L — - e :
o o] < el (7 77)

Le A{'/ 5063)

LIMITE, CONTINUITE, COMPACITE ET CONNEXITE PAR ARCS - PAGE 5 SUR 15



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE Eﬂ
I I ki
[}

Remarque
R14 — Ce qui importe vraiment en pratique, c’est (i) < (iii).

Propriété 18 : Lispschziannité de la distance a une partie

E —
est I-lipschifzienne donc uniformément continue sur

x — dx A
E (Nofofion 1 |

C’est en particulier le cas de x— d(x,a) ol a€ E avec A= {a}. On note Z.(E, F) = £(E, F)n€(E, F) |'ensemble des applications linéaires

({ (/G,La,]w;% }O'Ux(,t{.c?u“f- continues sur E.
)

Exemple
E8 — On refrouve que les boules ouverte/fermée le sont, et que les sphéres sont Remarque
fermées. R15 — Z.(E,F) est un sous-espace vectoriel de Z(E,F).
Exemple

b
E9 - tp:fE(%”([a,b],C),Noo)Hf f(dee (C,|]) est continue.
a

Elle est aussi continue si on munit €([a, b], C) de la norme N; de la conver-
gence en moyenne.

E10— fe((0,1],0),N1) — £(0) € (C, ) est non continue .

E Applications linéaires

Remarque

R13 — Pour une application linéaire, on peut toujours déplacer un probléme en
un point donné en un probléme en 0g, et la confinuité revient & une lip-
schitziannité, et donc une uniformité continue.

',
™

Méthode 1 : Etudier la continuité d’une application linéaire

m Pour montrer qu’une application linéaire est continue, on cherche une
. L . ] i .. . constante C felle que pour tout x € E, [u(x) g < Clxllg... Sauf si on est en
Propriété 19 : Continuité des applications linéaires dimension finie au départ : dans ce cas, ¢’est automatique.

Pour montrer qu’une application linéaire n’est pas contfinue, on cherche

, a nier la caractérisation séquentielle de la continuité en 0 en tfrouvant une
() u est continue sur E. suite (xn)n € EN telle que x, — 0 (ie llxnlz — 0) et pourtant u(x,) 4 0f (i

(i u est continue en 0. lu(x)lg #~ Op) . OU e”ncforg—:]l, comme pour nier une domination de normes,
ulxXp)llF

) If vl A € R+ y Gl une suite telle que (W)n n’est pas bornée.

Soit ue £ (E,F). Les cing propositions suivantes sont équivalentes : u

Vae €, [lubol

Remarque

|
R16 — La continuité dépend des normes au départ et & I’arrivée, mais ne change
! pas en prenant des normes équivalentes.

Chr

V) u est lipschitzienne sur E R17 - La dominatfion de norme est équivalente & la confinuité de |'endomor-
( u P ' phisme idg pour ces normes.

(V) u est uniformément continue sur E.
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Exercice 3 : CCINP 36

ﬂ Applications multilinéaires

Propriété 20 : Continuité des applications multilinéaires

Si Ey,...,Ep, F sont des K-espaces vectoriels normeés et f: Ey x...x E, — F
est multilinéaire, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

() f estcontinue

(i 1€ ernte e T Ll S

V6, )€ Br
\lvj()(w,_,,_,...,xijF < b Il—xll\&x_,.. < N xpllg,

Corollaire 1 : Continuité d’un produit scalaire

i

Seit (&, (1Y) pubulbatn il
('Wzﬁ)ég —— (ay ) Coliwne

m DIMENSION FINIE

|'.| Coordonnées

Propriété 21 : Continuité coordonnée & coordonnée

On suppose F de dimension finie n> 1.
Soit A une partie non vide de E, f € FA , B = (ey,...,ey) Une base de F.

Onpose f=Y frex.

k=1
Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout k € [1,n], fi est
continue sur A.

VERSION DU 31 JANVIER 2025

E Applications linéaires

Théoréme 1 : Continuité des applications linéaires en dimension finie

Si E est de dimension finie, alors foute application linéaire de E vers F
est continue sur E.
Aufrement dit, £.(E,F) = 4 (E,F).

Remarque

R18 — Une domination de norme étant une continuité d’application linéaire (idg).
on a réciproguement que la continuité de tout endomorphisme sur E im-
plique I'équivalence de toute norme de E.

Exercice 4 : Montrer que si P e 4.2, (K), Ae .4, (K) — PAP~! est continue.

Exercice 5 : Montrer que I'ensemble des matrices de trace nulle est un fermé de
M (K).

Image réciproque par la forme linéaire sur un espace de dimension finie donc
continue frace du fermé {0} de K.

Exercice 6 : Montrer que I'ensemble des matrices symétriques est un fermé de
A5 (K).

Image réciproque par I’application linéaire sur un espace de dimension finie
donc continue M — MT — M du fermé {0,}.

Applications polynomiales

Définition 9 : Applications polynomiales

Soit f: E— I, ou E est de dimension finie, 8 = (ey,...,ep) Une base de E.
Pour x € E, on note xy,...,x, ses coordonnées dans 2.
f est dite monomiale s'il exis’re(kl,..., k,)e IN? tels que
S ny
+ N N, >‘}'{Z x-'kﬂf)‘f
f est dite polynomiale si elle est combinaison linéaire de fonctions mo-
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‘ nomiales.

Remarque

R19 — En changeant de base, les anciennes coordonnées sont transformées en
combinaisons linéaires de nouvelles coordonnées. Ainsi, le caractére poly-
nomial d’une fonction ne dépend pas de la base.

Propriété 22 : polynomiale en dimension finie = continue

Toute fonction polynomiale sur E de dimension finie est continue.

Exercice 7 : Montrer que det est continue sur ./, (K).
Exercice 8 : M — Com(M) est continue sur .« (K).

Exercice 9: 9%, (K) est ouvert.

ﬂ Applications multilinéaires

Propriété 23 : Continuité des applications bilinéaires en dimension finie

Si (B, g). (Ellr sont des K-espaces vectoriels de dimension finie,
(G, II-lg) K-espace vectoriel, alors toute application bilinéaire de E x F dans
G est confinue.

Propriété 24 : Généralisation

Plus généralement, foute application multilinéaire définie sur un produit
d’espaces de dimension finie est continue.

Exemple

E11— Si 2 base de E de dimension finie, detg est une forme n-linéaire de E donc
est continue.

E.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i
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m NORMES D’OPERATEURS

Il Cas des applications linéaires

Définition 10 : Norme subordonnée

On considere deux K-espaces vectoriels normés (L, |-Ig) et (Ell-lg). Si
ue £.(E,F), on pose

H | w l\{ -

IR7AED) “F

Sup —
- E )l

¥4 O = t
Remarque

R20 — |[lu|| estle plus petit k tel que pour tout x e E,

lu)llp<klxlg.

On vérifie qu’il suffit de prendre la borne supérieure au choix soit sur la sphére unité,
soit sur la boule unité fermée.

Propriété 25 : Définition équivalente

Siue £.(E,F),
lzll = sup lu(x)lp= sup lu(x)|g
lxllg=1 x€S(0g,1)

= sup ux)llp= sup [uX)lF.
Ixlp<1 x€B(0g,1)

Propriété 26 : C’est une norme

Il -l est une norme sur £.(E,F) appelée norme subordonnée A |-|; et
I-17. On parle aussi de norme d’opérateur.
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Propriété 27 : Norme subordonnée d’une composée

On considére trois K-espaces vectoriels normés (E,|-llg). El-lp) et

(G, I'llg)- Si ue £.(E,F) et ve £:.(FG) et l-llgr désigne la norme subordon-
née sur 4.(E,F) par exemple, alors

o ew il < vl = i,

1

Corollaire 2 : Cas des endomorphismes
Ici, E=F. Si ue ¥.(E), on définit

lu(x)llg
llzell = sup = sup llu(x)lg= sup lu@)lEg.
x#0p IxXlE  jxig=1 IxllE<1

Alors || - |l est une norme sur £.(E) qui vérifie ||lidg |l =1 et
Vu,ve Le(E), llvoull <Null-lvi.

On dit que || - I est une norme d’algébre unitaire.

Propriété 28 : Puissance et norme subordonnée

Pour tout ue £.(E) ef ke N,
[l *]) < meen®.

S [ R i -’«é.ﬁ o)
@ Méthode 2 : Calcul d’une norme subordonnée

Pour calculer la norme subordonnée d’un opérateur (ie d'une application
linéaire), on écrit des majorations

VXEE, u@lp<-=- <= <klxlg

en effectuant des majorations les plus fines possibles et en distinguant clairement
les majorations et les égalités, afin de pouvoir tfraiter plus facilement les cas d’éga-
lité.

Soit on trouve au moins un cas d’égalité, c’est-a-dire un x € E tel que
lux) g = kllxllg. alors k = |lull (et le sup est en fait un max). On verra qu’en di-
mension finie, on peut toujours en trouver.

S'iln’y a pas de cas d’égalité, on peut chercher une suite (x) pepy € (E\0gHN

VERSION DU 31 JANVIER 2025

u(xn) . . p
% — k et alors k= Jlull (car le sup est le seul majorant limite d’une
XnllE

suite de I'ensemble).
On peut aussi, pour tout € >0, chercher x # 0 tel que lu(x) g > (k—é) llxell g.

telle que

Exercice 10: CCINP 38

E Traduction matricielle

Propriété 29 : Norme subordonnée matricielle

Soit ||-I une norme quelconque sur 4, (K).
On définit, pour A€ 4, (K),

IAXIl
WAl = sup ———==

sup AX]| = sup [ AX]
sty A o 2

IXN=1 1XI<1

appelée norme subordonnée A ||-|.
Il s’agit d’'une norme d’algébre unitfaire sur #,(K), donc vérifiant
.l =1et
VA, Bey(K), IABII<NAINNBI
ce qui implique

VAedy @), VEEN, [la¥] <nan®.

m COMPACITE

Il Suites extraites

Soit u e EN. On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite v € EN
felle qu’il existe ¢ : IN — IN strictement croissante felle que Vne N, v, = ug@.
@ est appelée extractrice.
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Lemme 1

Si ¢ est une extractrice, alors

VnelN, ¢(n) > n.

(Pan L ownnce - )

Propriété 30 : Limite d’'une suite extraite convergente

Si u— ¢, foute suite extraite de u converge vers ¢.
pne f Il —>0 loac Yeglny = ((w @t < LI —>e

Définition 12 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € EN toute limite (dans E) de suite
extraite de u.

Propriété 31 : Cas des suites convergentes

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence. Réciproque

fausse. ($a Limi b))

Corollaire 3 : Contraposée

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.

Propriété 32 : Condition suffisante de convergence

Si (uzp) et (upp+1) Cconvergent vers une méme limite, alors u converge
vers cette limite.

Ay = ]["\.ln - { il Moy 9ot x!aﬂf] —2° gl Ny —3 0 ftf‘/li ’My‘ —) 6 [/j
Exercice 11
Soit ue EN, ¢ e E.
1. Montrer qu’il y a équivalence entre
- adhs 7 ¢)
(i) ¢ est valeur d’adhérence de u. (3 [ AUl) —

(ii) Pourtout ¢ >0, {neIN,u, € B(¢,¢)} est infini.
(iii) Pour tout ¢ >0, pour tout pe IN, {n > p,u, € B(¢,e)} n’est pas vide.
W lun-L|I€E

E.
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2. Application classique : en déduire que I'ensemble des valeurs d’adhé-
rence de u est fermé.

E Parties compactes
n Définition

Définition 13 : de Bolzano-WeierstrB

Une partfie K de E est dite compacte (ou est un compact) lorsque

J— - IV ~ _ _
ft arle SLLL(L c;l EC& Mé?\.-'r'Jb &’u I
] ) flﬂ'\q K o A &
; ) [ : . A+ g i B
\. éL(C/LL,—‘. {'F[, /ﬂ,’\‘_’j %w MV\ C,Q,\g_/U«I Ou /{-6'{/1({/ (thL&_, Cj 6(/_,
6{( Kf on I&m f LxTh il bne g te Convi- {]ﬁ\,h Aans K
Remarque )
R21 - @ est compacte. (OO"l A On )
R22 — Par théoreme de Bolzano-WeierstraB, tout segment de R est compact.

cdmet e

n Un compact est fermé borné

Propriété 33 : compact = fermé et borné

Toute partie compacte est _ . | >
/év mée A oorae

Remarque

R23 — La réciproque est fausse en général, mais on va voir qu’elle est vraie en
dimension finie.

R24 — Tout compact de R est inclus dans un segment.
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Exemple : Contre-exemple de partie fermée bornée non compacte
E12 - Dans K[X] munide lanorme [Pl = sup | px| (Qvec des notations évidentes),
kelN

Fonctions continues sur des compacts

Montrer que S(0,1) est une partie fermée bornée non compacte en utilisant
(X™),,eny- (Voir aussi CCINP 13)

Propriété 36 : Image continue d’un compact

Exercice 12: CCINP 13 Si f: K — F avec K partie compacte de E et f continue, alors

Partie fermée d’'un compact % (Kﬁ COnn 'Dﬁ(/% N (::

Propriété 34 : Partie fermée d’'un compact Remarque

, , , 29 — Li ti ! t est te, et ticulier fer-
Soit K une partie compacte de E et A une partie de K. R m?ec gf b%?gé're]ue €U GRMPEE] €5 GRMPEE)®, & elene n [perieulsr e

g\- Q( 4t - W\.ﬁla Aéd < ﬁ‘ A Com ﬂ)&(/to _ R30— A ng pas cqnfondre avecla propriéfé qui dit que I'ilnage réciproque d’'une
' partie relativement ouverte ou fermée de F |I'est encore dans E.

Remarque
R25 — La réciproque est vraie! Ainsi les parties de K fermées sont exactement les

parties de K compactes. Corollaire 4 : théoréme des bornes atteintes

R26 — Parle-t-on de fermé de E ou de fermés relatifs de K ? En fait, c’est la méme

chose car le compact K est fermé. Il n"y a donc pas d’ambiguité. —rbh/t{, . v]_(/CM/;Vl OO” t’l,l My Sus Um com Pa/&'

R27 — En dimension finie, ce ne sera pas frés intéressant car on va montrer que

/ f .
les compacts en général sont exactement les fermés bornés. d Vﬂfbﬂ; 'l,(:ﬁ%j Wb 4’)0("1(;(, et Wﬁ S oo Z’)ﬁ (N

ﬂ Produit de compacts
Remarque

Propriété 35 : Produit de compacts R31 - Tréééés utile! Et avec un petit goUt de déja-vu...

. . , P R32 - Ce théoréme permet de montrer qu’en dimension finie, la norme subor-

SipeIN*, ((Ev, -1, ..., (Ep, I ) sont des K-espaces vectoriels normés et données de u (resp. A) est nécessairement atteinte sur S(0,1). /
pour i€ [1,p], K; compact de E;, alors K = K; x --- x K, est un compact de _ P : LLovne
E=E x...x E, muni de la norme produit. I ulll = Suf Iy pure I (7 o o Cowpact g({,‘-‘l"‘) [@“ﬂ oty )

\3ng1 1) &m l‘,é

Théoréme 2 : de Heine
Remarque J— ) _ _
R28 — La démonstration est intéressante, mais dans la pratique, en cas d’extrac- l on tf_/ ég ”&%‘O n Con [} iy S (/l/,\ C’O"W?ﬁot

fions multiples, il est I€égitime de se poser la question : peut-on faire appa-

raftre un produit de compact? %t /U%lgﬂr:méﬂ’\fm (0 W C{ (/OV"V?\JL% .‘
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n Cas de la dimension finie e

. .Wh.o"/
g . Yt

On a déja vu que les segments de R étaient des compacts de R.
Le théoréeme de Bolzano Weiersfy permet de démontrer le résultat suivant, géné-
ralisé un peu plus loin.

Théoreme 3 : de Bolzano-Weierstral

De Toufeysuife bornée d’éléments du corps K =R ou C, on peut extraire
une suite convergente.

Corollaire 5: Compacts de R ou C

Les compacts du corps K = R ou C sont exactement les parties fermées
et bornées de K.

Remarque

P R33 — Les segments de R sont alors exactement les intervalles compacts de R.

&f“,.‘“m, =€v~w, Mais il existe bien d’autre compacts qui ne sont pas des intervalles.

'%V"M?;f;'m’ Par exemple, un ensemble fini est toujours compact (pourquoi? — et c’est

Clet %“’ E’“W% valable dans n‘importe quel espace vectoriel normé).

Ao W"“f"wp Cependant, tout compact de R étant fermé et borné, il est inclus dans
[infK,supK] = [minK,maxK] (le caractére fermé assurant le fait que les
bornes soient atteintes).

Ainsi, les propriétés vraies « sur tout segment de R » sont aussi les propriétés
vraies « sur fout compact de R. »

ﬂ Equivalence des normes

Théoréme 4 : Equivalence des normes en dimension finie

Dans un espace vectoriel de dimension finie, foutes les normes sont
équivalentes.

(WTARY

=

(]
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I w5 hg\:}

Ep N

fi]

B

Lemme 2

Les compacts de K" muni de |||l sont exactement les parties fermées
et bornées de (K", llleo)-

Remarque
R34 — On généralise & tout espace vectoriel normé de dimension finie ci-aprés.

Compacts en dimension finie

Théoréme 5 : Compacts en dimension finie

Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont
exactement ses parties fermées et bornées.

Corollaire 6 : Traduction en terme de valeur d’adhérence

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toute suite bornée
admet au moins une valeur d’adhérence.

Corollaire 7 : Théoréme de Bolzano-Weierstraf

De foute suite bornée d’un espace vectoriel normé de dimension finie,
on peut extraire une suite convergente.

Corollaire 8 : important!

Un sous-espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé est
fermé.

Exercice 13: classique : Tout sous-espace strict d’'un espace vectoriel normé est
d’intérieur vide.
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Remarque
R35— Siue %.(E F), on avuqgue lanorme subordonnée s'écrivait :

llull= sup lu@lF.
x€S(0g,1)

Si E est de dimension finie, comme la sphére S(0g, 1) est fermée et bornée,
elle est compacte. Ef comme x — |lu(x) || est continue sur E, elle est bornée
et atteint ses bornes sur S(0g, 1). Autrement dit, en dimension finie, la norme
subordonnée de u s’ écrit toujours || u(xg)ll r pour un certain xg € S(0g, 1).

R36 — Le théoréme de Riesz (HP) dit qu’un espace vectoriel normé est de dimen-
sion finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

Exercice 15 : Mines : Montrer que la boule unité fermée de €°°([0,1]) muni de la
norme Ny, h’est pas compacte.

E Suites convergente dans un compact
Une secte d'élk A um COWpaLt (vt
{
sev el posi e wre g il Aladbonnce.

Corollaire 9 : CNS de convergence des suites bornées en dimension finie

En dimension finie, foute suite bornée converge si et seulement si elle
a une unique valeur d’adhérence.

VERSION DU 31 JANVIER 2025

m CONNEXITE PAR ARCS

Il Une relation d’équivalence

Définition 14 : chemin continu

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé (E, |-1). Si (a, b) € A%, on Ap-
pelle chemin continu joignant a & b dans A foute application ¢ : [0,1] — E
vérifiant les trois propriétés suivantes :

bl e B 0
m d} ¢+t corihmnt S~ ( ‘()‘ 1 )

seelen) dltr ¢ A

Propriété 38 : Relation d’équivalence

La relation % sur A? « sont joints par un chemin continu » est une relation
d’équivalence.

E Connexité par arcs

Définition 15 : Composantes connexes par arcs

Soit A une partie de E. On appelle composantes connexes par arcs de

A e e (A4 %z &'IJ-C&{L"W_ v'ﬂ&wb( VLL “‘32_

Remarque

R37 — La composante connexe par arc de a€ A estl’ensemble des b e A pouvant
étre joints & a par un chemin continu.
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Propriété 39 : Partition des composantes connexes Remarque

N R39 — Une partie convexe est étoilée par rapport & chacun de ses points.
Les composantes connexes par arcs de A partitionnent A.

i . 7
E I {Lfﬂtﬁﬂﬁk d é?wﬁfy\.éwl%,, ) . L ..
RER R Propriété 41 : étoilée — connexe par arc

E13— A={(x,y) € R2,xy # 0} possede quatre composantes connexes par arcs. L
Toute partie éfoilée de E est connexe par arcs.

Définition 16 : partie connexe par arcs

3 .
On dit que A est connexe par arcs lorsqu’ { Lk Ll e . Cas des pqrtles de R

At gque Com pRSantt Lnnpxe per Ao Av A
G l l P v A Propriété 42 : Connexes par arcs de R

Remarque Les parties connexes par arcs de R sont
R38 — A est connexe par arcs si tout couple de points est joignable par un chemin / y
- ) = /4
continu dans A. J@; NN t_,bv \/Wg _
Remarque

R40 — Les connexes par arcs de R sont les convexes. C’est faux en général, par

Exerci 16 : Montrer 0r,1) est connexe par arcs.
ce 16 : Montrer que S(0g,1) est connexe par arcs exemple dans R2.

4 e cune part
T T e s—————— Image continue d’une partie connexe par arcs
foute partie convexe de E est connexe par arcs. Propriété 43 : Image continue d’une partie connexe par arcs

Si E,F sont des espaces vectoriels normés, A une partie connexe par
arcs de E, f: A— F une application continue, alors

Jg(,@t) ek Connexe pa~ ONCH -

Exercice 17 : Montrer qu’une boule est connexe par arcs.

Définition 17 : Partie étoilée Remarque

o [ int tel R41 — Pour les ouverts et les fermés, c’est I'image réciproque par une application
Gie sl leraliSeiEIEXSIS NI O NIRASTE MCItE continue qui est ouverte ou fermée.

)r(“f(« A (q ’o) . {["3-‘5)5‘ et 0~ L ¢ (;,131 C f_\ Pour les compacts ou les connexes par arcs, c’est I'image directe par une
i\ I - I - ' application continue qui est compacte ou connexe par arcs.
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Corollaire 10 : Cas d’une fonction réelle, TVI

Si f est une application confinue, définie sur une partie A connexe par
arcs, et & valeurs réelles, alors f(A) est 4\ Annte ol

Autrement dit, f vérifie la propriété des valeurs infermédiaires :

. . / /
Sl miste aeA Al que LD =2 ox oA
TM =€(€~) = Il_l_v oLor ¢ _

YV Te Cy, fé_)}%Ce:%J Fﬁ—_%(c:\.a
- ' . 0Ty — - ) s
Remarque
R42 — Si, pour résoudre une question, on a envie d’appliquer le théoreme des va-
leurs intermédiaires, mais si on a une application (continue) qui n“est pas
définie sur un intervalle de R, on peut penser a se demander si I'applica-

fion ne serait pas, par hasard, définie sur une partie connexe par arcs d’un
espace vectoriel normé...

m ToPoLOGIE MATRICIELLE (HP)

Rien n’est explicitement au programme dans les exercices suivants, mais ils sont
fous trés classiques.
On est en dimension finie, foutes les normes sont équivalentes, la convergence se

fait coefficient & coefficient. On peut expliciter les normes usuelles |All; = Y ‘a,-,j
1<i,j<n

- — ?
5 | .
A= ¥ |al~,,-| (=[tr(A-AT) 6 K =R, tr(4-AT) si K = ©), | Aloo = _max
1<i,j<n V \/ 1<i,j<n

ne sont pas les plus pratiques car ce ne sont pas des normes d’algebres vérifiant
N(AB) < N(A)N(B). On leur préfere pour des applications pratiques (voir séries matri-
cielles) des normes subordonnées sans nécessairement avoir a les expliciter. Voir TD
pour des exercices sur ces normes subordonnées.

’

aj,j qui

Exercice 18 : Montrer de deux maniéres différentes que ¥.#,,(KK) est dense dans
A (K). En déduire que si A, B € 4,(K), y o = XBA-

Exercice 19 : Démontrer que ¥.¥#,(KK) est un ouvert de ./, (K).

= dut (103 )

VERSION DU 31 JANVIER 2025

Exercice 20 : Montrer que I’ensemble des matrices triangulaires supérieures, tri-
angulaires inférieures, symétriques, antisymétriques, de trace nulle
(respectivement) de .#,,(K) sont fermés.

Exercice 21: Démontrer que I'ensemble ¢ (n) = {M e .4, (R), MMT = I,,} des ma-
trices orthogonales est compact.

Exercice 22 : Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables de ./, (C) est
dense. En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 23 :L'ensemble des matrices diagonalisables de ./, (RR) est-il dense ?

On pourra considérer I’application qui & une matrice 2 x 2 associe le discrimi-
nant de son polynéme caractéristique.

Exercice 24 : Montrer que I'ensemble des matrices de rang p € [1,n— 1] n’est ni
ouvert ni fermé. Etudier les cas p=0 et p = n.

Exercice 25 : Montrer que I'application qui & M € 4.#,,(KK) associe son inverse est
continue.

Exercice 26 : Soit n > 2. Montrer que I'application qui & M € .#,(K) associe son
polynéme minimal et 'application rang ne sont pas continue. Cas
n=17?

Exercice 27 : Donner le ccefficient de degré 1 de y 4 en fonction de la trace et
de la comatrice de A.

On suggere de commencer par supposer A inversible et d’exprimer y 4 en
fonction de y 4-1.

Exercice 28: Etudier la connexité par arcs de ¥.£,(R), ¢£,(C), et ©(n).

Exercice 29 : Montrer que I'ensemble des matrices diagonalisables de ./, (K)
est connexe par arcs.
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