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Espaces Vectoriels Normés

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C. Propriété 1: d’une norme

‘
N

n Soit (B, |I-) un espace vectoriel normé, x,y € E.
NORME SUR UN ESPACE VECTORIEL

() ogll =0R

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel. @i -xI =[x
] @iy fMxh=\yl < x|l <llxll+|y
n Norme et distance | A<l I

Définition 1: Norme, espace vectoriel normé

Définition 2 : Vecteur unitaire

On appelle norme sur E toute application N: E— R vérifiant Dans un espace vectoriel normé (E, |I-1), un vecteur unitaire ou normé est un
Défini-positivité : vecteur x e E tel que x| =1. f
/ A L B 1) _—7
f A . IAWN y -0 Il —
Vace NG Do ok N -0= %-0, W
i Remarque
Homogénéité : Ra— Six#0g, J_ ¢ est le vecteur normé associé & x (de méme direction et de méme
. . '/>[ I.,.-\Ill' { ,}_}L) sens) M
re€ YAk, N(Ix)<[Al
Inégalité tnangulcure (ou sous-additivité) . Définition 3 : Distance associée a une norme
i, N : < ( Soit (E, ||-]) un espace vectoriel normé. On appelle distance associée a ||| I'ap-
\ ~ Lj) ¢ C 1 N\J Cﬂi + Lj ) \J p” J plication
/ ( EZ — R*
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.
xy — [x-y
Remarque
R1- Souvent notée |-| également. Propriété 2: d’une distance

R2 - Pas de cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire. . . i
T N ) g. ° NPT ) ) Soit (E, II-) un espace vectoriel normé, d distance associée, x,y,z € E.
R3— La positivité est en fait automatique! Par homogénéité et inégalité triangulaire, si
x€E, () dix,y)=0=x=1y.
2N(x) = N(x) + N(=x) > N(x—x) = N(0g) = [0| N(0g) =0 (i Symétrie : d(x,y) = d(y, x).

(i) Double inégalité triangulaire : V"X; Y ;% €t

(A -dly ) [ < dbry) € dud) + A3 )

E1— SurR?SurC?

'9(\ ‘ ] o ote'[Rxf
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Remarque

R5— |l existe une notion plus générale (Hors Programme) de distance sur un ensemble
E : c’est une application de E? dans R* symétrique, telle que d(x,y) =0 <= x=y
et vérifiant I'inégalité friangulaire d(x, z) < d(x, y) +d(y,z). On dit alors que (E,d) est un
espace métrique.

C’est bien le cas de la distance associée & une norme.

Définition 4 : distance a une partie

Soit (E, |I-1) un espace vectoriel normé, A une partie non vide de E, x€ E.
On appelle distance de x a A le réel

d (o A) = i dlng) = 7{ [Ciy
b € A

E‘f]ffv%

Propriété 3 : 1-lipschitzianité de la distance & une partie

E —
est 1-lipschifzienne sur E dans le sens ou
x — dx, A

v, |dbyt) i m] & -l

C’est en particulier le cas de x— d(x,a) oU a€ E avec A= {a}.

E Norme associée a un produit scalaire

Définition 5 : Norme euclidienne

Soit (E, (-]) un espace préhilbertien réel. Pour tout vecteur x de E, on pose
i —

Ixll = t (')1,\3»0_"

L'application ||-] est appelée norme euclidienne sur E associée au produit sca-
laire (-]-).

T
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Propriété 4 : Toute norme euclidienne est une norme

La norme euclidienne associée & un produit scalaire est une norme sur E.

% Cﬂﬂrﬂﬁc \foxx%h/f/ . LT = If\.ﬂbﬂ.@'&’ N WV Akl

wee oAy ol 'vp alile > pesitiienst bg
Adyenke dv (S 6

3 Normes usuelles

n Sur K"
Définition 6 : Normes usuelles sur K"

On définit, pour x = (x1,...,x,) e K7,
v

Noel, — ) |l

=

o

f o
“')t I L - \. leilz

=
L=\

Inll,, = max ER

/’)é E < n
Remarque
R6 — On rappelle que -], sur R est la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique
n
&Iy = 3 XYk
k=1

Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si x,y e R", |(x1y)| < lIxll2 || y|, soit encore

n

> XYk

k=1

n n
2 2
<y 2 % X vk
k=1 k=1
avec égalité si et seulement si (x, y) liee.

Aftention : pas de produit scalaire ni d’inégalité de Cauchy-Schwarz pour K = € dans
notre programme.

Propriété 5 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur K",
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Remarque Définition 7 : Norme infini

= 2né ip> P
R7 — On peut montrer que plus généralement, sip >1, On définit, pour f € E = B(X, ),

n 1/p
||x||p=(Z|xk|p) [ fllog = Noo(f) = sup | f(x)].
xeX

est une norme sur K" et méme que |xllp pa— lIxleo (cf TD) d'ou la notation.
—+00

R8 — Plus généralement, sur un K-espace vectoriel de dimension n, de base 8 = (e, ..., en).

. @ Remarque
on décompose un vecteur x= Y xrej et on pose
k=1 R10— Bien défini que Im f = {| f(x)|, x € X} est une partie non vide majorée de R.
; N
lxlly = 3 |xgl, - {Zw
k=1
. N 1/2
Ixlla = | ¥ [l :(Z kalz)
=i el Propriété 7 : Rappel
et
Ixlloo = krﬁxﬂ A SireR* et A une partie non vide majorée de R, alors
el[1,n
qui définissent des normes sur E. sup(AA) = Asup A
Exemple Propriété 8 : La norme infini en est une
n
E2- Sur K,[X], en posant P= Y a.x. Noo €5t Une norme sur B(X, K).
k=0
E3— Sur.,K).
Sur € ((a, b], K)
n Sur Z(X,K) = L (X, K) Définition 8 : Normes usuelles sur €([a, b], K)

On définit, pour feE = C:ﬁ(m b], KK),

Propriété 6 : K-espace vectoriel 2(X,K) } ( | 4 / | { 3
&) t = ligly
Si X est un ensemble non vide, I'ensemble %(X,KK), encore noté L (X,IK) (no- {5 {

tations hors-programme) des fonctions bornées définies sur X & valeurs dans K est

un K-espace vectoriel. Nz é 7 \ J el f)}
Remqrqlue ) \ ,\,30 ( {; ) = {{ w

|

n_./

R9 — C’est méme une K-algebre.

£ (‘-‘1
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Remarque
R11— Pour fe<%(la,b],K), on d méme Nuo(f) = [ %}]{|f|.
a,
R12— On rappelle que N, sur €([a,b],R) est la norme associée au produit scalaire cano-
nique
b
(flg) :f fngndr.
a
Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si f,g € €(la, bl K),
|(£18)| < N2(f)Na2(g)

b b 2 b 2
ff(t)g(t)dt’g f (f) dtf (g(n)" dt
a a a

avec égalité si et seulement si (f, g) liée.
Attention : pas de produit scalaire ni d'inégalité de Cauchy-Schwarz pour K = C dans
notre programme.

soit encore

Propriété 9 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur € (la, b], K).

n Boules et sphéres

On fixe (E, |-I) un espace vectoriel normé.

Définition 9 : Boule et sphéres

Soientae EetreR™.
Boule ouverte de centre a et de rayon r

B(alr) = {-’Ie 6,: ,g-'t('l, 0) ? n-al < ;}
Ec_ule fermée de centre a et. derayon r : i B
B (ai'h) = %r(ﬁh‘ﬂ):’gg (ahf' )= a’xé (:'i H"ﬁwﬂlé")

Sphére de centre a et de rayon r

Slae) < {xe€, Inab=r}.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H

Exemple
e4— Casour=0.
E5— Casde (R,|-]).
E6— Boule unité fermée dans R? pour les trois normes usuelles.

Définition 10 : Partie convexe
Une partie A de E est dite convexe lorsque pour tout x, y eﬁ,e’r pour tout ¢ € [0,1],

If p/ +( / t) }j e A ==
e [y d={excll )y, te Ny c A

Remarque
R13— {tx+(1-1)y, re[0,1]} représente le sesgment formé par les extrémités des vecteurs x et
V.

% {1_(:?-)'___/"4— L

i{"l-t(]’-é') Y = yqué["»! Ay)
Y

Propriété 10 : Convexité des boules

Les boules sont convexes.

H Parties, suites et fonctions bornées

Définition 11 : Partie bornée
Ae P(E) estbomée s'ilexiste V| € [T

/m C(M Flﬁ "L"'ﬂ‘; el <M Ae ",‘ - E))— [CE; ""V'I>

Propriété 11 : Les boules sont bornées

Toute boule (ouverte ou fermée) de E est bornée,
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Remarque

R14 — Une partie est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule (par exemple
fermée).

Définition 12 : Fonction bornée

Soit X un ensemble non vide, f € EX.

On dit que f est bornée s'il existe M e R* fel que pour tout xe X, || f(x)|| < M (ie
Si f()() est une partie bornée de E.)

On note L®(X, E) = B(X, E) I'ensemble des fonctions de EX bornées (notations
hors-programme).

Propriété 12 : Norme infini

On pose, pour f e BX,B), | floo= SUP “:6(?3 I
bien défini. Y€ X
Alors ((X,E), |-lloo) €St un espace vectoriel normé.

m o 4 dou, [ o wmplares L5 prde I

On obtient en particulier, pour X =N :

Définition 13 : Suite bornée

Soit u € EN, On dit que u est bornée s'il existe M € R* tel que pour fout n e IN,
lupll < M (ie si {u,, ne N} est une partie bornée de E.)

On note ¢°(E) = (N, E) I'ensemble des suites bornées & valeurs dans E (nota-
fion hors-programme).

Remarque
R15— On peut aussi définir une norme infini sur I'ensemble ¢°°(E) des suites bornées :

lulloo = sup llugl
nelN

VERSION DU 20 JANVIER 2025

n Produit fini d’espaces vectoriels normés

Propriété 13

Si (E1,N1),...,(Ep, Np) sont des K-espaces vectoriels normes.
On pose, pour x = (x1,...,xp) € Ey x ---x Ep,

Nw= May (Nalu), -, I{U}(”i))

Alors N est une norme sur Ey x --- x E, appelée norme produit.

Remarque
R16 — En prenant || sur K, la norme produit sur K" est “ : ”30

m SUITE D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

On fixe (E,|I-I) un K-espace vectoriel normé non nul.

n Convergence d’une suite
Définition 14 : Suite convergente, divergente

Soit ue EN et ¢ € E.

On dit que u converge vers ¢ lorsque pour fout e > 0, il y a un rang & partir duquel
u, est a distance au plus € de 7.

Autrement dit,

fe>0, INEN, Vn20, [ua- €U E

Dans ce cas, on dit que u est convergente et que ¢ est sa limite. On note u;,, — ¢
M-Il
ou u, — /.

Lorsque u n’est pas convergente, elle est dite divergente.

Remarque
R17 — u, — ¢ si et seulement si la suite réelle (|lu, - 2II), converge vers 0. ) “Uv\' E " - 0'
R18— u, — ¢ si et seulement si - “m,\ . ﬂ,ﬂ

Ve>0, INelN, Vn>N, une \% {‘él E)
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Remarque

R19 — La convergence dépend a priori de la norme. . . . .
R20 — Réciproque fausse en général. On verra bien un contexte dans lequel elle est vrai

(spoiler : il suffit qu’elle soit & valeur dans un compact.)

Définition 15 : Modes de convergences d’une suite de fonctions

Si E=€(la,b,K). (fn) € EN, f€E.

Si f» 2 £, on parle de convergence en YW\.O ypnne- : Corollgire 1: Contraposée
Si fu 22 £, on parle de convergence en i oYéwre g st e

Si fn Hey f.on parle de convergence |, .. 60,. (convergence graphique).

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.
e

Propriété 14 : Unicité de la limite

E Opérations algébriques

Soit ue®N, ¢,¢' € E. Si uy, — ¢ et u, — ¢, alors ¢ =¢'.
(=]

Propriété 19 : Espace vectoriel des suites convergentes

Propriété 15 : Caractére borné d’une suite convergente

Soit u,ve EN, ¢,¢' ¢ E,A € K. Si u, — ¢ et v, — ¢', alors u+ Av est convergente

!
Toute suite convergente est bornée. ef up+Avy — (+ AL,

Propriété 16 : Convergence de la norme des termes

Soit ue BN, ¢ € E. Si up, — ¢, alors | unl — |I1€]l. Propriété 20 : Produit externe de suites convergentes

Si (un) € EN et (ay) e KN tel que u, — ¢ € E et ap — a € K, alors anu, — al.

Propriété 17 : Convergence par majoration

SiueEN, a e RN, ¢ € E tel qu’d partir d’un certain rang lluy - ¢\l < an et ap — 0,
alors uy, — ¢.

Suite & valeurs dans un produit

Définition 16 : Valeur d’adhérence Propriété 21 : Convergence de suite dans un produit d’evn

On appelle valeur d’adhérence de u e EN toute limite (dans (£, |-)) de suite Si (E1, N1), ..., (Ep, Np) sont des K-espaces vectoriels normés, N la norme produit
extraite de u. SUr By x - x Ep, u= (u(U,...,u(P)) € (BEyx---xEp)N, 0= (0y,...,0p) € Ey x --- x Ep. Alors

7 () W
N, , (
Propriété 18 : Cas des suites convergentes u— ¢ si ef seulement si b’ AveTqp D y W —1L5 ,f’-

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite.
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m COMPARAISON DE NORMES

Soit (E,+, %) un KK-espace vectoriel et N et N, deux normes sur E. On note By (a,r) (respecti-
vement By (a,r)) une boule ouverte pour N; (respectivement No).

n Domination

Définition 17 : Domination

On dit que N; est dominée par N, lorsque

On a >0 Al 0{ w Na < <Ny

Remarque

R21 — Traduction avec les boules : ]% 7] ( al 'S ) C B 1 ( A { 0/(1>

R22 — Siune partie ou une fonction ou une suite est bornée pour N», elle I'est automatique-
ment pour N; Aussi.

Propriété 22 : Implication de convergences

Soit Ny dominée par N» et ue EN et ¢ € E.

Ne ) i
U > :> dv ——'11)1,

Remarque

R23 — Si N} n'est pas dominée par N,, on fabrique une suite qui tend vers 0 pour N, et
diverge pour Nj : pour fout ne N, on a x, € E tel que Nj(x,) > nNa(xy). Il suffit alors de

oser zp = ———_
P STV

Méthode 1 : Montrer que N; n’est pas dominée par N,
On peut chercher une suite (uy) felle que

B (N2 (up)) borné mais pas (N (uy))

m ou dlors telle que N (u,) — 0 et non Ny (uy)

Ny (un)

NoGun) O ( conlbunk ﬁ 7 Jif"w;)

B ou encore tel que

‘Qs-\{’%@'iﬁlc Ls d-(f{; Gree R=M

VERSION DU 20 JANVIER 2025

E Equivalence
n Définition

Définition 18 : Normes équivalentes

N; et N, sont équivalentes si et seulement si elles se dominent mutuellement, si
efseulementsi gn o/, 3 € RS AL gne

*Na € N < 2: Na

Remarque
R24 — C’est une relation d’équivalence.

Propriété 23 : Equivalence de convergence

. . N, N,
Si Ny et N, sont équivalentes, u, — ¢ si et seulement si u,, — ¢.

n Cas de K"

Propriété 24 : Equivalence des normes

Les frois normes usuelles sont équivalentes sur IK".

Cas de €¢([a, b],K)

Propriété 25 : Domination des normes

Sur € (la, b],K),

« Va1 dlominde p- Noag ( N, _\/ (b —”)r’h'fw) qéarnﬂ‘7“b
/6%‘3(&.(.

. Vo dhominde pan N, (¥ €6+ M)

—

o Vo domnde par No (8 o )
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n Cas de la dimension finie

Théoréme 1: Equivalence des normes en dimension finie

Toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.

Démonstration

Non exigible, admis provisoirement. |

Propriété 26 : Convergence coordonnée a coordonnée

Dans un espace de dimension finie, une suite converge vers une limite si et
seulement si chaque coordonnée dans une base tend vers la coordonnée corres-
pondante de la limite.

m TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

On se donne (E, |I-l) un K-espace vectoriel normé fixé, avec K =R ou C, d la distance asso-
(it
ciée. —

e

(@
n Voisinages, ouverts, fermés -

n Voisinage \ N —

Définition 19 : Voisinage

Soient a€ E et V une partie de E. o, _
On dit que V est un voisinage de a € (VC x e N > O

& Yrel, Meall <r=> e/
DO"”S [Uz [ I & ) / L 10 t'si.-m-(;{ O[L ac =) 3 f">0)]a (G H-’[ C \,

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE Eil }r:}%
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Remarque

R25 — Cela revient & dire qu’on a une distance de sécurité autour de a qui permet de s'en
approcher dans toutes les directions en restant dans V.
En particulier, ae V.

Propriété 27 : des voisinages

() Si v voisinage de a et Ve w, alors
W Vaoisinape de a
(i Une réunion é(bui,{ conqgue  ole vn’/{";“ﬁ'g"d ‘l"- a o~ #E
( Mh VJI ﬂ )

n . . _ | - y . ‘ A :b_. py
(i) Une intersection :gmw 0{,( oL s f\&g/é A & 2

Remarque
R26- A\ Ce n’'est pas valable pour des infersections infinies.
Par exemple, dans R, les V; = ]—%H Veisinage de O

/4700 j‘JU

Illr w\f' 50} . . | .
| © v At S Ao av 151
_ ) Vi, i(’ <| D o -

1 :
n 4t .9610 [ I/c-léj(l&?é de 0.

Propriété 28 : Voisinages et domination de norme

Si Ny est une norme dominée par N,, alors les voisinages pour ,-’\1'1 sont des
voisinages pour V1 -

Si les normes sont équivalentes, les voisinages pour I'une sont exactement les
voisinages pour I’'autre.
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n Parties ouvertes

Définition 20 : Ouvert

Une partie @ de E est dite ouverte ou un ouvert de E lorsque

© ot vars, o d¢ Aruo nes ;}-of«lf%

b Yxel9, Ie50, B2 ¢ (O

Par convention, @ est ouvert.

Remarque

R27 — Intuitivement, cela signifie qu’il Ny a pas de point « au bord ».

Exemple

E7 — Les intervalles 10,11, 10,1], [0,1] sont-ils des ouverts de (R, |-]) ?
E8 - Le quart de plan A= {(x,y) e R?, x>0ety >0} est-il un ouvert de (R?,|-l) ?
£9 - SiabeR tels que a< b, alors 1a, bl est un ouvert de R.

Propriété 29 : Cas des boules ouvertes

Toute boule ouverte est ouverte (!)

Propriété 30 : des ouverts

() @, E sont ouverts.

/
(i Une réunion 0]W/€60ﬂ7"‘f Ad Onmbs et snmie -

(i) Une intersection w &’“0\/\ A bt onete

(V) Un produit fini d’ouverts est ouvert (pour la norme produit).

Remarque

rR28- A\ Ce n'est pas valable pour des infersections infinies, avec le méme contre-
exemple que pour les voisinages.
Dans R, les Vi:]—%,%[ Ont 2

l-/ w V) = { of w'etpr Oat

1€ ¥

car n :/1f’ l&'ﬁo A vcu'.sifv«g’é e,
{V{F' >G}

(0, ) =D-, r( §Z «(0? . )

Propriété 31 : Ouverts et domination de normes

Si N1 est une norme dominée par N, alors les ouverts pour Pt-’q sont des ouverts
pour Nz -

Si les normes sont équivalentes, les ouverts pour I’'une sont exactement les ou-
verts pour I’autre.

Remarque

R29 — On appelle topologie de (E, |-|) I'ensemble de ses ouverts.

Si Ny est dominée par N, la topologie pour N, possede plus d’ouverts que celle pour
N;. On dit que la topologie pour N, est plus fine que celle pour Ny.

R30 — En particulier, en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Les notions de
voisinages et donc d’ouverts ne dépendant pas du choix de la norme. Ce sera aussi
le cas de foutes les notions définies ci-apres : fermé, adhérence, intérieur, densité.

Exercice 1: CCINP 37
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c . .
. Parties fermées

Définition 21 : Fermé

y £ |
Une partie F de E est dite fermée lorsque < o (o Féﬁr\"\&n-u g

Aone € <t onret

Remarque
R31 - Infuitivement : bord compris.

R32- A\ Fermé n’est pas le contraire d’ouvert. On peut &tre les deux & la fois. Le plus
souvent, on n‘est ni l'un nil’autre...

Propriété 32 : Cas des boules fermées

Toute boule fermée est fermée (1)

Remarque

R33 - Les singletons sont des fermés. ( 6@1/\/& /éyfw Mtld - 0)

Propriété 33 : des fermés

() @, E sont fermés. {pﬁ = i Axac , .-
(i Une intersection (?M ‘M ?w_ At é(/m@; o

(ziiy Une réunion

(iv) Un produit fini de fermés est fermé (pour la norme produit).

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H i }r:}%

Remarque

R34 — C’éfait I'inverse pour les ouverts.

R35 — A Ce n’est pas valable pour des réunions infinies.

Dans R, les F,-:[—1+%,1—H ,@, e Ay T (/6 €N

o . | ~ ‘ - c N P

(U F=) o aa [ e fend o 11 CY oo
~ ‘ ' Wt lpr«oefvw/@ (P"‘o Vode -1

(=1 J%,ﬁ,)

R36 — Une partie finie est fermée.

|ré'.r Wi on {gmv;& Au 5,‘/lgafaﬂr { é)s%g» %ﬂv\m A 'Ldbﬁ\jn 0) _

Exemple
E10— Lesinfervalles 10,11, 10,1], [0,1] sont-ils des fermés de (R, |]) ?
E11— Sia beRtels que a< b, alors ] —oo, b, [a, +ool, [a, b] sont des fermés de R.

Propriété 34 : Cas des sphéres

Toute sphére de E est fermée.

Propriété 35 : Caractérisation séquentielle

Une partie F de E est fermée si et seulement si

Sowle sule C/onmgov/@ A dyonts A F
a La /(A/YME AAans Fo

Exemple

E12— F={(x,5eR? x* <y<x} estun fermé de R?.
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Propriété 37 : Croissance

‘

E Adhérence, densité, intérieur

n Points adhérents, adhérence booh : J 7L/ C

Remarque
R37 — Infuitivement, un point adhérent est un point dans A ou « au bord » de A.

Définition 22 : Point adhérent AEPIE S8 CRIEE eIl

Soit A une partie de E ef x € E. On dit que x est adhérent & A lorsque

Veso, AN NEXRE 2 Zi ot Le -7-&1,@ 7\0%213 %@f‘mw/ colngmt

AL \:}.-*'2)01 =) aeA, lr—ali < €. _JQ(

/

o v i bk ion

Propriété 36 : Caractérisation séquentielle

x est adhérent & A si et seulement si ,,_f 0 t:fc ( ~X n’) , ¢ 4 IN
T4
el 7% In —2 -
/ = ) y ' / /
A ot {” Ny S5 fj( —

L'adhérence A de A est I’'ensemble des points adhérents & A.

Propriété 39 : Caractérisation des fermés

Remarque

R38 — Atftentfion & la notation : ne pas confondre avec le complémentaire.

R39 — Intuitivement, «les points de A et les points des bords ». Propriété 40 : Cas des sous-espaces et des convexes (HP)

Si Foew dE, F oo £

Exemple
E13— _ - A
I St Cooving i€, C Comove dg E-
R Z (=4 l
e | @
R| o1 | (o)
E | Ban | { (ﬂt() Exercice 2:CCINP Exercice 3:CCINP Exercice 4 :CCINP

34 a4 45
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n Densité
Définition 24 : Densité

D est dense dans E lorsque

jD&lng 2. Vae R F&so, Ju-¢avs( D ¢

Propriété 41 : Caractérisation séquentielle

D est dense dans E si et seulement si
touk Wiret A € 2t Aine cb/u,w: seala
/7
A inots e D

Exemple — 3 .
E14- Q, R\Q, D sont denses dans RR. \’ = LR\LQ - D = [‘2

E15 — Quels théorémes déjd rencontrés sont des résultats de densité ?

’
Intérieur

Définition 25 : Point intérieur et intérieur d’'une partie

Soit A une partie de E.X€ E.
x est un point intérieur & A lorsque

L( Wile v Do Al (;(U\c B (,-x’ % ) c H_ \
U« )( HL o jé].-’\@,g{ A -

L'ensemble des points intérieurs & A est appelé intérieur de A, noté A.

Propriété 42 : Croissance

0
o

>
M

Propriété 43 : Caractérisation

K e b s 7LM e et
Conlenn Aans A

Propriété 44 : Caractérisation des ouverts

o

@ ent = 6:@

Exemple
E16- Q=
E17— B(a,r)=
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Remarque
n N R40 - V' n’est pas nécessairement un voisinage de a dans E.
Frontiere

Par exemple [0, %[ est un voisinage de 0 dans [0, 1[ mais pas dans R.
Définition 26 : Frontiére

On appelle frontiére de A I'ensemble

F- (A = K\A

“ Uy Load ole A7

; _ Définition 28 : Ouvert relatif
Exemple
E18 — Fr(B(a,r)) =

n Ouverts relatifs

Une partie 6’ de A est un ouvert relatif de A (ou pour la topologie induite sur A)

lorsqu’” glle e g voi &1 'wgc, \ewtﬁ A Choa con Ae
E19— Fr((0,1) = Ce¢ ]vC*"-t
E20 - Fr(Q) =
Remarque
R41 — @' ouvert relatif de A si et seulement si pour fout xe @',

_ o ~ /
- 2,0 ) () ) (/
Une frontiere est toujours fermée. 9 b‘ > O/ B ( / & % C

Ouverts, fermés, voisinages relatifs

On se fixe une partie A non vide de E.

n Propriété 46 : Caractérisation
Voisinage relatif

@’ de A est un ouvert relatif de A si et seulement s’il existe
Définition 27 : Voisinage relatif

/
. ” _ . o Ps e ("= A
Soit a € A. On appelle voisinage relatif de a dans A toute partie V! de As'écrivant

‘

‘) enab

/ [ - Exemple
\ = \ N J‘ e \ oy g do o (dow E)\

E21 — [ [es‘runouver’rde[ou LG, Q’j/wbv't' \EM‘%

(30, Bla I e\ Loil=J-an 0 Can)
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Remarque

- Si Aest 1,1 ts relatifs de A 11 1 L IFI G s’{ﬂﬂ‘ q
R 42 | A ST ouvelrt, |les ouverts reldrifs de A sont les ouver S(d,‘ L ) \ 0{ ] 7| n Densité
) / .
(—/ r '%K oviant 6}1" Vwﬁl’ l/\6€ﬂ,‘; Am’ H Définition 30 : Densité dans une partie
(\@Lm et glu‘.' -‘r’, Soit B partie de A. B est dense dans A si et seulement si

F és relatif / D
ermés relatifs f_,\ - B

Définition 29 : Fermé relatif

Une partie F' de A est un fermé relatif de A si

Son (onm j’bﬁﬁfﬂuw’r@-u. Agu. v 0 o guind

(wlebf ) e

s

Propriété 47 : Caractérisation L( T;(}u t_ . ; f{;ww& 1,: P (,c _x
F' est un fermé relatif de A si et seulement s°il existe F _ é@fﬂ \é M p{ (L ’ , Q
F'= FNA L Aumite At s
| / / - - . ;7 ,; ) .
Pame o compl dan, & o, L condinalion de eoitc A (W e B

Remarque

R43 — Si A est fermé, les fermés relatifs de A sont les fermés. {hégﬂd ﬁ{_a% T{:\ )

n €

~ il_. f I-’ I;" ) /
Propriété 48 : Caractérisation séquentielle ! b B —\—\ 5 — :)T \ |-5
\ - | - i

F' fermé relatif de A si et seulement si F' est une partie de A telle que Q f\
. 3 C ligl ' tt; !
teuke Syute o' dlomis de T contngutnt dort a s bin

clane F7
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