MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Exercices vus en cours

+00

] Montrer qu’on définit sur R[X] un produit scalaire en posant (P|Q) :f e 'P(t)Q(t)dt, et en
0

confondant polynédme et fonction polynomiale associée.

2 Définir sur R,,[X ], puis R[X], un produit scalaire rendant la base canonique orthonormale.

3 Si I est un intervalle et L?(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I telles que f? est

intégrable, montrer que L?(I) est un R-espace vectoriel, et que (f|g) = J fg définit un produit
1

scalaire sur L3(I).

4 Si 12(R) est I'ensemble des suites réelles de carré sommable (ie ferme général de série — abso-

+00

lument — convergente) montrer qu’il s’agit d’un R-espace vectoriel, et que (u|v) = Z u, v, définit
n=0

un produit scalaire sur £2(R).

5 ccinp76-79

6 Orthonormaliser la base e; = (0,1,1), e, = (1,0,1), e5 = (1,1,0) de R3 muni de sa structure eucli-
dienne canonique.
Solution de 6 :
On pose g, =e; =(0,1,1).
Puis on cherche ¢, = e, + Ag; avec A tel que (g,|e,) =0 ie (&1]ex)+ A(g1|e;)=1+2A=0donc A= —% et

11
&y = 1,—5,5 .
1 1 .
En cherchant e; = e; + ue; + ve, tel que (g,|e3) = 0 et (g,]e3) = 0, on trouve u = — et v= ~3 Soit

(2 2 2)
es={--—2|
33 3

On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux & deux en dimension 3 : il s’agit d’une
2 1 1

1 1
base orthogonale de R3. Reste & normaliser ourob’reniruneb.o.n.e’:( ),e’:(—,——,—
9 P 1 2=\ V6 V6 V6

0’ ‘\/z’\/z
3 '\/§, 1/§, 1/§ .

7 Dans E = <6([0, 1], R) muni de sa structure euclidienne canonique, soit F le sous-espace vectoriel

des fonctions polynomiales.
1. Montrer que F+ ={0} en utilisant le théoréme de WeierstraB.
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2. En déduire que F ¢ (F1) =E.
3. Soit G ={t — P(¢t)sin(t); P € F}. Montrer que G' ={0} et en déduire que (FNG)! 2 F++ G+,

n—+o0Qo

n_ .k
4. Montrer que d| exp, x — ol 0. Que vaut d(exp, F)? Est-elle atteinte ?
i k!

5. Montrer plus généralement que si d(f, F) est afteinte pourun g € F, alors f—g € F+. Pour quelles
fonctions est-ce le cas?

8 ccinep39-77

9 Z(R) et .o, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans .#,(R) pour le produit scalaire cano-

nique.

10 ccinp92-80

] ] Soit E=1R3, P le plan d’équation cartésienne x —z =0. On note % = (e, e,, e3) Ia base cano-

nique de R3. Quelle est la matrice dans # de la projection orthogonale sur P et de la symétrie
orthogonale par rapport & p ?

Solutionde 11 :
Vecteur normal & P : (1,0,—1). Donc pour fout x € R3,

(1,0»—1)'(36»}’,2)
a 2

po((x,7,2)=(x,7,2) (1,0,-1)= G(Hz),y,%mz))

Donc pp(el)= %(el +e3), pp(e2)=e, et pp(e3)= %(el +e3), et

1 1
Matg(pp)==|0 0].
1 1

(=3 \ SR )

1
2

12 ccinpsi-82

] 3 Déterminer les equations des bissectrices, dans un repére orthonormal duplan, de 2 :3x+4y =0

et 9’ :5x—12y =0.
Produit scalaire

] 4 Le retour des polynédmes de Tchebychev
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1. Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I'espace des fonctions polyndmes

1
. _ 1
réelles (P,Q), = J_I mP(t}Q(t)dt.

Onrappelle que les polyndmes de Tchebychev sont définis par la relation, valable pour tout n
entier naturel et tout réel 0 , T,,(cos8) = cos nf. Démontrer que la famille (T;,),,en est une famille
orthogonale ce produit scalaire.

2. Soit E I'espace C([—1,1],R). Montrer que, si (f,g) € E2, {f,g)» f(t)g(t)dt est bien

1 V1—1t2

défini. Montrer que I'on construit ainsi un produit scalaire sur E.

] 5 Soient f et g des applications de E dans E telles que V(x, y) € E?, (f(x)ly)=(x|g(y)).

Montrer que f et g sont linéaires.

Solution de 15:
Par symétrie, il suffit de montrer par exemple que f est linéaire.
Soient x,x’ € E et AeR. On veut montrer que f(x +Ax’)= f(x)+Af(x').
On calcule, pour y € E,

(x4 2x)= F(x) = AL ()] y) = (x4 23)y) = (F)ly) = ALy
(X+/1x 1g(1)—(x1g(»)—2A(x|g(»))

donc f(x+Ax")— f(x)—Af(x") € EL ={0}.

] 6 Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire surI’'espace des fonctions polyndmes

réelles : o
(PQ) = J e~ P(1)Q(r)dr

1. Démontrer qu’il existe une unique suite orthogonale de polynémes (P,),en. tels que pour tout
n, P, soit unitaire (i.e. de coefficient dominant égal & 1) de degré n.

2. Démontrer qu’il existe deux suites (4,,) et (u,,) de réels telles que, pour tout entier naturel n > 2,
P, = (X_)Ln)Pn—l —UpPp
(Indication : décomposer X P,_; dans la base des P).
On définit les polynémes de Hermite par H,(x)=(—1)"e** h{"(x) ot h,(x)=e"*".
On peut montrer qu’ils forment une famille orthonormale pour ce produit scalaire. Quitte & les
diviser par leur coefficient dominant 2", on obtient les polynémes P,.

Solution de 16:

1. L'existence vient de Gram-Schmidt.
Pour I'unicité, on prend deux suites (P,). (Q,) convenant, et pour tout n, on décompose
P, € Vect(Q,,...,Q,) et on obtient P, =Q,, par orthogonalité.

2. XP,_, de degré n et unitaire se décompose dans la base orthogonale (B,...,P,) de R,[X] en
(Pi|XPy1) _ (XPi|Py)

XPypy=APy++A, 1 Ppy+ Py, QveC ;= Y]
i 1

=0 si i < n—2 pour des raisons

de degré.
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1
] 7 Ecrit Mines — CCINP On considere le produit scalaire (P, Q)—»J P(t) Q(t) dt sur R[X].
0

1. Vérifier qu’il s"agit bien d’un produit scalaire.

2. Montrer qu’il existe une suite orthonormale (P,),ew d'éléments de R[X] telle que deg(P,) = n
pour tout n.

3. Soit n > 2. On suppose que P, possede k racines de multiplicité impaire dans 10,1[, ay,...,a;.
avec k < n.

k
(0) Vérifier que, si Q = l_[(X —a;), alors (P,|Q)=0
i=1
(b) En écrivant (P,|Q) sous forme intégrale, aboutir & une contradiction.

(c) Démontrer que P, est scindé & racines simples, et que ses racines sont toutes dans 10, 1].
4, On fixe n € N*, Soit ay,...,a, les racines de P,. Montrer qu’il existe des réels 4,,...,4,, tels que,

pour tout P e R,_;[X], on qit
1 n
f P(t) dt :Z)LiP(ai)
0 i=1

Donner une expression de ces scalaires en fonction des intégrales sur [0,1] des L, ou les Ly
désignent les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (ay,..., a,).

5. On reprend les notations de la question précédente. En utilisant la division euclidienne par
P, montrer que

1 n
VP eR,, ,[X] f P(t) dt :Zzip(ai) .
0 i=1

Ce type de résultat est & la base des méthodes de Gauss pour les calculs approchés d’inté-
grales.

] 8 Soit E I'ensemble des fonctions continues de [—1,1] dans R muni de son produit scalaire ca-

nonique. Soient 2 et .¢# les parties de E contenant les fonctions paires et impaires respectivement.
Montrer que .# = 21 et déterminer la symétrie orthogonale par rapport & 2.

2 1 n
] 9 Etudier la nature de la série de terme général u,, = —nz (n)
n2(v2) {5 \\k

Solution de 19:
Cauchy-Schwarz.

20 Soient n € IN*, x,, ..., x, des nombres réels. Montrer que (x; +-+ x,)* < n(x2+--- x2).
Dans quel(s) cas a-t-on égalité ?

Solution de 20 :
Cauchy-Schwarz.

2 ] Soient a et b deux vecteurs unitaires d’'un espace euclidien E de dimension n > 2 et de
produit scalaire noté (-|-). On étudie I'endomorphisme f de E donné par

f(x)=x—(a|x)b.
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1. A quelle condition simple I'endomorphisme f est-il bijectif ?
2. A quelle condition I'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Solution de 21 :

1. f est facilement linéaire sur un espace de dimension finie, son injectivité suffit.
Orsi f(x)=0g, ||x]|=](a| x)|. Comme |lal]|=1, c’est un cas d’égalité de Cauchy-Schwarz donc
x est colinéaire & a : on a AR tel que x =Aa. Mais alors f(x)=0g =Aa—Alla|* b= Ala—b).
On en déduit que
= Sla#b, A=0etKerf={0} donc f est injectif donc bijectif.
=« Si a = b, on reconnait I'expression de la projection orthogonale sur & (Ra)- qui n’est pas
bijective f(a)=0g et a#0g...).
Autre rédaction possible : on compléte (a) en une base orthonormée % =(a, e,,...,e,) de E.

1—b, (0)
—b, 1

La matrice de f dans B est A= : , de déterminant 1—b; =1—(alb), donc f
~b, © 1

est bijective si et seulement si (a|b)#1.
Or (alb)=1 < (a|b)=|(alb)| = ||al|||b|]] < a et b positiviement liés < a = b carils sont de
méme norme.

2. En ufilisant la matrice, on a yy=(X -1 +(alb))(X—1)""1 et A—1I, est de rang 1 si et seulement si
b #0g.
Donc f est diagonalisable si et seulement si b =0g ou (b #0g et (a|b)#0).

22 Soit Ae 4 ,(R) vérifiant VX € 4, 1(R), ||AX|| <[ X]|| ou ||-|| désigne la norme euclidienne usuelle
sur I'espace des colonnes.
1. Etablir VX € #,1(R), |[ATX]| < |IX]I.
2. Soit X e 4, ,(R). Montrer que si AX =X alors ATX =X
3. Etablir .4, ,(R)=Ker(A—1I,)®Im(A—1,).

Solution de 22 :
1. Ona
|ATX|* = XTAATX = (X, AATX)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
||ATX||2 =(X,AATX) <|IX||||[aA x| < x| ||AT x|
Ainsi,
Jax<ixi
et ce, que ATX =0 ou non.
2. SiAX =X dlors

|ATX —x||* = |ATx|* —2(ATX, X) +IXIP < 2(IX P = X T AX) = 0.

On en déduit ATX =X.

Espaces préhilbertiens réels - page 5



3. Soit X eKer(A—1I,,)NIm(A—1,,).
Ona AX =X (etdonc ATX =X ) et il existe Y € E vérifiant X =AY — Y.,

IX?=(X,AY —Y)=XTAY - XY.
Or g
X'AY=(A"X) vy=X"Y

et donc || X|?=0. Ainsi,
Ker(A—1I,)NIm(A—1I,)={0}.

Enfin, le théoréme du rang
dimKer(A—1I,)+rg(A—1I,)=dimE

permet de conclure
E=Ker(A—1,,))®Im(A-1,).

Projection orthogonale

23 On se place dans R? muni de son produit scalaire usuel, noté (-|-). Soit D la droite d’équation
x=—y =z, s la symétrie orthogonale par rapport & D et p le projecteur orthogonal sur D.
1. Déterminer les matrices de s et p dans la base canonique de R3.
2. Considérons les applications f et g définies sur R3 x R3 par :

fx,y)=(x|p(y)) et glx,y)=(x|s(y)).

Démontrer que f et g sont des formes bilinéaires symétriques. Sont-elles définies positives ?

24 Oral Mines Soit (E, (-]-)) un espace euclidien, p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si V¥ x € E, ||p(x)|| < llx]l.

Solution de 24 : Oral Mines

Le sens direct s’appelle inégalité de Bessel, c’est du cours (et une conséquence du théoréme
de Pythagore.)

L'autre sens est moins évident et se voit bien sur un dessin par contraposée.

On suppose que la projection p n’est pas orthogonale, et on cherche un vecteur x € E tel que

p(x)||> Ilx].

H p Ué’ron’r la projection sur F parallélement & G, avec GL # F, il apparait assez clairement sur un
dessin que si x e GL\ F, ||p(x)|| > llx||. Vérifions-le.

On a x = p(x)+(x —p(x)) avec p(x) € F et x —p(x) e G. Comme x € G+, on peut appliquer le
théoréme de Pythagore :

|pCo||* =] —(x = pC)|” =112l +]|x — po)|[* > l1x12

car x ¢ F donc x—p(x)#0g. Reste & voir que G\ F £@, c'est-O-dire G+ ¢ F. Si ce n’était pas le cas,
par égalité des dimensions, on aurait G = F, ce qui est exclu ici.
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On peut aussi faire une preuve directe, plus astucieuse. On suppose que la projection p sur F
paraliélement & G est telle que pour tout x € E, ||p(x)|| <1 xl.
Si(x,y)e FxG et teR, on considére

Ip(ex+ )| = 211 < | exc+ | = 2 lxlP +2exly)+ |y ||

donc pourtout £ € R, 2t(x|y)+Hy||2 >0 ce quiimplique (x]y)=0 (comme dans la preuve de Cauchy-
Schwarz dans le cas d’une forme bilinéaire symétrique positive : reconnaiire une équation de
droite ou faire t — +00).

Distance & un sous-espace

25 Dans I'espace vectoriel R*, on définit v, =(1,2,—1,1), 1, =(0,3,1,—1) et F =Vect(vy, v).

1. Déterminer un systéme d’équations (dans la base canonique) et une base orthonormale de
FL,
2. Soit e; =(1,0,0,0). Calculer d(e;, F).

26 Calculer, pour Ae #,(R), inf (Z (ai,j_mi,j)z)

Me,(R) i, jelnl

Solution de 26 :

Dans ce genre d’exercice qui se pose a l'oral, I'important est d’identifier un probleme de projec-
tion orthogonale. Comme dans |'exercice précédent. Ensuite, il faut trouver la réponse aux ques-
tions suivante : dans quel espace ? ici, assez clairement, dans ., (R). Pour quel produit scalaire ?
ici, le produit scalaire canonique, qui est donné par

(UIV)=D U Vi =tr(UT V)
Lj

Sur quel sous-espace ? sur #,(R). Une bonne idée est de déterminer une base orthonormale de
S, (R) pour ce produit scalaire canonique. Une meilleure est de monftrer que, pour ce produit
scalaire canonique,

Fu(R)" = .o/, (R)

Alors le théoréme de projection orthogonale dit que la borne inférieure recherchée est un mini-
mum, atteint en un point unique :

1
M =Py, (r)(A)= 3 (A+AT)

et valant )

1 1 1
HE(A_AT) =1 Z (ai.j—“j,if:g Z (ar;—a)

(i,))l1,n]? 1<i<j<n

1
27 Pour tous réels a, b, ¢, on pose I(a, b, c)=f (xs—axz—bx—c)z dx. Démontrer qu’il existe un
—1
unique triplet (a, b, ¢) tel que I(a, b, ¢) soit minimum et le déterminer.
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Solution de 27 :

Il s’agit de la distance euclidienne de X3 au sous-espace de dimension finie F = R,[X] pour le
1

produit scalaire (P|Q):J P(t)Q(t)dr sur Ry.
-1
Il est atteint en I'unique Pr (X3)=aX?+bX +c € F tel que X3— P (X3)e F+, donc est orthogonal
ax% Xetl

1 R
Ontrouve a=c=0et b= = apres calculs.

28 Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I’écrit

Si uy,...,u, sont n vecteurs d'un espace préhiloertien réel (E,{(.,.)), on définit leur matrice de
Gram, G(uy,..., u,), comme la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient en ligne i et colonne j
est (Lll', Ll]>

1. Démontrer que si la famille (u,,...,u,) est li€e alors le déterminant de sa matrice de Gram

est nul (on pourra commencer par supposer que u, s'écrit comme combinaison linéaire des
autres u;).

2. On suppose maintenant (u,..., u,) libre, et on considére (e, ..., e,) une base orthonormale de
Vect(u,,..., u,). On note :
A=Mat,, o )(Urs-.., Uy).
(Q) Exprimer G =G(uy,...,u,) al’'aide d’un produit faisant intervenir A et sa transposée.
(b) Montrer que le déterminant de G est strictement positif.
3. On suppose la famille (u,,..., u,) libre; on désigne par F le s.e.v. engendré par (u,,..., u,), et
par x un vecteur de E. Démontrer :
9 det(G(ul,..., un,x))
B det(G(uy,..., uy,))

[d(x,F)]

On pourra par exemple, dans le calcul de det(G(ul, ey Uy, x)) écrire x =(x—z)+z, z désignant
le projeté orthogonal de x sur F.

Solution de 28 : Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I’écrit

1. Supposons u, =a,_ju,_1+...+a;u;. Alors, pour tout i €[1,n—11],
(Ui up) = a1 (uj, Up_y) +...+ay (U, uy)
Ou encore
(uy, uy) (uy, up) (uy, uy)
: =Q, : +- 4 a :
(un’un> (un!un—1> (un!u1>

que I'on peut lire de la maniére suivante :
Cp :an_lcn_1+...+alcl

ou les ¢, sont les colonnes de la matrice de Gram G(u,...,u,). Les colonnes étant liées, le
déterminant est nul.

Dans le cas général, il n"est pas nécessaire que u, soit combinaison linéaire des autres u;.
Mais si la famille (u,..., u,) est liée, au moins un des u; s'écrit comme combinaison linéaire
des autres u;. Et on conclut de la méme maniére, en montrant que la colonne ¢; est alors
combinaison linéaire des autres.
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2. Rappelons que, pour tout couple (i, j) de [1,n]?,
Gij=(u; uj)
et, la base (e, ..., e,) étant orthonormale,
A;j=(ei, uj)

Mais d"autre part (calcul du produit scalaire dans une base orthonormale) :

n

G, j :Z<ek» u;){ex, uj)

k=1
n
= ZAk,iAk,j
k=1
=(AT A);
et donc
G=ATA
On en déduit

det(G) = (det A’ >0
(Ae GL,(R)). En fait, on peut dire plus : G est symétrique définie positive.
3. La derniére colonne de G(u;,..., u,, x) est

(uy, x) (uy,2) (ur, x—2z)
\

(uz.’x) <u2.,2> <u2’)f:_z>
= +

() | | un2) | |t x—2)

(x,x)} (x,z) (x,x—2z)

ou z est le projeté orthogonal de x sur F =Vect(uy, ..., u,). Donc :

(ulrx>\ (uy,2) 0
<u2.’ JC) <u2.’ Z) 0
= +
) || G 2) 0
(x,x)} (z,2) (x—z,x—2z)

Utilisons la linéarité du déterminant par rapport a sa derniere colonne. On obtient, notant
g(...)=det(G(...)):

(uy, wy) oo oo {ug,uy) 0
g(uy,...,uy, x)=8g(uy,..., u,, 2)+ : :

(up,wy) ... .. {uy uy,) 0

(zyu)) ... ... (z,up) llx—z|f?

(on réutilise le fait que (ug, x) = (ug, z) + (u, x — z) = (ug, z)). On développe alors par rapport
d la derniere colonne le dernier déterminant; tenant compte de la nullité de g(u,,..., u,,z)
(famille liée), on conclut :

guy, ..., uy, x)=lx—z|* gluy,..., u,)
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