36 Théoréme de Weierstrass; polyndmes de Bernstein et probabilités (Ecri’rs CCINP)

On propose dans cette partie une démonstration probabiliste du théoreéme d’approximation de Weiers-
trass pour une fonction continue sur [0, 1].
f:[0,1]— R est une fonction continue, n un entier naturel non nul et x €[0, 1].
< k
On pose : B,(f)(x)= Z (Z)f (;) x*(1—x)"* (polyndme de Bernstein).
k=0

1. S, une variable aléatoire réelle suivant une loi binomiale %(n, x).

(a) Démontrer que, pour tout réel a>0, P(|S, —nx|> na) < yppet
(b) Soit la variable aléatoire f(%”) démontrer que son espérance vérifie ]E[f(%”)] = B,(f)(x).

2. (a) Soit > 0, justifier simplement qu’il existe a > 0 tel que pour tout couple (a, b) €[0,1]?,
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(c) Démontrer gqu’il existe un entier naturel n, tel que pour tout n > n, et tout réel x € [0,1],
|B,,(f)(x)— f(x)| < 2¢, puis conclure.
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la—b| < a entrdine |f(a)— f(b)| < &, puis majorer , pour tout entier k entre 0 et n

vérifiant <a.
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(b) Justifier que
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(c) Démontrer du’il existe un entier naturel n, tel que pour tout n > n, et tout réel x € [0,1],
|B,,(f)(x)— f(x)| <2¢, puis conclure.
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