MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
PROBABILITES

Exercices vus en cours

1 ccINP95a 111

2 On lance deux dés équiilibrés et I'on considere les événements A «le premier dé améne un nombre pair», B «le second dé ameéne

un nombre pair» et C «les deux dés amenent des nombres de méme parité ».
Montrer que A, B, C sont deux & deux indépendants mais que A n’est indépendant nide BNC, nide BuC.

Solution de 2:
Q=[1,6]?, probabilité uniforme.
P(A)=P(B)=P(C)= 3., P(ANB)=P(BNC)=P(ANC)= 1.
P(ANBNC)=P(BNC)= —;é]P P(BNC).

P(BUC)=3+1-1=

NI

P(AN(BUC))=P(ANB)=P(BNC)= —;élP P(BUC).

3 | Indicatrice d’Euler soit o= [1, n] oU n est un entier non premier supérieur ou égal & 2, muni de la probabilité uniforme. Si d|n. on

note Ay ={kd | keQetkdeQ}.
1. Quelle est la probabilité de A; ?
2. Soit P I'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (Ap)pEP est une famille d’événements indépendants.
(b) En déduire le cardinal ¢(n) de I'ensemble A des nombres inférieurs ou égaux a n et premiers avec n (indicatrice d’Euler).

Solution de 3 : Indicatrice d’Euler

L
2. () Sipy,...,p sONt des diviseurs premiers deux & deux distincts de n, comme ils sont premiers, ﬂ Ap; =Apypy
j=1
4

¢ 1
P (]ﬂlA,,j) =Py p)= o= H]P(Apj).

j=1

_ — 1
(b) Les A, sont aussi indépendant, A= ﬂ Ap, P(A)= @ = I | (1— —).
peP peP p

4 Si Ay,..., A, sontindépendants, 1< p < n—1, Montrer que les événements suivants sont indépendants :

ﬂAeTﬂA UAe’rﬂA UAeTUA

i=p+1 i=p+1 i=p+1

Solution de 4 :

= Direct,

n
= Ay Ap A,,H, LA, sontindépendants, par le premier point, sont indépendants ﬂA et ﬂ A= U A; donc sontindépendants
i=1 i=p+1 i=p+1
n

ﬁAi et U Aj.

i=1 i=p+1

» idemavec Ay,...,A,, Ay, Ay
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5 On lance deux dés équilibrés, et on appelle X est la variable aléatoire égale au plus grand des nombres, Y celle du plus petit.

Déterminer la loi conjointe et les lois marginales de (X, Y).

Solution de 5 :

S~ |1 2 3 4 5 6 |loidex
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 /18 1/36 0 0 0 0 1/12
3 /18 118 /36 0 0 0 5/36
4 /18 1/18 /18 1/36 0 0 7/36
5 118 118 /18 1/18 /36 0 9/36
6 /18 1/18 /18 1/18 1/18  1/36 11/36
loide Y | 11/36 9/12 7/36 5/36 3/36 1/36 (1)

6 Soient X3, X, variables aléatoires indépendantes de loi uniforme #/(2) sur {—1,1} et X3 = X; x X,.

Montrer que X, X,, X3 sont deux & deux indépendantes, mais ne le sont pas mutuellement.
Solution de 6 :
1
P(X;=—1)=P(X; =1, X, =—1)+P(X; =—1, X, =1)= >

Donc X3 ~ %(2) sur {—1,1}.

Alors X;, X,, X3 sont indépendantes deux d deux car X; L X,
PX;=1,X;=1)=P(X;=1,X,=1)= i =P(X, =1)P(X3=1)
P(X;=—1,X3=1)=P(X; =—1, X, =—1)= i =PX; =—1)P(X3=1)
PX,=1,X=—1)=P(X;=1,X, =—1)= i =P(X; =1)P(X3=—-1)

1
P(X;=-1,X3=-1)=P(X; =-1, X, =1)= 1 =P(X;=-1)P(X3=1)

Donc X; 1 X3 ef par symétrie, X, 1 X;.
Pourtant, elles ne sont pas (mutuellement) indépendantes :

@ | —

PX;=1,X=1,X3=1)=PX;=1,X,=1)=~#

1
4

7 Si X ~ B(n,p), montrerque Y =n—X ~ B(n,q).

Probabilités
8 Soit (a,),en UNE suite strictement décroissante de réels positifs de limite nulle. Déterminer A € R tel gu’il existe une probabilité P sur
N vérifiant P({n,n+1,...})=Aa,.

Solution de 8 :

Si une telle probabilité existe, alors 1=P(N) = Aa, avec a, >0 vu les hypothéses donc A= ai.
0
Réciproguement, avec un tel lambda, si A, =[n,+oo[, alors P({n})=P(A,)—P(A,+1)=Aa, —a,41) >0 et ZM“" —ayy) Télescopique

de somme A(a—0—0)=1 d’ou I'existence de P d’aprés la propriété du cours.
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9 Sur I'univers IN*, muni de la tribu 22(IN*), montrer qu’il existe une probabilité P unique telle que pour tout n € IN*, P({n}) =

n(n+1)
Calculer P(2IN*).

Solution de 9 :

1 1 1 . ) s
On a bien que les PRy sont positifs et comment ils valent P ils sont sommables de somme (télescopique) 1—-0=1, d'ou
I’'existence de IP.
ooy 1 +00 (—1)"
Puis on calcule P(2IN*) = —— = =1—In2.
(21¥°) ; (Zk 2k + 1) nz:; n

10| Le probléme des clés Aulycée Leconte de Lisle, il y a beaucoup de serrures différentes, on vous a prété un trousseau de n

clefs pour ouvrir une porte, et vous avez oublié de demander laquelle était la bonne.
De plus, elles se ressemblent suffisamment pour qu’il soit impossible de deviner & vue laquelle est la plus plausible.
Vous les essayez donc I'une apres |'autre.
Quelle est la probabilité pour que ce soit la ke clé testée qui vous ouvre la porte (1<k<n)?

Solution de 10 : Le probléme des clés
Soit A; I'événement «la clé n°j est la bonne ».

L'événement auguel on s'intéresse est alors A, N A, N---NAr_; NAp.
D’apres la formule des probabilités composées, sa probabilité est (en modélisant chaque situation par une probabilité uniforme)

e — J— 1 1 1 1 1
P(A)P(A|A;) - P(A|A N nA ) =[1—— |[1— el —— | ————=—.
P Em)-PadAn-0m)=(1-3 (-5 ) (o) e =
Logique ou non?
] ] Dans une urne se frouvent n—1 boules blanches, 1 boule rouge. On tire, sans remise, boule apres boule. Quelle est la probabilité

pour que la boule rouge sorte de I'urne au ke tirage ?

12 Poker

Dans un jeu de 52 cartes classiques, on distribue des mains de 5 cartes. Calculer les probabilités des événements :
= QFR : « Avoir une quinte flush royale » (quinte & I’as et couleur),

= QF : « Avoir une quinte flush non royale » (quinte non royale et couleur),

= Ay « Avoir un carré » (les 4 cartes de méme valeur),

= F : «Avoir un full » (un brelan et une paire),

= C : « Avoir une couleur qui ne soit pas une quinte » (6 cartes de la méme couleur qui ne se suivent pas),
= Q : « Avoir une quinte non flush » (5 cartes qui se suivent, pas toutes de la méme couleur),

= Az : « Avoir un brelan » (exactement 3 cartes de méme valeur),

= PP : « Avoir une double paire » (2 paires ne formant pas un carré),

= A, : « Avoir une paire » (exactement 2 cartes de méme valeur),

= R:«Rien de tout ¢al».

Evénement | QFR QF Ay F c Q A PP A | R
Probabilité (%)~ | 0,00015 0,004 0,24 0,14 020 040 21 48 42 | 50

On devra trouver :

Solution de 12 : Poker
Q=24(%) ol ¢ ensemble des cartes. 2] = () =2 598 960, proba uniforme.
= IQFRI=4; PQFR)= comrs .
3
216 580"
1
4165

= |[QF|=4x9=36; P(QF)=
u |Ay|=13%x48=624; P(A,)=

6
w |[F|=13x () x12x (3) =3 744; P(F)= 1

1277
T 649 740"
5
=4°%x10—40=10200; P(Q)= —.
= Q] (Q) 1274
88

w |43 =13 x (1) x (‘) x 42 =54 912; P(43) = T

= |Cl=4x(}2)—40=5108; P(F)
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= |PP|=(5)x (4) x44=123 552; P(PP)= 198

4165’
(12 352
w A =13x(5)x () x 4% =1 098 240; P(A3)= 5
1277
= |RI=((¥)—10)(4°—4)=1302 540; P(R)= 758"

] 3 Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.

On dispose d'un test sanguin qui détecte cette maladie avec une fiabilité de 99 % lorsqu’elle est effectivement présente.
Cependant, on obtient un résultat faussement positif pour 0,1 % des personnes saines testées.
Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade sachant qu’elle a été testée positive ? Commenter.

Solution de 13 :

Sur 2 I'ensemble des personnes testées, avec la probabilité uniforme. Soit M I'événement «la personne est malade » et T I'événe-
ment « le test est positif ».
D’apres les informations dont on dispose, IP(T | M)=0,99 et ]P(T ‘ ﬁ) =1073, P(M)=10"%. Donc

P(T | M)P(M) 0,99-107°

= ~9 %.
P(T | M)P(M)+P(T | MT)P(37) 99107+ (11070107

P(M | T)=

Cela est d0 au fait que il est rare que le test soit positif (le dénominateur vaut P(T)) mais trés trés rare que I'on ait un malade (P(M)
est trés petit devant P(T)). Proportionnellement, il y a beaucoup plus de non malades testés positifs.

14| Le probléme de Monty Hall Dans un célébre jeu américain des années 70, un candidat devait choisir une porte parmi trois

sachant que derriére ces portes étaient dissimulées deux chévres et une Ferrari. Une fois le choix effectué, I’animateur qui sait ol est
la Ferrari ouvre I'une des portes non choisies par le candidat, derriere laquelle il y a une chévre. |l propose ensuite au candidat de
changer de porte. A-t-il intérét a le faire ?

Solution de 14 : Le probléme de Monty Hall

Soit F; I'événement « La Ferrari est derriére la porte numeéro i ».

Supposons par exemple, que le candidat ait choisi la porte 1.

OnaP(R)=P(E)=P(K)= % (R, B, E) est un systeme complet d’événements.

Soit A I'événement « |I’'animateur ouvre la porte numéro 3 ».

On cherche P(E, | A) pour savoir si le candidat a intérét & changer de porte. (Si I’'animateur ouvre la porte 2, le raisonnement est le
méme).

D’aprés la formule de Bayes,

PA| B)P(5)

(Al R)P(R)+P(A| B)P(R)+P(A| B)P(E)

P | A)=5

Or
= PA| R)= % car les deux portes restantes contiennent une chévre.
= P(A| BE)=1 car sila Ferrari est derriére la deuxieme porte, I’'animateur ne peut ouvrir que la froisieme porte.
= P(A| E)=0 carl'animateur ne dévoile pas la Ferrari.

Finalement, ontfrouve P(E | A) = % et| le candidat a deux fois plus de chances de gagner en changeant de porte qu’en la gardant.

En y réfléchissant bien, si on décide de changer de porte, on a au départ 2 chances de gagner (les portes ou il y a les chévres) et
1 de perdre, alors que si on décide de ne pas changer de portes, on a au départ 2 chances de perdre et 1 de gagner!

15| Distance la plus probable

On constitue une file d’attente en atftribuant au hasard des numéros d’ordre & n personnes. Pour d compris entre 1 et n—1, calculer
la probabilité que deux amis soient distants de d places (c’est-a-dire séparés par d —1 personnes.) Quelle est la distance la plus
probable ?

Méme question s’ils sont placés sur un cercle.

Solution de 15 : Distance la plus probable
Q=G,,, proba uniforme, || = n!.
Ay @ «la distance est d ».
[Agl=2%x(n—d)x(n—2)!
2(n—d)
n(n—1)

Autre possibilité : seulement la position des amis, 2= %,([1, n]). proba uniforme. || = ('2')

P(Ay)= maximale lorsque d =1 (amis cdte a cote).
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|A4l=n—d (choix du premier). D’ou le résultat.

2 2 1
Sur un cercle ;| P(A,)= n(n’i 5 =1 ne dépend pas de d, sauf si n est pair et d = 5 auquel cas | P(A,,) = 1

] 6 Une urne contient N boules de k couleurs : N; de couleur ¢;, N, de couleur c;...., Ny de couleur ¢, (on a donc N +---+ N = N).

On fire n boules et on cherche la probabilité p d’obtenir exactement n; boules de couleur ¢; pour chaque i (donc ny +---+ ng = n).
Déterminer p dans le cas d’un firage simultané, dans le cas de tirages successifs avec remise et dans le cas de firages successifs
sans remise et comparer les résultats.

Solution de 16 :

" p= N
()
n! Nln] (3 . -,
= p= (répartition pour les couleurs = comme les anagrammes).
nyleng! Nn
n n
nl ANI1 N’; .
= p=———— etonretrouve la premiére proba.
! ! AR
ny ng N

17 | Probléme des anniversaires et des coincidences

j—

. Une urne contient M jetons numérotés de 1 & M. On fire successivement n jetons avec remise. Calculer la probabilité qu’aucun
jeton ne soit tiré plus d’une fois.

2. Dans une assemblée de n personnes, quelle est la probabilité que deux personnes soient nées le méme jour (en supposant que
personne n’est né le 29 février...) ?

Application numérique pour n € {10,20,30,40,50,60,70}. A partir de quelle valeur de n cet événement est-il plus probable que son
contraire ?

Solution de 17 : Probléme des anniversaires et des coincidences

An n—1 k
1 O=[LMI", A=.a, (LMD, Pa)= 1 =g(1—ﬁ)

_ A
2. M=365,B=A, P(B)=1— 363562 . Pour les applications numériques a la calculatrice, utiliser plutdt la produit ci-dessus.

n |10 20 30 40 50 60 70
P(B)%) | 11 41 71 89 97 99,4 99,9

Pour n=22, P(B)~47,5% et pour n=23, P(B)~50,7%.

] 8 Deux joueurs s’affrontent au tir & I'arc, & four de réle, le premier qui touche la cible a gagné. Le premier joueur (qui fire le premier)

a une probabilité p; >0 de tfoucher la cible, le second une probabilité p, > 0. On suppose les tirs indépendants.
1. Calculer la probabilité que le premier tireur gagne puis celle que le second gagne.
2. En déduire qu’il est presque sar que le jeu se termine.
3. Retrouver le résultat en utilisant une continuité monotone de la probabilité, en intfroduisant I'événement A, : «Le jeu ne s’est pas
arrété au bout de n tirs de chaque joueur. »

4. On suppose que p, = gpl. Pour quelles valeurs de p, et p, le jeu est-il équitable ?

Solution de 18 :

1. Soit G, et G, de probabilités g, et g, les événements correspondant & la victoire du ler et du 2e tireur respectivement.
Soit G| et G; les événements correspondant au fait que le 16" et du 2¢ tireur touche la cible au premier tir, respectivement.
Alors -
G =G{U(GING{NG;)
car le premier joueur gagne parce qu’il a fouché la cible au premier tir, ou (exclusif) alors que les deux joueurs ont raté la cible.
La clé est que dans ce dernier cas, on se retrouve dans une situation analogue & celle de départ.
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g1 =P(G))+P(GinG{nG;)=P(G})+P(G[nG)P(G | G{nG;)=py + (01— p1)1—p2)g1,
N———
=P(Gy)
141
ntp—pipe
Pour g, le raisonnement n’est pas tout & fait symétrique, car il faut que le premier joueur ait raté sa cible une premiere fois pour
que le deuxiéme soit dans une situation analogue.

les tirs des deux joueurs étant indépendants. D'ou g, =

Onadonc| g =(1—pl)¢ quidonne g1 +g,=1: lejeus’arréte presque sdrement.
ntp—pip2

+00
2. P(A,))=(1—p)"(1—p)". (A,,) suite décroissante avec A= ﬂ A, : «le jeune s’arréte pas» donc, en passant & la limite, par continuité

n=1

décroissante, | IP(A)=0.

1 1 o 3
3. Ontrouve p; = 3 etp,= 5 en réinjectant p, = o dans g =g».

19| Probléme des rencontres

Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On les extrait successivement sans remise et aprés chaque tirage, on observe le
numéro de la boule tirée. On dit qu’il y a rencontre au ie tirage si la boule tirée porte le numéro i. On note E, I'événement «iln’y a
aucune rencontre » et pour tout i €[1, n], on note A; I'événement «il y a rencontre au i€ tirage ».

1. Définir un espace probabilisé permettant de décrire I'expérience aléatoire.

n k
) o . . L —1
2. Démontrer, en utilisant librement la formule de Poincaré (crible) que ]P(En):z ( k') .
k=0

Applications :

= Probléme des danseurs de Chicago : n couples se présentent & un concours de danse; chaque danseur choisit une partenaire
au hasard. Quelle est la probabilité que personne ne danse avec son conjoint ?

Un facteur posséde n lettres adressées & n personnes distinctes. Il les distribue au hasard. Quelle est la probabilité qu’aucune
n’arrive & destination ?

= Les étudiants de MPI décident de se faire des cadeaux pour Noél. lls mettent tous un papier portant leur nom dans la poubelle de
la salle ROO5 puis tirent successivement un papier chacun portant le nom de personne & qui ils doivent faire un cadeau. Quelle
est la probabilité que personne ne doivent se faire soi-méme un cadeau ?

= Dans un club de Bridge, n messieurs laissent leurs n cannes (foutes distinctes) au vestiaire. En repartant, ils reprennent au hasard
une canne. Quelle est la probabilité qu’aucun d’entre eux ne reprenne sa propre canne ?

Quelle est la proportion de permutations de &,, n’ayant aucun point fixe (on parle de dérangement) ?

Solution de 19 : Probléme des rencontres

Il
—
+
3
—
|
—
=
B
—
S
|
=~
=
Il
—
+
B
-
T
—
=
S
N
S
~—
—
S
|
=~
=
|
3
—
|
—
=
=
o~

n! k!  n—o+oco

Probabilités conditionnelles

20 Un canal de fransmission transmet des bits selon le modéle suivant : il fransmet fidélement un bit avec une probabilité p et de
fagon erronée avec probabilité (1—p) ot 0<p <1.

Un bit traverse n canaux de ce type successivement, et I’'on suppose que chaque canal fonctionne indépendamment des autres.
On notre x, le bit initial. Pour n € IN, on note x,, le bit aprés la traversée de n canaux, et p, la probabilité que x,, = x;.
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1. Déterminer une relation entre p,,_, et p, pour n>1.
2. En déduire une expression de p, en fonction de n et p.
3. Déterminer la limite de (p,,),,.

Solution de 20 :
Chaine de Markov

1. Probatotales: p, =p,.1+(1—p)l—pu_1)= Cp—1p,—1+1—p .

—

1
2. p,,=§+§(2p—l)" .

3. 1
2

21 Un laboratoire fabrique un alcootest et les essais montrent que

= 2 % des personnes contrélées sont en été d’ébriété ;
= 95 fois sur 100 I'alcootest a donné un résultat positif alors que la personne était en état d’ébriété ;
= 98 fois sur 100 I'alcootest a donné un résultat négatif alors que la personne n’était pas en état d’ébriété ;
1. On essaie I’appareil sur une personne et I'on constate que le résultat est positif.
Quelle est la probabilité que cette personne soit en état d’ébriété ?
2. Méme question si le résultat est négatif.
3. Quel est la probabilité que le résultat soit faux ?

Solution de 21 :

1. Bayes (P(E | T)) : 49,2 %.
2. Bayes (P(E|T)):0,1%.
3. F=(TNE)U(ENT):2,1 %.

22 Dans une urne se trouvent n boules rouges et n boules blanches.

On tire deux par deux sans remise toutes les boules de I'urne.
Quelle est la probabilité que I'on tire une boule de chaque couleur & chaque tirage ?

Solution de 22 :
On suppose construit un espace probabilisé (2, 2(£2), P) qui soit tel qu’a chaque étape les tirages soient uniformes.

E; : «Qu i€ tirage, on obtient une boule de chaque couleur ».
On va utiliser la formule des probabilités composées.

2
et P (Ei+1

d (n—iy
O Ej) = (2[1171‘)) '
Jj=1 2
n—1

o{f)5)-

Ou alors, vu le résultat obtenu : on distingue foutes les boules tirées successivement et on s’inféresse seulement aux numéros des
boules rouges. Q = 2, ([1,2n]) avec probabilité uniforme. |Q] = (2,?) et si A est I'événement les couleurs sont alternées, pour chaque

ﬁ{i,i+1}

i=1

P(E)=

n—1

(n—iy* (n—i) n! 22 2n
o (B0) _li:(!(Zn—Zi—l)_(2n—1)(2n—3)~~-1_ 2n)! _@'

=

couple de tirage successif (i,i + 1) on a deux emplacements possibles pour la boule rouge donc |A| = =2n,

23| Umede Pdlya
Une urne contient initialement r > 1 boules rouges et b > 1 boules blanches.
On effectue des firages susccessifs d'une boule, en remettant aprés chaque tirage la boule tirée dans I'urne avec en plus ¢ > 0

boules de la méme couleur.
Pour n>1, on note R, (resp. B,) I'événement «la ne boule tirée est rouge (resp. blanche) ».

1. Quelle est la probabilité que la premiére boule firée soit rouge sachant que la seconde boule tirée est rouge ?

2. On note p,(r, b) le probabilité d’obtenir une boule rouge au re tirage quand I'urne contient initialement r boules rouges et b
boules blanches. Montrer que

VYn>2, pn(r,b)=%
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3. En déduire que pour fout n € IN*, la probabilité de R,, est égale & #

r(r+c)
(r+b)r+b+c)
On pourra noter p,, ,(r,b) la probabilité d’obtenir des boules rouges aux me et ne tirages, quand I’'urne contient initialement r
boules rouges et b boules blanches, et raisonner par récurrence sur m.

5. En déduire la probabilité de R,, N B,.

4. Démontrer en utilisant la méme méthode que pour 1< m<n, P(R,,NR,)=

Solution de 23 : Urne de Pdlya

Indications: 1. Bayes: i.
r+c+b
2. Proba fotales (Ry, R, ).
3. Récurrence.
4.
5. P(R,NB,)= br

(r+b)r+b+c)

Corrigé : 1. Formule de Bayes : (R, By) est un systéme complet d’'événements

P(Ry|R,)P(R;)

PO = B Ry PR, + PLRo| BOP(BY)

(probabilités non nulles vu ce qui suit), chaque tirage se faisant uniformément.
r

= Au premier tirage, r boules rouges et b boules blanches. P(B;) = rL et P(R))=

+b r+b’
PN s . . r+c

= Sachant que R; estréalisé,I’'urne au deuxiéme tirage contient r+c boules rouges et b boules blanches donc P(R,|R;) = TThic
r c

= Sachant que B, estréalisé, |’'urne au deuxiéme tirage contient r boules rouges et b+c boules blanches donc P(R,|B;) = Tihic
r c

r+c r
T+ b+c r+c
Finalement, P(R,|R,) = rtbtc r+b = .
(R1|Ry) r+c r r b r+c+b

—_— +7.
r+b+c r+b r+b+c r+b
r+c

Donc P(R;|R;)=P(Ry|R))= ———.
(Ry|Rp)= PRyl Ry) = ————

2. On peut appliquer la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (Ry, B ) :
P(R,)=P(R,|R)P(Ry)+ P(R,|B)P(By).

— b r
Or P(R,,) = pu(r, b) par définition, IP(B;) = D et P(Ry)= e

De plus, I'expérience qui consiste & tfirer une boule rouge au rne tirage sachant qu’on avait tiré une boule rouge au premier tirage
avec r boules rouges et b boules blanches est exactement la méme que celle qui consiste A tirer une boule rouge au n—1¢
tirage & partir d’une urne contenant r+ ¢ boules rouges et b boules blanches. Ainsi, P(R,,|R;) = p,,_1(r + ¢, b). De la méme maniére,
P(Ry|B1)= pp1(r, b +c).

(r,b+c).

i b
Finalement, p,(r,b)= mP;H

;
ml’n—l(H-CybH

3. Parrécurrence sur n, P(R)) = p1(r,b) = r+;b et si pour un n > 2, pour tous r et b, p,_1(r,b) = r-ﬁ-Lb alors d’aprés la question

précédente,

ce qui établit la récurrence. Donc| pour tout n, P(R,)= 5

Remarquable! Méme si le contenu de I'urne change, la probabilité d’obtenir une boule rouge & chaque tirage ne change pas!

4. De la méme maniére, si n > m > 2, on a P(R, N R,) = P(R,, N R,|R)P(R,) + P(R,, N R,|B)P(B,), aveC P(R,, N Ry) = pm.n(r, D),
P(Ry N Ry|RY) = py—1,n—1(r +c,b) et P(R,, N R,|B;)= Pm-1,n-1(1, b +¢). Donc

r b
pm,n(rr b): mpmfl,nfl(r"‘ c, b)+ Hibpmfl,nfl(rv b + C)~

On montre par récurrence sur m > 1 que pour tous r et b et tout n>m,

_ r(r+c)
[”mvn("b)— (+b)(+b+)}
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24

. . +
Sim=1,sin>1, pyu(rb)=P(R, ﬂRn):]P(Ranl)IP(Rl)zpn(r+c,b)r+% = %,

Sic’est vraipour m—1,etsin>m,alorsn—1>m—1 et

r b
Pmn(r,b)= mpm—l,n—l(f +c,b)+ mpm—l,n—l(rv b+c)

T (r+c)(r+2c) b r(r+c)
r+b (ribioribi2c) r4b bt tbrze)
r(r+c)

“r+b)r+b+c)

ce qui établit la récurrence.
Remarquable! A nouveau, c’est indépendant de n et m.

Via la formule des probabilités composées, on obtient par la méme occasion que P(R,|R,,) ne dépendant ni de r, ni de m.

5. Comme (R,, B,) est un systéme complet d’événements,

_ _ _r r(r+c) _ rb
PRy 0 By) J=P(R) =P (R N Re) = T = O 7T b v0) | G b)rtb+c)

Méme remarque.

Trois joueurs A, B, C s’affrontent & un jeu aléatoire suivant les regles suivantes :

= & chaque partie, deux joueurs s’ affrontent et chacun peut gagner avec la méme probabilité,

= le gagnant de la partie précédente et le joueur n’ayant pas participé s’ affrontent & la partie suivante.
Est déclaré vainqueur celui qui gagne deux parties de suite.

1. Montrer que le jeu s’arréte presque sdrement.
2. A et B s’affrontent en premier. Quelles sont les probabilités de gain de chaque joueur?

Solution de 24 :

PR T 1
1. Soit N la variable aléatoire du nombre de partie jouées. Alors P(N>n+1| N > n)= 3

| 1 n—2
Avec les probas composées, P(N > n)= (5) .

+00
Par continuité décroissante, A= ﬂ(N > n) événement « on ne s'arréte pas»,  P(A)=0 en passant a la limite.

n=1

2. Gy. Gg, G¢ les événements des gains de A, B, C.

1 n—2
L'événement «le jeu s’arréte au bout de n parties» : (N = n)=(N > n)\ (N > n+1) est de probabilité (5) —(

comme le jeu s’arréte, on n’a plus le choix pour le dernier gagnant, il doit étre égal & I'avant-dernier.

A; « A gagne la premiére partie». On a alorsunjeuen A, C,B, A, C,B, ... A,C,B, A, A: 3k +2 parfies jouées.

]P(GAlAl): P(GAlN:3k+2): (*) = ==-.
— i\ 2 21-1/8 7

Puis, avecunjeuenB,C,A,B,C A, ...B,C, A A:3k+1 parties jouées.

+00 +00 13k 1 1 1
P(Gy|Ay)= PG,y | N=3k+1)= V1 _1
(Ga 1 Ay) E (Ga | +1) E(z) Yt
k=0 k=1
14 11 5
Donc P(Gy)==-=4=--==
27 27 14

Puis P(Gg)=P(Gy4) et IP(Gc) =1—1P(G4)—P(Gg).

25 Fabriquer une piéce équilibrée

On dispose d'une piece dont on en sait pas si elle est équilibrée ou non.
Proposer un protocole permettant, en I'utilisant, de simuler une piéce équilibrée.

Solution de 25 : Fabriquer une piéce équilibrée

C’est simple (mais astucieux).
(%) On lance deux fois la piece
(xx) Si on tombe sur PF, on renvoie pile, si on tombe sur FP on renvoie face.
(**x) Sinon (PP ou FF) on recommence en (x)
Ca donne bien une piece équilibrée.

Probabilités - page 9
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Indépendance

26| Oral CCINP - Loi du 0-1 de Borel-Cantelli
Soit (An)new une suite d evenemenTs indépendants. On suppose que pour fout k€ IN, P(Ag)#1.

Posons B, = UAk B= UAk et u, =P(B,).

1. DémonTrer que la sufre (u,) converge vers P(B).

2. Démontrer que les séries zln (1-1P(A,)) et Z]P ) sont de méme nature.

3. En déduire que P(B) < 1 si et seulement si Z]P ) converge.

+00 (+00
4. Soit 1= (U Ak). Démontrer que IP(I) =0 si et seulement si P(B) < 1, et que P(I) ne peut valoir que 0 ou 1.
n=0 \k=n

Donner une signification de la réalisation de 1.

Solution de 26 : Oral CCINP - Loi du 0-1 de Borel-Cantelli
On suppose que pour tout ke IN, P(Ag) # 1.

1. La suite (B,),, étant croissante pour I'inclusion, par propriété de continuité croissante,

SV

n=0

2. Soit IP(A,,) /A~ 0 et alors In(1—1P(A,,)) /~ 0 et les deux séries divergent grossierement, soit IP(4,,) — 0 et In(1—1P(4,))~ P(A,,) > 0 donc par
comparaison de séries & ‘rermes positifs,  les deux séries ont méme nature.
C’est donc toujours le cas.

3. Soit n e N. En utilisant I'indépendance des 4,,,

Zlnl P(Ap) ln(knoIP )_m( (ﬂAk))

In(1-P(B)) siP(B)<1

=In(1-P(B,) ——
n( () n—+0o {—oo sinon

Avec la question précédente, on a bien | P(B)< 1 si et seulement si Z]P ) converge.

+00
4. On pose, pournelN, C, = U Ag. Alors (Cy),, est décroissante, donc par continuité décroissante, P(C,) P(I).

k=n

n—+00

m
Posons, pour n,melN, C" = U Ay. Par continuité croissante, P(C/") —— P(C,,).

m—-+00
k=n

Puis, comme dans la question précédente,

k=n k=n k=n
In(1-1P(C,)) siP(C,)<1
zln(l—IP(CVT))—W_‘%o {_Oo " Sinon”

= SiP(B)< 1, alors par croissance, pour tout n €N, P(C,) <1 donc Zln(l—IP(Ak)) converge et
k=n

1—P(C,) = eXkon I-PUA) 60—

comme reste d’une série convergente. On a donc P(I)=0 par unicité de la limite.
= SilP(B)=1, avec les deux questions précédentes, Zln(l—IP(A,,)) diverge, et c’est aussile cas, pour tout n € IN, de Z In(1—P(Ag)).
k=n
—o0, donc P(C,)=1 pour fout n €N et donc P(I)=

Comme c’est une série & terme négatifs, In(1—-1P(C")) —

On a donc bien
P(I)=0 si et seulement si P(B)< 1, et IP(I)=1 lorsque ce n’est pas le cas.

I est réalisé se traduit par la réalisation d’une infinité de A,,.
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27 | Loizeta; grand classique de I'écrit Soit s €]1,+00[, A€ R.

j—

A
. Pour quelles valeurs de A peut-on définir une probabilité sur (IN*, 2 (IN*)) en posant P({n})= Py pour n e IN*?

2. Si meIN*, on note A,, I'événement « n est multiple de m ». Déterminer P(4,,).
3. On notfe # I'ensemble des nombres premiers. Montrer que (A sont indépendants.

4. En déduire que l_[ e _Z ns
pew’ n=1

5. Application de cette formule

P)pe{?

On se propose en application de prouver que la série Z — desinverses des nombres premiers diverge. On raisonne par |’absurde
Pn
n=1
. 1 L |
en supposant que la série Z — converge. On pose pour tout n € IN*, u, :1_[ —
w51 Pn k=1"""pr
Justifier que la suite (u,) converge vers un réel £ et que I'on a pour tout réel s > 1, £>{(s)

Conclure.

Solution de 27 : Loi Zeta; grand classique de I'écrit

1. On peut définir une probabilité & condition que la famille (%) soit sommable de somme 1. C’estle caslorsque s>1et A= 5
nelN*

2. Il fallait plutdt lire « n est un multiple de m ».

1

3. Sipi,..., p sONt premiers, A, N---NA, =Ap ..p,-
Avec la question précédente,
1 n
P(Ap NNAp, )=P(Ap.p, )= ———5 =
(P1"'pn) k=1

=

=u| =
-

Il

L

donc | les A, pour p € 2 sont indépendants.

4, On souhaite montrer que l_[ (1_%) %

o] (1— —) [ [ »(4,) qui est un produit infini.
pPEP pPEP
Mais les A,, sont indépendants, donc si on considére les n premiers nombres premiers py, ..., p,.

[1(1-)-TTem-v((\% ) —=e ([ - ( 0 7)

k=1 k=1 pe?

peEP

par continuité décroissante.
Orne (| A, < nn’a aucun diviseur premier <= n=1.

pEP
1 , 1 1
Donc l!;!} (1— —) P({1})= ﬁ et, finalement, ,,I;L (1_ E) =%

< 1 1 1 1
5. On a pour tout n € N*, Inu,, = —Zln(l—p—) avec p— — 0 donc —ln(l—p—) ~ p— donc (Inu,), converge par comparaison de
=1 k n n n

séries & termes positifs. Donc, par continuité de I'exponentielle, u,, — ¢.

et lorsque n — +oo, £ {(s).

) 1 1 1
Puis, pour tout s > 1 et fout neIN*, 0<1—-— <1-—,donc u, > I I
Pn Pn k=1 17 ps
k

1
Or il est classique que (s )—1—» +00. En effet, une comparaison série-intégrale permet d’obtenir ' que ¢(s) N30T

s—1- §—

n

1
Autre rédaction possible : pour tout n €N, E o <{(s)<t donc lorsque s — 1, E % < ¢, ce qui est contradictoire.
k=1 k=1

: . 1
Finalement, | la série Z — diverge.

n=1

1. Le sujet CCINP 2021 le faisait remontrer quelques questions avant
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28 Temps d’aftente On lance une piéce avec la probabilité p €]0,1] de faire pile. On note A4, I'événement « On obtient pour la

premiére fois deux piles consécutifs lors du n® lancer » et I'on désire calculer sa probabilité a,,.

1. Déterminer a,, a,. as.
2. Exprimer a,,, en fonction de a,, et a,; pour n>1.

+00
3. Calculer Z“" et interpréter le résultat obtenu.

n=1

Solution de 28 : Temps d’attente
Pour n € IN*, on infroduit I'événement P, = «On obtient pile lors du ne lancemn Les événements P, sont indépendants et chacun de
probabilité p.

1. Immédiatement, A; =@ et donc | a; =0.
Aussi, A, = PN P,. Par indépendance des lancers, a, =P (P,)P(P,)=p?. Enfin, A;=P,nP,NP; ce quidonne  az=(1—p)p>.
2. Considérons les résultats des deux premiers lancers :
PP,PE,RP et BB
On forme un le systeme complet d’événements en regroupant
PP,PE et F=RPBURE.
Par translation du probleme,
P(Ani2 | R)=P(Ap1) et PAp2 | AER)=P(A4,)
tandis que
P(Ap42| PP)=0.
Par la formule des probabilités totales,
Any2=0xp*+ay, x p(1—p)+an(1—p)
soit encore
Ap42 =(1_p)an+1 +P(1—P)an-

3. Les événements A,, étant deux & deux incompatibles,

ioan :fP(An):IP( U A,,)
n=1 n=1

nelNx

Notons S cette valeur (élément de [0,1] ). En sosmmant pour n € IN* la relation de la question précédente, on obtient

+00 +0o +00
Y na=(1=p)> an+(1-p)> an
n=1 n=1 n=1
ce qui donne par franslation d‘indice
+00 +00 +00
> an=0=p)> a,+1-p)> a,
n=3 n=2 n=1

On en déduit
S—(a1+ax)=(1-p)(S—a))+p(1—p)S.

On entire | S=1:il est quasi-certain que deux piles consécutifs apparaissent.

29 | Marche aléatoire (écrit E3A) Le but de cet exercice est de modéliser le trajet d'un piéton dans une grande ville dont les

rues se croisent & angle droit.

A New-York, dans le quartier de Manhattan, un piéton voit au loin, dans la direction du Nord, le gratte-ciel Empire State Building
sous un angle de 45 degrés vers |'Est.

A chaque croisement de rues, le piéton choisit daller soit vers le Nord (N), soit vers I'Est (E).

On appelle étape le déplacement du piéton entre deux croisements consécutifs. Soit ¢ un entier naturel non nul. Un trajet de ¢
étapes est représenté par une suite (uy, u,, ..., u;) avec, pour tout entier i compris entre 1 et ¢, u; = E si, au i-eme croisement, le piéton
s’est dirigé vers I'Est et u; = N si, au i-eme croisement, le piéton s’est dirigé vers le Nord.

On définit I'origine du repére au point de départ du piéton, chaque croisement du trajet a pour coordonnées (x, y) ou x représente
le nombre de rues vers I'Est depuis I'origine et y le nombre de rues vers le Nord toujours depuis I'origine, les croisements se situent &
égales distances. A chague trajet de ¢ étapes (¢ est un entier naturel non nul) on associe le chemin passant par la suite des points de
coordonnées (xi, yx) pour 0 < k < ¢ définies par récurrence par :

= Xp=)=0
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(X1, Y1 +1)  Si o we=N

.POUTISng,(xka’k):{(xk_1+1,yk_]) Si ur=E

La figure ci-jointe illustre un trajet de 18 étapes du piéton.
Empire State Building —

4

N

L 4

v

Départ

Le trojet est (N, E, N, E,E.N, N, E,E,E,N, N, E, N, N, E, E, N)

1. (a) En remarguant qu’d chaque étape on a deux choix possibles, déterminer le nombre de trajets comportant exactement ¢
étapes ou £ € IN*,
(b) Le nombre de chemins reliant I'origine au point de coordonnées (3,2) est égal au nombre de trajets de cing étapes compor-
tant deux étapes N et trois étapes E, en déduire le nombre de tfrajets reliant I’origine au point de coordonnées (3,2).
(c) Plus généralement, soit un point M de coordonnées (a, b) avec (a, b) #(0,0), déterminer le nombre de chemins reliant I'origine
& ce point M.

2. Pour n e N*, on appelle U, I'éveénement « Le chemin passe pour la premiere fois & I'étape 2n par un point de la droite A d’équation
y =x.» On pourra noter Ny I'événement « & I'étape k, le déplacement se fait vers le Nord » et E; I'événement «a |'étape k, le
déplacement se fait vers I'Est. »

(a) Calculer la probabilité de I'évenement U;.
(b) Soient quatre entiers naturels a, b, ¢,d, on note C((;_f)) I’ensemble des chemins reliant le point de coordonnées (a, b) au point

de coordonnées (c,d). Déterminer le cardinal de I'ensemble C((O”l_)l'”’ des chemins reliant le point de coordonnées (0,1) au

point de coordonnées (n—1,n) pour n>2.

(c) Soit n > 2. Justifier brievement que le nombre de chemins reliant le point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées
(n—1,n) et coupant la droite d’équation y = x est €égal au nombre de chemins reliant le point de coordonnées (1,0) au point
de coordonnées (n—1, n). En déduire le nombre de chemins reliant le point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées
(n—1, n) et coupant la droite d’équation y = x.

Soient quatre entiers naturels a, b, ¢,d, on note T(if,‘:)) I’ensemble des chemins reliant le point de coordonnées (a, b) au point de
coordonnéss (¢, d) ne coupant pas la droite d’équation y = x.

(d) En déduire le cardinal de I'ensemble T(gf'l’)l'”) des chemins reliant le point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées
(n—1,n) ne coupant pas la droite d’équation y = x.

(e) Déterminer de méme le cardinal de I’'ensemble T((lf‘d)"’” des chemins reliant le point de coordonnées (1,0) au point de coor-
données (n,n—1) ne coupant pas la droite d’équation y = x.

(f) En déduire que pour tout entier nelN, n>2:
1 (2n—2)

PU)= 221 " 1 (n—=1)

puis que

1x3%x5x...x(2n—3)
PU)= 2x4%...xX2n ’

3. On considére la suite (v,,) définie par : Yn e IN*, v, =P(U,).

(a) Déterminer le réel a tel que :
1
1n(—""“) - g+o(—).
v, )n—toon n2

(b) En appliquant la comparaison série-intégrale, montrer qu’il existe une constante y réelle telle que :

=

—1

1
Do M)y Ho0(1).

I
—

n
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(c) En calculant de deux maniéres différentes la somme Z ln( ntl

n=1

) montrer qu’il existe une constante k > 0 telle que :

n

k.
N N—+oo N%
+00
(d) Montrerque : YreN,n>2,v,,, =2n—1)v,—(2n+1)v,,;. en déduire la somme de la série Z]P ), que peut-on en déduire ?
n=1

Solution de 29 : Marche aléatoire (écrit E3A)

1. (0) D’apreés I'indication de I'énoncé, le nombre cherché est directement | 2¢,

5\ 5-4
(b) Il suffit de placer, par exemple, les deux N parmi les cing étapes :ily a ( ) = 10 frajets possibles.

2)" 2

(c) De méme, le nombre de chemins reliant I'origine & M(a, b) est (a Z h) = (u Z b)-

2. (a) Pour que le chemin traverse A pour la premiére fois & I'étape 2, les seuls chemins possibles sont « N, E » et « E, N », qui aménent
en (1,1) (remarguons que si on est en (a, b), on y est au bout de a+ b étapes car on ne fait que monter ou aller & droite).
Le sujet semble sous-entendre que le choix du piéton & chaque croisement est uniforme.

2 1
On calcule alors | P(Uy) = =
222

(b) Par aller du point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées (n—1, n), il faut aller n—1 fois au Nord et n—1 fois & I'Est.

Le nombre de chemin correspond au nombre de fagon de placer les n—1 Nord parmi les 2n—2 déplacement soit ‘C(” L) -

(¢) Onremarque que chaque cheminreliant (1,0) & (n—1, n) coupe nécessairement la droite A : y = x. Soit (a, a) le point d’abscisse
minimale sur ce chemin.

Alors en prenant le symétrique de la partie du chemin entre (1,0) et (a, a) par rapport & A et en gardant la partie du chemin

entre (a,a) et (n—1, n) (& voir sur un dessin!), on obtient un chemin entre (0,1) et (n—1, n) coupant A, pour la premiére fois, en

(a,a).

On obtient ainsi une bijection entre les chemins reliant (1,0) & (n—1,n) et les chemins reliant (0,1) & (rn—1,r) coupant A,
dont les nombres sont égaux.

Ainsi, le nombre de chemins reliant le point de coordonnées (0,1) au point de coordonnées (n—1,n) et coupant A est

(n— ln 2n—2 A . . . P
C = 2 sur le méme principe que la question précédente.

(d

=

Vu la question précédente, on a immédiatement que

(n—1,n)
765

n—1,n)
‘Con

_‘Cn 1,n)

FC)-0)

2n—2\ [(2n—2
Par symétrie (par rapport & A), on a directement aussi ‘T” e 1)‘—( " )—( " )

e
( 1.0) n—1 n—2

~

(f

=

Si le chemin passe pour la premiére fois par A & I'étape 2n, ¢’est forcément au point de coordonnées (n, n) car le nombre
d’étapes est foujours donné par la somme des coordonnées du point.

Il'y a alors deux cas disjoints possible :

= Soit on a commencé par E et il faut relier le point (1,0) au point (n, n—1) sans croiser A et nécessairement terminer par un
N (événement A).
= Soit on a commencé par N et il faut relier le point (0,1) au point (n—1, n) sans croiser A et nécessairement terminer par un
E (événement B).
La formule des probabilités totales s’applique au systéme complet d’événements (N, E;) et donne (avec P probabilité uni-
forme sur les chemins) :
P(U,) =P(UIN1)P(Ny) + P(U, | E1)P(E))

(gno,)n 1‘ )Tn 1,n)

22n—1 22n—1

1 2n—2 2n—2
=z (v )- ()
1 2n=2) (2n-=2}\_  (2n-1)
= 22n—1 ((n—l)!z h (n—2)!n!)_ 22n—-2pl(n—1)!

= 2 (PLA)+R(B) = 5

Aprés |I'étape 1, il reste 2n—1 étapes.

(n—(n—1))
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1 2n—-2)!

Finalement, ]P(U”)Izer xm. Puis
2-n-(2n—2)! (2n)! 1x3x5x...x(2n—1)
P(U,)= 7= 7 =
(2n-n!) 2n—1)(2x4x---x2n)* (2n—1)2x4x---x2n)

Donc P(U,)=

2n—1 2n—1 1—o 1 1 1
3. (a) On calcule 21 = 2" donCln(V"H):ln( " ) In ( 2"):————4—0(—)

©

(c

(d

)

)

=

1x3%x5x...x(2n—3)
2x4x...x2n '

Uy 2n+2
3 1
et enfin ln( ntl ) == O(—)
vy 2n n2

La fonction x — — étant décroissante, continue et positive sur [1,+oo[, un résultat du programme corollaire & la comparaison
X

s . "odr 1
série-intégrale nous dit que w,, = < est le ferme général d’une série convergente (avec n > 2). Appelons ¢ sa somme.

n—1

2n+2 1+

n

N th N 1 N 1
Onoolorsg wn:f T_E —:lnN—lnl—E —+1—+>18
n n n—+00

n=2 1 n=2 n=1

N
1
Ainsi, en notant y =1—¢, on obtient —=InN+7y+ o (1)
; n N—+00

D’une part, en tant que somme télescopique, on a déja

N—

1
Z ( ntl )_ln(vN)—ln(vl):ln UN—ln(E)zln vy +1n2

=1 VL
d’apreés la question 3.a.

D’autre part, avec la question 4.a, en notant ¢, —ln( Unil ) 3

1 . s
+ o onalt,|=0 (—2) donc, par comparaison de séries & fermes
Uy n n

généraux posififs, la série de Riemann Z — étant convergente, Z t, est absolument convergente donc convergente vers
n
N—-1

un réel s et Z t,=S+o(1).
n=1

3¢ 3 3 3 3

Alors Zln( "“) EN 4 St0(1)=—SIn(N—1)—>y+S+0o(1) d’ol finalement In vy =—= In(N — 1)+ a, ol a,, »—=7+S—In2.
vy 24&n 2 2 2 2
3 3

—In(N—1)+a, e% k . ——7+S-In2 L , .

Finalement, vy =e 2 =—5 6t uyy~—5 olk=e 2 > 0, par continuité de I'exponentielle.
Nz Nz
. 2n—1 .
Soit n>2. Comme v,4; = a2l 2n+2)v,41 =2n—1)v, et on a bien
n

Uny1 =02n—1)v, —(2n +1)vp,.

Alors, la série Z v, étant effectivement convergente par comparaison & une série de Riemann vu la question précédente,

mais aussi par télescopage vu ce qui précéde, la question précédente permettant de voir que (2n—1)v, ~ Wi donc
2n-1)v,—0

+00 +00 +00 +00
Z]P(U")ZZ v, =0+ VZ+Z Vpt1 =01+ UZ+Z((2n—1)vn—(2(n+ 1)—1)U,,+1)= n+1+3n=v+41,
n=1 n=2 n=2

1 1 +00
Et comme v, =P(U;) = (ques’rlon 3.0) et v, =P(lh)= vl (question 3.f), on obtient Z]P(Un):

n=1

+00 oo
Comme les U, sont deux & deux disjoints, P ( |_| U,,) = Z P(U,)=

n=1

On en déduit qu’ | il est presque sar que notre piéton passe par la droite A.
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Variables aléatoires

30 Soit X,Y,Z, T quatre variables aléatoires discrétes indépendantes définies sur un espace probabilisé (,.<7,P). On suppose que

X,Y,Z, T suivent toutes une loi uniforme sur {—1,1}. On pose

1 (X Y
u-25(z 1)
1. (a) Calculer E(det(M)).
(b) Justifier que les variables aléatoires det(M) et —det(M) suivent la méme loi.
(c) Calculer V(det(M)).
2. (a) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice orthogonale.
(b) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice inversible.
(c) Calculer la probabilité pour que M soit une matrice diagonalisable.

Solution de 30 :

=0 par linéarité et indépendance.

1. (0) E(det(M))= EG (XT— YZ)) _EX )E(T);E(Y)E(Z )
(b) On vérifie que det(M)(Q) ={0,—1,1} et la définition de I'espérance (nulle) donne alors le résultat.
Ou alors on vérifie que P(detM =1)=P(XT=1,ZY =—1) et P(detM =1)=P(XT =—1,ZY =1) et les probabilités sont &gales pour
des raisons de symétrie.
Ou alors on voit que —det(M) est la variable aléatoire obtenue en changeant X en —X et Z en —Z ce qui ne change pas la
loi car—X, Y,—Z, T sont indépendantes et de méme loi uniforme que X,Y,Z, T.

(c) Vula premiére question, V(det(M)):E(det(M)z): %(I—E(X YZT))= % (1-EX)E(Y)EZ)E(T)) = 1 par indépendance.

T2
2. (Q)
PMeo@2)=P(X*+2*°=Y?+T?*=1,XY+ZT=0)=P(XY +ZT =0)
=PXY=1,ZT=-1)+P(XY=-1,ZT =1)
=2P(XY=1,ZT=-1) par symétrie
=2P(XY=1)P(ZT =-1) par lemme des coalition
avec P(XY=1)=PX=1)P(Y =1)+P(X=-1)P(Y =—1)= % etP(ZT=-1)= % par symétrie.
Finalement, P(M € 0(2))= %

1
() P(M € 4.2,(R))=P(detM =1)+P(detM =—1)=2P(detM =1)=2P(XT=—1,ZY =1)= 5 par symétrie vu le calcul précédent.
©) ym(A)=A2—tr(M)A+det M.

1
lercas XT=1etYZ=1: ypy(A)=2%+ ﬁ)t scindé simple donc M est diagonalisable.

1
2¢cas XT=1etYZ=—1: ypy(A)=2%% —Z)L+1 & discriminant <0 : M est diagonalisable dans € mais pas dans R.

7
3ecas XT=-1et YZ=1: yu(A)=2%-1 scindé simple donc M est diagonalisable.

4ecas XT=-1et YZ=-1: yy(A)=2? donc M n’est pas diagonalisable car non nulle.

Finalement, la probabilité que M soit diagonalisable est % dans R et Z dans C.

Autre raisonnement possible :

= Si Y =Z,la matrice symétrique réelle est diagonalisable cela arrive & probabilité P(YZ=1)=1/2.

= Sinon, (Y Z =—1) etle polynéme caractéristique de v2M est A2—(X+T)A+(X T+1) et on sépare le cas X T = 1 (diagonalisable
seulement dans C) ou X T =—1 (non diagonalisable) ...

-
N

+

N =

D’ou la probabilité d’étre diagonalisable dans R : % et la probabilité de I'étre dans C :
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31| Taux de panne — Oral CCINP soient (©,.¢/,P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur Q et & valeurs

dans IN* vérifiant
VnelN*, P(X>n)>0.

On définit le taux de panne de X par la suite (x,,),s; avec

x,=P(X=n|X2>n).

1
1. Montrer que sil'on pose P(Y =n)= PR pour tout n € IN*, on définit une loi de probabilité.

Déterminer le taux de panne de Y.
2. Dans le cas général, établir

n—1
vnz2 Px=n)=| |0-x)
1

=
Il

3. En déduire une expression de P(X = n) en fonction des x;. valable pour tout n>1.
4, Déterminer les variables aléatoires discrétes a faux de panne constant.

Solution de 31 : Taux de panne - Oral CCINP

1
1. La famille (m) est une famille de réels positifs de somme 1 puisque
nelN*
1 =1 1 ) 1
ng*m—;(;‘nﬂ)—lwkffwm—l
1
La famille (m) est donc une distribution de probabilités : elle détermine une loi de probabilité. | Onnote (y,,)n>1 le taux
nelN*

de panne de Y. Pour n € IN*,

et donc

P(Y 1Y>n) P(Y=nnY=>n) P(Y=n) 1
= =n >n)= = = .
n P(Y > n) P(Y>n) n+l

2. Par récurrence, on établit la formule pour fout n e N* (et non seulement n>2).

Pour n =1, la formule est valable puisque qu’un produit vide vaut 1 . Supposons la propriété vraie au rang n > 1. Par la formule
des probabilités composées,
P(X>n+1)=P(X > n)—P(X =n)

=PX>2n)-PX=n|X2nP(X>n)

=P(X>n)(1—x)=] Ja-x0.

k=1
La récurrence est établie.
3. Pourtoutn>1,
n—1
P(X=n)=P(X=n|X>nP(X>n)=x,| [(1-x).
k=1

4. Une variable aléatoire & taux de panne constant p vérifie
YnelN*, P(X=n)=p1—p)"!

Puisque p est une probabilité conditionnelle, on a p €[0,1]. Nécessairement p #0 et p #1 pour que X vérifie la condition énoncée
initialement. La variable X suit donc une loi géométrique de parameétre p.

Inversement, supposons que X suive une loi géométrique de paramétre p €]0,1[. On a P(X > n)=(1—p)*~! pour fout n > 1 puis

P(X=n)

=X >n)

=p

Le faux de panne de X est constant.

Les variables aléatoires discrétes & taux de panne constant sont donc les variables aléatoires suivant une loi géométrique, dont
le paramétre correspond au taux de panne.
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32| Loide Pascal

Soit (X,,),en+ Une suite de variables aléatoires définies sur I’'espace probabilisé (2,.<7, P), indépendantes, de méme loi géométrique
n

sur IN* de parameétre p. Pour tfout n € IN*, on définit la variable aléatoire S, par S, :ZX]».
j=1
1. Calculer la loi de la variable aléatoire S,.

k—1
2. Monftrer que pour0<n<k, Z( ) ( " )

M

k—1 1
On pourra par exemple introduire P(x)= (Z( )) ",

=1 \j=n

3. Calculer par récurrence la loi de la variable aléatoire S,,.

4. On joue & Pile ou Face; on note T, le numéro du n-ieme tirage Pile. Déterminer la loi de T, (loi de Pascal). Combien vaut
I'espérance de T, ?

La loi géométrique donne le temps d’attente de la premiere occurrence d’un événement, la loi que I'on vient de trouver, dite
«loi de Pascal », donne le temps d’attente de la n® occurrence de cet événement.

Solution de 32 : Loi de Pascal

1. S, est a valeurs dans [2,+00], et pour tout k €[2,+00], X, et X, étant indépendantes,

k—1 k—
P(S, = k) =P(X, + Xp =k)= > P(X; = )P(Xp = k— ] =Z a7 pg I = (k—1)p?q*?
=

._.
\ I

2. Pour x #0,

-1\, k-1 J i-1 ., k=1 . 1—(x+1)k1 _ S n
P(x)= n—l)x :ZZ(n_l)x :Zx(x+l)’ 1=xm=(x+1)]C 1_122( n )x

1<n<jsk1( n=1

Puis deux polyndmes coincidant sur une infinité de valeurs sont égaux, par unicité des coefficient, on obtient la formule deman-
dée.
Remarque : c’est une technique de type série génératrice, mais avec des sommes finies!
3. Ona P, =k)=PX; =k)=pg* et P(S, = k)= (k—1)p2g*~2... On voit un pattern, mais quid du ccefficient ?
On peut se rassurer avec, pour k =3, avec S, 1 X3 (lemme des coalitions)

k—1 k—1

(k=1)(k—2) 5 .

P(S=k)=P(S;+ X3 = k)= Y P(S; = j)P(Xs =k—[)=D (j=Dp*q) P pg" ™ = ———=—=p*¢"™
Jj=2 j=2

Cette fois c’est plus clair et on conjecture, pour fout n e IN*, #(n) : «Vk € [n,+oo[, P(S,=k)= (::1);7"6]’6*" » et le calcul précédent

nous donne la marche & suivre pour I'hérédité.

La récurrence est déjd initialisée trois fois et si on fixe n € N* fel que 2 (n) est vrai, alors, Yk e[n+1,+00[, ,avec S, 1 X, ;; (lemme
des codlitions)

k—1 1
k—1 -
P(Su1=K)=P(S, + X1 = k)= > P(Sy = jIP(Xps1 =k — ) =Z( )p a’"pa* ( " )2;:"“:1’“ oy

j=n j=n
avec la question précédente.

4, T, est & valeurs dans [n,+oo] et si k €[n,+00], avoir T, = k, c’est avoir tiré pile au ke tirage, et parmi les k—1 premiers tirages avoir
tiré exactement n—1 fois pile et et k—n fois face.

En notant (X,,),.en+ 10 suite de vaiid de loi 8(p) des résultats & chaque tirage,

k—1 _
P(T,=k)= > PXi=x)PXe = 5P, =1)= (n_l)p”qk "
X150 Xg—1 €{0,1}
dont n—1 valent 1

Et vu le calcul des questions précédentes, on peut déterminer I'espérance (qui ne dépend que de la loi) en utilisant S,, :

E(T,)=E(S,)=nE(X;)= —
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33| Le probléme du collectionneur

Un écolier collectionne des images. Il y a en tout n images différentes. L'écolier achéte chaque jour une pochette ; chaque po-
chette contient une image, qui augmente sa collection d’une unité s’il ne la possédait pas déja. On suppose bien sar que lorsqu’on
achete une pochette, la probabilité d’y trouver I'image i (1<i<n)est1/n.

1. Supposons que la collection de I'écolier contienne déja k—1images (2 < k < n). On note L; le nombre de pochettes que I'écolier
va devoir acheter pour augmenter sa collection d’une unité (et ainsi posséder k images). Quelle est la loi de Ly ?

2. Onnote T, =L, + L, +...+ L, le nombre total de pochettes que I'écolier va acheter pour avoir la collection compléte (pour des
raisons évidentes, L, désigne la variable aléatoire constante égale & 1). Calculer E(T,). En donner un équivalent quand n — +oo.

2

Vi

+00

P 1
3. Calculer V(T,,), en donner un équivalent. On rappelle E Priair
n=1

Solution de 33 : Le probléme du collectionneur
s . . h—k+1
1. Les achats de pochettes sont supposés indépendants, et un achat est un succés avec la probabilité nT
n—k+1 )

Donc | Ly suit une loi géométrique %(
n

2. Et donc I'espérance est

n

> Tk

kzln—k+1
n n
ZL_ n
“n—k+1 =

Un équivalent est donc ninn.

3. Les L; sont considérés deux & deux indépendants. On a

= —k+1 2
V(T,) =V(Ly++Ly)= (1—" ) L~ n20,-nH,
~ n (n—k+1)?

2
N . . T
ol (o,) converge vers 72/6.  Un équivalent est donc Enz'
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34 Lespérance via une loi conditionnelle et formule de I'espérance totale

1. On considére deux variables aléatoires réelles discretes X et Y sur un espace probabilisé (,.</,P); on suppose que Y est d’espé-
rance finie. Montrer que
E(Y)= Z E(Y | X = x)P(X = x)

xeX(Q)
P(X=x)#0

ou lI'on désigne par E(Y | X = x) I'espérance de la loi conditionnelle de Y sachant (X = x).
2. Soit (Ag)rew UN systéme quasi-complet d’événements. Démontrer la formule de I'espérance totale

+00

E(X)= > B(X | AQ)P(A).

k=0
3. Soit n et r dans IN*. On considére n urnes U,,...,U,. Dans I'urne j, il y a j boules blanches et n— j boules noires. On effectue r

tirages avec remise dans une urne choisie au hasard. On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches tirées
au bout des r tirages.

(a) Donner la loi de X.
(b) Calculer E(X).

Solution de 34 : L'espérance via une loi conditionnelle et formule de I'espérance totale

1. Notons E ={x € X(Q), P(X = x) #0}. Rappelons que la loi conditionnelle de Y sachant (X = x) est définie par, pour y € Y(Q) :

Pyjx=x){yD=P(¥Y =y | X=x).

On a Y d’espérance finie donc (yIP(Y = y))yey(q) sommable et (Y Z yP(Y =y).
yeY(Q)
Sous réserve d’existence (sommabilité), E(Y | X = y)= Z yP(Y=y|X=x).
YEY(Q)

On s'intéresse alors & la sommabilité de la famille (yP(Y =y | X = x)P(X = x))(x -

Or, dans [0,+0o0], par Fubini positif et la formule des probailités totales appliqué au systéeme quasi-complet d’événements (X = x) .
Z |y|]P(Y=y | X=x)P(X=x)= Z (|y|Z]P(Y=y | X=x)]P(X=x))= Z |y’]P(Y=y)<+oo
(x,y)€EExY(Q) yEY(Q) X€E yEY(Q)

car Y est d’espérance finie, donc on peut refaire le méme calcul, sans valeur absolue, avec le théoreme de Fubini général et la
formule des probabilités totales toujours

Z yP(Y=y | X=x)P(X=x)= ZyZ]PY Y1 X=x)P(X=x) Z yP(Y =y)=E(Y).

(x,y)€ExY(Q) yEY(Q) x€E yeY(Q)

Le théoréme de Fubini (dans |’ autre sens) nous dit aussi que pourtout x € E, (y]P(Y =y|X= x))
est bien définie et que

yer@ estsommable donc E(Y | X = x)

E(Y)= > y]P(Y—le—x)IP(X—x)—Z( > yIP(Y—y|X—x))]P(X—x)—zIE(Y|X—x)IP(X—x).
(x,y)€ExY(Q) x€E \yeY(Q) x€E

2. C’est le méme principe en remplagant le systéme quasi-complet d'événements (X = x) g PAr (Ag)ken-

n
(;)E jEn— gy
3. Ontouwe P(X=k)= — =0 otpux)= "
+1
nr 2n
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35| Embranchement routier onse place & un embranchement routier. Le nombre de véhicules arrivant pendant un infervalle

de temps d’une heure est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson 22 ().

Les véhicules ne peuvent prendre que I'une des directions A ou B, et la variable aléatoire Y représente le nombre de véhicules
empruntant la direction A pendant cet intervalle de tfemps.

Chaque véhicule prend la direction A avec la probabilité p et les choix sont faits de maniére indépendante.

C’est pourquoi on suppose que si n véhicules arrivent & I’embranchement pendant une heure donnée, la loi conditionnelle de Y
sachant (X = n) est la loi binomiale %(n, p).

Déterminer la loi de Y ainsi que, pour fout k € IN, la loi de X conditionnelle & I'événement (Y = k) (du nombre de véhicules arrivés
& I'embranchement sachant que k véhicules ont emprunté la direction A).

Solution de 35 : Embranchement routier
Y suit une loi de Poisson de paramétre Ap.
(Aq)"*

— —aA
PX,|Y =k)=¢ q(n_k)!.

36| Théoréme de Weierstrass; polynémes de Bermnstein et probabilités (Ecrits CCINP)

On propose dans cette partie une démonstration probabiliste du théoreme d’approximation de Weierstrass pour une fonction
continue sur [0,1].
f:[0,1]- R est une fonction continue, n un entier naturel non nul et x €[0,1].

On pose : B,(f)(x)= Z (n)f (E) x*(1—x)"F (polyndme de Bernstein).

yrt k n

1. S, une variable aléatoire réelle suivant une loi binomiale %(n, x).

(a) Démontrer que, pour tout réel a >0, P(|S,, —nx|> na)< ypprl

(b) Soit la variable aléatoire f(%") démontrer que son espérance vérifie E[f(%”)] = B,(f)(x).

2. (a) Soit &> 0, justifier simplement qu'’il existe a > 0 tel que pour fout couple (a, b)€[0,1]?,

la—b| < a entraine |f(a)— f(b)| < &, puis majorer f(%)—f(x) , pour tout entier k entre 0 et n vérifiant S—x <a.
(b) Justifier que | >’ (f(kjff(x))IP(S =k)| <2llflloo P 5 _yl>a
n n — = (o) n .

k
ﬁ—x|>a

(c) Démontrer qu’il existe un entier naturel iy tel que pour tout n > ny et fout réel x €[0,1], | B,(f)(x)— f(x)| < 2¢, puis conclure.

Solution de 36 : Théoréme de Weierstrass ; polynédmes de Bernstein et probabilités (Ecrits CCINP)

1. (a) C’est Bienaymé-Tchebychev, comme dans la démonstration de la loi faible des grands nombres.
(b) C’est B,(f)(x) par la formule de transfert.

2. (a) C’est une conséquence de |'uniforme continuité de f continue sur le segment [0, 1] (théoréme de Heine).
(b) Inégalité friangulaire et > (s, =k)= ]P(

>a).
[

(c) On rassemble sous le signe Z dans |B,(f)(x)— f(x)| , puis on utilise I'inégalité triangulaire, puis on sépare suivant si '; —x‘ >a

Sn
——x

ou non. Dans le premier cas, on utilise la question précédente et la question 1.a pour majorer par ¢ & partir d’un certain rang,
dans le second cas, on utilise I'uniforme continuité de 2.a pour majorer par «.
La suite de fonctions polynomiales (B, (f)),ew converge donc uniformément vers f sur le segment [0, 1].
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37 | E3A 2023 MP

Soit n un entier naturel non nul.
1. Questions de cours : Soit p une projection vectorielle de rang r e IN.

(a) Donner, en fonction de r, une matrice W de p dans une base adaptée.
(b) Donner les spectres possibles de W.

(c) Comparer rg(W) et t(W).

(d) Calculer det(W).

On considére la famille X;, ..., X,, de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, .</,P) foutes suivant
la loi de Bernoulli de paramétre p €10, 1[.

Soit M une variable aléatoire discrete de Q dans .,(R) telle que pour tout w dans 2, M (w) est diagonalisable et semblable & A(w) = diag(X; (w), ...

2. On note T la variable aléatoire tr(M).

(a) Déterminer T(2), c’est-a-dire I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire T.
(b) Donner la loi de probabilité de T et I'espérance de la variable aléatoire T.

3. En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire R =rg(M).
4. On note D la variable aléatoire det(M).

(a) Déterminer D(f).
(b) Donner la loi de probabilité de D et calculer I'espérance de la variable aléatoire D.

5. On se propose de déterminer la probabilité de I'événement Z :
« les sous-espaces propres de la matrice M ont tfous la méme dimension »

(a) On note V I'événement : « M ne possede qu’une seule valeur propre ». Calculer P(V).
(b) On suppose n impair. Déterminer P(Z).
(c) On suppose n pair et on pose n=2r. Calculer P(T =r). En déduire P(Z).

X (w)
6. Pour tout w €Q, on note U(w)= : € My1(R) ot Alw)=U(w)x (U(w) =(a;;(w))
Xp(w)

[,np?

(a) Soit w € Q. Déterminer, pour tout couple (i, j) €1, n]]z,uij(cu) .
(b) Donner la loi de probabilité de chaque variable aléatoire a;;.

n
(c) Montrer que tr(A)= ZX[ .
i=1

(d) Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire rg(A).
(e) Pour tout w dans Q, donner les valeurs propres de la matrice A(w).
(f) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire rg(A).

Solution de 37 : E3A 2023 MP
1. Soit p une projection vectorielle d'un espace vectoriel E de dimension n et rgp =r€IN.
On peut avoir p=0o0u idg .

(o) Ona E=Kerp@Imp . dim (Imp)=r et pour tout x dans Imp on a p(x)= x , dans une base adaptée & la somme directe la
matrice W de p s’'écrit :
[ I |0
w545

avec I, la matrice identité d’ordre r.
(o) Sp(W)c{0,1}.
(©) Onatu(W)=rg(w).
(d) det(W)=1si p=idg et det(W)=0sinon .

2. Pourtout i e[1,n] on a X; ~ B(p),donc X;(Q)={0,1} et P(X; =1)=p.

(a) Pour tout w dans O, M(w) est semblable d A(w) = diag(X;(w),..., X,(w)) , donc T(w) = tr(A(w)) = X;(w) +...+ X, (w) , par suite
T(Q)=[0,n] .
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(b) Soit k €[0,n] . Posons . I'ensemble de toutes les parties de [1, n] de cardinal k , on a Card ;. = (Z)
L'événement [T = k] contient les w € pour lesquels il existe une partie I € 2, telle que X;(w)=1siiel et X;(w)=0sinon . On
alors
(T=k= ((ﬂ[x,- = 11)0( N X =01))
S iel ie[1,n]\I

Cette réunion est disjointe et les variables X;,..., X,, sont indépendantes donc :

Pr=k) = > [[exi=1 [] Pxi=0)
1€y icl ie[1,n]\I
= > rfa"* (a=1-p)
1€y,
= |2l

n\ gk n—k
1)+

T suit la loi et I'espérance de la loi binomiale %(n,p) .
Par suite E(T)=np.

3. On a pour tout w dans 2, M(w) est diagonalisable et semblable & A(w) = diag(X;(w), ..., X,(w)) et pour tout i € [1,n] X;(Q)=1{0,1} .
donc M(w) est la matrice d’une projection (M(w)? = M(w)) , par suite tr(M(w))=rg(M(w)) et R=T.
D'oU R~ AB(n,p) .

4, On note D la variable aléatoire det(M).

(@) Pour fout w dans Q , M(w) est la matrice d’une projection donc det(M(w))=1 ou 0 et D(2)={0,1}.
(b) L'événementde [D =1] contient les w tels M(w)= A(w)= I, donc

[D=1]= () [Xi=1]

i€[l,n]

I'indépendance des X; donne :

Par suite

Dol D ~ B(p") et E(D)=p".

5. Soit Z I'évéenement :
« les sous-espaces propres de la matrice M ont tfous la méme dimension »
Pourtout w dans 2, M(w) est la matrice d’une projection , ses sous espaces propres possibles sont Ey(M(w)) = Ker M (w) et E;(M(w))=Im M(w)

(a) L'événement V : « M ne possede qu’une seule valeur propre » est équivalent & M =0 ou I,, on écrit donc V =[M =0]u[M =1,,]
, ces deux événements sont disjoints donc
P(V)=P(M=0)+P(M=1,)

Etona
M=0]= ) [X;=0let [M=1I,]= () [X;=1]
i€[1,n] i€[1,n]

I'indépendance des X; donne :
PM=0)= [ | Px;=0)=¢" etP(M=1,)= [ ] P;=1)=p"
i€[1,n] i€[1,n]
D'ou P(V)=p"+q" .

(b) On suppose n impair .
Pour tout w dans Q2 , on a R” =Ker M (w)®Im M(w) , Si w € Z alors dimKer M (w) =dimIm M (w) .
Forcement on a un seul sous espace propre , car sinon n=dimR" =2dimIm M(w) , contredit le fait que n est paire . Ainsi si n

impair alors Z=V et P(Z)=p" +q" .

2
(c) n=2r.D’apres la question 2. on a P(T = r):( rr)pfq’ .

On a we Z alors dimKer M (w)=dimImM(w)=r donc Z=[R=r]=[T=r].

Ainsi | P(7)= (2 )p’q’

r
r
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(a) Soit we ,ona

X,() Xp(w)? Xi(w)Xp(w) - eeeeee X1 (w)Xp(w)

e X (@0)Xa(@)  Xp(@)ereenenes X5(w)Xp(w)
A= : ( X(w) Xu(w) )= :

Xn(@) Xy (@)X (@) Xp(@)X(@):-eeeeens Xp(w)

pour tout (i, j)e[1,n]? on a | a; j(w)=X;(w)X;(w) .
(o) Soit (i, ) e, n]? , X;()=X;(2)={0,1} donc a; ;(2)={0,1}.
Ona:
> [a;;=1]=[X; =1In[X; =1] . X; et X; sont indépendantes donc :

Pla; ; =1)=P(X; = )P(X; =1)=p°
> Pla; j=0)=1-P(a;;=1)=1—p?.
D’ou ajj~ %(pz) .
n n n
(c) Soit we ,ona tr(A(w)):ZXiZ(w) . or les X;(w)€{0,1} donc X2(w)=X;(w) , d'ol tr(A(w)):ZXi(w) et tr(A):EXi-
i=1 i=1 i=1
X (w)
(d) Soit w € Q. Remarquons que les colonnes de A(w) sont colinéaires & : , Si ce vecteur est non nul alors rgA(w) =1
X, (w)
sinon rgA(w)=0 . Donc la variable aléatoire rg(A) prend les valeurs 0 ou 1.
(e) Soit w dans Q.
> Si A(w)=0 alors Sp(A(w))={0}.
> Si A(w) #0 alors rg(A(w)) =1 .Le noyau est de dimension n—1 , on prend une base de Ker A est on la compléte par un vecteur
en une base de R" , la matrice de I'endomorphisme canoniquement associé a A est égale & diag(4,0,...,0) , cette derniére
matrice est semblable & A(w) . ce qui donne A =trA(w) et Sp(A(w))={0, trA(w)} .

(f) La variable aléatoire rg(A) prend les valeurs 0 ou 1.
Soit w dans Q . rg(A(w)) =0 est équivalent d A(w)=0 et & X;(w)=...= X,(w)=0, donc

[rga)=0]= [ [X;=0]

i€[1,n]

I'indépendance des X; donne
P(rg(A)=0)= l_[ P[X; =0]=g"

i€[l,n]

Donc ]P’(rg(A) = 1) = 1—]P’(rg(A)=0) =1—¢qg".
La variable aléatoire rg(A) suit la loi B(1—qg") .

Fonctions génératrices

38 Soient p €]0,1[ et X une variable aléatoire & valeurs naturelles dont la loi est donnée par

P(X =k)=a(k+1)p* pourtout keIN.
En employant la fonction génératrice de X, déterminer a et calculer I’'espérance et la variance de X.

Solution de 38 :
On introduit la fonction génératrice de X :

Gx()=a ) (k+1)(p1)*
k=0
Puisque
= d 1 1
(k+1)xk = —( ):
kz:(:) dx\1—x (1—x)2
on obtient a
XO= e
Sachant Gx(1)=1, on en tire la valeur de a
a=(1-py
On peut ensuite calculer espérance et variance
’ 2p _ Ty ! (12 — 2p
E(X)=Gy(1)= > et V(X)=G{(1)+Gx(1)—Gx(1) —pp
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39| Dés pipables?

Montrer par les fonctions génératrices qu’il est impossible de « fruquer » deux dés cubiques et indépendants pour que la somme
d’un lancer suive une loi uniforme sur [[2,12].

Solution de 39 : Dés pipables?
La fonction génératrice d’une variable Y suivant une loi uniforme sur [2,12] est la fonction polynomiale

1
Gy(t)= E(t2+t3‘+---+ t'2)

Notons Gy, et Gy, les fonctions génératrices de chacun des dés.
Gy, ()=(pit+pat? +--+pst®) ef Gy, () =(qt + Gt +---+ g £%).
La fonction génératrice de la somme X; + X, est donnée par
Gx,+x,(t)=Gx, (1) x Gx,(t)= fz(Pl +pot++pet®) (@ + ot ++gst°).

Pour que Gy = Gx, Gy, . il faut p;q, > 0 et psqs >0 auquel cas les facteurs de degré 5 possédent chacune une racine réelle non nulle.
Cependant
1 ,1—¢t1
Gy(n)=—1*
r=3 09

n’en possede pas!

40 Temps d’aftente : loi de Pascal par les fonctions génératrices On considére une expérience aléatoire ayant la

probabilité p >0 de réussir et 1—p d’échouer.
On répéte |'expérience indépendamment jusqu’d obtention de m succeés et I'on note T, le nombre d’essais nécessaires & |'obten-
tion de ces m succeés.

1. Reconnaitre la loi de T;.
2. Déterminer la loi de T, dans le cas général m € N*. On I'appelle loi de Pascal de paramétre (m, p).
3. Exprimer le développement en série entiére de

(I—t)m
4. Déterminer la fonction génératrice de T, et en déduire son espérance et sa variance.

5. Retrouver le résultat de I'exercice 32 : une somme de m vaiid de la loi géométrique de parameétre p suit une loi de Pascal de
paramétre (m, p).

Solution de 40 : Temps d’attente : loi de Pascal par les fonctions génératrices

1. | Ty suit une loi géométrique de parameétre p.

2. Notons (X,,),en+ la suite des variables de Bernoulli testant la réussite de chaque expérience.
L'évenement (T;, = n) est la réunion correspond & I'évenement X, +---+ X, =m et X,, =1 soit encore X; +---+ X,_.;=m—1et X, =1.
Par indépendance
P(T,=n)=P(X;++ X, =m—-1)P(X,=1).

Puisque X; +---+ X,,_; ~ B(n—1,p) et X,, ~ B(p). on obtient

n—1

]P(Tm:n):(m_l

)pm(l—p)”*m

et cette écriture vaut aussi quand n < m car le coefficient binomial est alors nul.
3. En exploitant le développement connu de (1 + u)%, on obtient

1 = -1
:Z(n+m )[" pour t €]—1,1]

m—1

4, Par définition
+00 n—1
Gr,, ()= Z( )p'"(l—p)”*'"t"

= m—1

En isolant les premiers termes nuls et en décalant I'indexation
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Comme Gy, est deux fois dérivable en 1, T,, € L? et on en déduit

m
E(X)—G}m( )=—
p
Puis
" m(m—2p+1
E(X(X—-1)=G, (1)= ( ud )
p
donc
» ) , mm—2p+1) m m? m(1—p)
V(X) =E(X?)-(EX) =EXX-1)+EX)-(EX)= ————+ ——— =
p? pr !
(et on refrouve dans le cas m =1 I'espérance et la variance pour une loi géométrique.)
pt

m m
5. Si X1,...,X,, sont des vaaid de loi ¥(p), S, = ZXk, Gs,, =(Gx,)" = (ﬁ) =Gy, donc
=1

l1—-p

S ~ T,,, suit une loi de Pascal de parametre (m, p).
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41| Loi binomiale; loi de Poisson et gestion de stock (situation type Wald)

Le nombre N de clients arrivant dans un magasin pendant une journée de vente est supposé suivre une loi de Poisson? de para-
métre 1> 0.

1. Dans cette question, un client achéte un article A avec probabilité p (il en achéte au plus un).
Le stock d’arficles A & I'ouverture du magasin est de s >1 arficles.
On veut calculer la loi du nombre total T d’articles demandés en une journée et la probabilité qu’il N’y ait pas rupture de stock
de I'article A durant cette journée.
On modélise la situation de la maniére suivante : en plus de la variable aléatoire N, on se donne une suite de variables aléatoires
(X,)nen+ . toutes définies sur le méme espace de probabilité (,.<7,P), représentant la décision d’achat du neé client : X, =1 s'il
acheéte, X,, =0 sinon. On suppose toutes ces variables aléatoires indépendantes.
Déterminer la loi de T et la probabilité qu’il n'y ait pas rupture de stock.
1

. ) ) , . ) 1 1
2. Dans cette question, les probabilités respectives pour chaque client d’acheter zéro, un ou deux articles A sont 53 et 3

[\ }

Le nombre d’articles achetés pendant une journée est maintenant noté S.

On définit cette fois une suite de variables aléatoires (V,),cn+. foutes définies sur le méme espace de probabilité (2, ./, P), telle
que Y, représente le nombre d’achats d’article A du ne client.

(a) Calculer la fonction génératrice Gg de la variable aléatoire S, en tout ¢ €[—1,1].
(b) En déduire la probabilité P(S =3) et la calculer numériquement pour A =6.
(c) Justifier I'existence de |'espérance E(S) et de la variance V(S) et donner leur valeur. Les calculer numériquement pour A =6.

Solution de 41 : Loi binomiale; loi de Poisson et gestion de stock (situation type Wald)

N
1. T= ZXj (qui est bien nul si N = 0). Attention ce n’est pas une somme classique de vaaid de méme loi de Bernoulli car leur
=1
nombre est aussi une variable aléatoire (N).

n

P(T = k) = Z]P(T = kIN = n)P(N = n) = ZIP(ZXj —k) P(N = n) (formule des probabilités totales, sce associé & N) donne
n=k n=k j=1

_ap PP) <

P(T=k)=e k!

car » X;~%A(n,p).Donc T ~2P(Ap).

Jj=1

(Ap)
=~

S
P(T<s)=e )" -
k=0

2. (a) On trouve | Gs(t)=Gn(Gy, () =exp(A(—5/6+t/2+1t%/3)) : c’est I'identité de Wald vu en cours. On commence par réécrire

Gs(t) en utilisant la formule des probabilités totales avec sce (N = n), puis on utilise Fubini (la sommabilité ne posant pas de
probléme, quitte & rajouter des valeurs absolues, on obtient Gg(|¢]) < +00), ce qui permet de reconnaitre G, o Gy, Aprés avoir
n
utilisé Gs, =Gy. ou 8, =>_¥; somme de vaiid.
j=1
GY(0) 234812 s

21
(o) Ontrouve P(S=3)= e 6 soif, pourA=6, Eef5m0,07.

3! 48
(c) La double dérivabilité de Gs en 1 donne I'existence de I'espérance E(S) et de la variance V(S).
72 20 (TAV? 111
On calcule alors Gé(l):]E(S):? et GJ(1) = E(S?)—E(S) = 5+ (?) donc V(S):E(Sz)—E(S)Z:T, ce qui donne

respectivement 7 et 11 pour A =6.

2. Cohérent avec I'approximation des lois binomiales par des lois de Poisson vue en cours.
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