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Exercice 2: Analyse

3x+7

(x+1)2°

1. Décomposer f(x) en éléments simples.

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type 1-r,r[ (ol r > 0).

Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.

On pose f(x) =

3. (a) Soit Y a,x" une série entiére de rayon R > 0.
+o0
On pose, pour tout xe]-R,R[, g(x) = ) anx".
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a;, en fonction de 2P 0).
(b) En déduire le développement limité de f & I'ordre 3 au voisinage de 0.

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve | f(x) = % + ﬁ.
X

2. D’aprés le cours, x— —— et x— sont développables en série entiere a I'origine.
X

+1 (x+1)2

+00 +
De plus,ona Vxe]-1,1[, S Y ~1"x" et = fo(—l)’HInJc”‘1 (obtenu par dérivation du dévelop-
1+x /= (1+x)?  p=1

pement précédent). On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de deux
fonctions développables en série entiere. Et

+00 +00
Vxel-L1[, f0) =3 D"x"+4 ) (1" (n+1x".
n=0 n=0

+00
C'est-a-dire | Yxe]-1,1[, f(x) = ) (-D"@n+7)x".
n=0

Notons D le domaine de validité du développement en série entiere de f. D'aprés ce qui précéde, 1-1,1[ < D.

Notons R le rayon de convergence de la série entiére ) (-1)"(4n+7)x". D'aprés ce qui précéde R > 1.

Posons, pour tout entier naturel n, a, = (-1)"(4n+7).

Pour x=1etx=-1, |ayx"| +oodonc ) (-1)"(4n+7)x" diverge grossierement et ainsi R<1,1¢ D et -1¢ D.

n—+oo
On en déduit que m

+00
3. (a) Soit )" axx" une série entiére de rayon R > 0. On pose, pour fout xe]-R,R[, g(x) = Y_ anx".
n=0

D’aprés le cours, g est de classe € sur |-R, R[, et

+00
VpelN, Vxe]-R,R|, g(p)(x): Z nn-1)..n—p+1)a,x"P.

n=p
Ainsi, pour fout peIN, g (0) = plap (tous les fermes pour n > p sont nuls). C’est-a-dire, pour tout p e IN,
g(p) (0)
dp = N o
p:

(b) f est de classe €3 sur1-1,1[. Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0,

3 (p)
3P0, (s
f(x)—Z—p! X +o(x)

p=0

Or, d’apres les questions précédentes, pour tout entier p,

)
f—'(o) =(-)P@p+7).

3
Ainsi, au voisinage de 0, | f(x) = Y. (-DPUp+7xP +0(x*) = f(0 =7 11x+15x2 ~ 19x° + o (%),
p=0
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Exercice 3: Analyse

1.

1 . o .
On pose g(x) =e?* et h(x) = Tox Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et 1

sur leurs ensembles de définitions respectifs.
2x

€
On pose f(x) = 1%’

déterminer, pour tout entier naturel » et pour tout x e R\ {-1}, la valeur de f ™M (x).

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n€ d’un produit de fonctions,

Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

. g est de classe € sur R et h est de classe € sur R\ {—1}. On prouve, par récurrence, que

(-Dkk!

vxeR, gl (x)=2ke2X et vxeR\({-1}, hP(x)= ————.
g () -1 (x) PP

. g et h sont de classe € sur R\{-1} donc, d’aprés la formule de Leibniz, f est de classe €*° sur R\{-1} et

VxeR\{-1},

Wl 3 [ =8 o 1 (0 — -
fP@ =Y g PP w= )
k=0

k=0

Mon—kg2x (-D¥K! = e - (-Dkon-k .
k (1+x)k+1 o (n—k)A+x)k+1

Notons 2(n) la propriété «Si f: 1— R et g: I — R sont n fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et

n

veel, (f@™w=Y (Z)f(”‘k)(x)g(k)(x).
k=0

Prouvons que 2 (n) est vraie par récurrence sur n e IN.

m 2(0) et 22(1) sont vraies (dérivée d’un produit).

m Soit n >0 fel que 2(n) est vraie. Soit f: 1 — R et g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur 1.
Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la

n
fonction fg I'est aussi avec Vxe I, (fg) ™) = Y (’]Z)f(”‘k) g™ (x).
k=0
Pour fout k € [0, ], les fonctions =k et g sont dérivables sur I donc par opérations sur les fonctions
dérivables, la fonction (fg)™ est encore dérivable sur I. Ainsi la fonction fg est (n+1) fois dérivable et

n
vael, (f9 " V=Y (Z (Fm 1P wg® )+ 1P g D ().

k=0

En décomposant la somme en deux et en procédant & un décalage d’indice sur la deuxieéme somme,

on obtient
1 " n 1—k P n+l n s .
vrel (fe " V=3 | |f" PP+ 3 FOL0 (1) g8 ().
k=o\k = k-1
C’est-a-dire (fg)(nﬂ)(x):”il n| [ n f("“_k)(x)g(k)(x) avee | 12 ™ |2,
k=o\\k) (k-1 -1) \n+1 '
Or, en utilisant la formule de Pascal, on a (”)+( " ):(”“).
k k-1 k
i+
On en déduit que (fg)"* V)= Y . FOFIR) ()60 (5.
k=0

Donc 22(n+1) est vraie, ce qui établit la récurrence.
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Exercice 4 : Analyse
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. Soit f:[a,b] — R et soit xq €]a, b|.
On suppose que | est continue sur [4, b] et que f est dérivable sur a4, x([ et sur ] xg, bl.
Démontrer que, si f/ admet une limite finie en x, alors f est dérivable en x; et f(xq) = xﬁn} ).
— X0

3. Prouver que l'implication : (f est dérivable en xy) = (' admet une limite finie en x,) est fausse.

Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = x?sin p si x#0 et g(0)=0.

Soit f:[a, b] — R. On suppose que
H1 f est continue sur [a, bl
H2 f est dérivable sur ]a, bl.
Alors 3cea, bl tel que f(b) - f(a) = f'(c)(b-a).

2. On suppose que f’(x) —
— X0

Soit h #0 tel que xy+ h € [a, b].

En appliquant le théoreme des accroissements finis, & la fonction f, entre xg et xo + h, on peut affrmer qu’il
existe ¢;, strictement compris entre xy et xp + h tel que

flxo+h) = f(xo) = f(cp)h.
Quand k— 0 (avec h#0), on a, par encadrement, ¢;, — xp. Donc

fxo+h) — f(xo)

_ o / _
" = f'(cp) P fx)==¢.

On en déduit que | f est dérivable en xg et f/(xg) = ¢. ‘

3. Lafonction g proposée dans I'indication est dérivable sur ]—oo,0[ et 10, +oo[ par opérations.

g est également dérivable en 0si x #0, g(x) = x x xsin(i) =o0(x) est un DL;(0) de g donc| g est dérivable en 0
——

— 0
x—0

et g'(0)=0.

Autre argument possible : M = hsi (l)

n —— 0 car le sinus est borné.
h)] h—o0

Cependant,

vxeR\{0}, g'(x) = 2xsin(l) —cos (l)
X X

(1 \ . ) 1) , . 1
avec 2xsin | — —0»Ocorlesmuses‘rborne,m0|5x—»cos — | n"admet pas de limite en 0 car cos ﬁ =(-D".
X) x— X nm)-

Dono‘ g’ n’a pas de limite en 0.
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Exercice 5: Analyse
Exercice 6 : Analyse
Exercice 7 : Analyse
Exercice 8: Analyse
Exercice 9 : Analyse

Exercice 10: Analyse
iy ne* +xe "
On pose f; (x) = (x“+1) —

1. Démontrer que la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur [0, 1].
ne* + xe™*

1
2. Calculer la limite lorsque n — +oo de f (xz + 1] ———dx.
0

1. Pour x €1[0,1], fu(x) (x2 +1)e* : la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers f: x — (x2 + 1)e* sur

[0,11. On a

n—+oo

—X _ X 2
Yxe[0,1], |fn(x) - f(x)]= (x2+1)M <§qui ne dépend pas de x.

n+x

2 -
donc ||fn—f||oo<7e—»0pws | fn— flloo — 0 €t donc

’ la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur [0,1].

2. HI1 Toutesless f;, sont contfinues sur [0,1];
H2 (f,) converge uniformément sur le segment [0,1].
On peut intervertir limite et intégrale :

X

1 X =
ne” + xe
f *?+1) dx
0 n+x n—+oo

1
/ (x? + e*dx.
0

1
En effectuant deux intégrations par parties, on trouve f (x®>+1)e*dx=2e-3.
0

Exercice 11: Analyse

Exercice 12: Analyse

Exercice 13: Analyse
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Exercice 14: Analyse

1.

. Démontrer que f
0

Soit a et b deux réels donnés avec a < b. Soit (f;;) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

b
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [, b] vers f, alors la suite ( f fn(x) dx) converge
a N

ne

b
versf f (x) dx.
a

. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

+Z n) +Z .
x| dx=
n=0

n=1

1
2

n2n’

. fu—f estbornée a partir d'un certain rang, et & partir de ce rang, on peut écrire

b b b
ffn(t)dr—f f(t)dt'éf |fn® = f@O]|dt < b= )| fo = flloo —7 0

X p—+o00

. Ilsuffit de I'appliquer a la suite des sommes partielles (S;) dont la convergence uniforme en tant que suite de

fonctions est équivalente & la convergence uniforme de la série de fonction ) f,,. Par ailleurs, la continuité
des fonctions f,, implique celle des sommes partielles S;,.

. On utilise le théoreme d’intégration ferme & terme sur un segment par convergence uniforme :

H1 vreNN, f, est contfinue sur [0,%}.

A . . 1 .
H2 La série ) x" converge normalement et donc uniformément sur le segment [0, 5] (Sl fn:x— x", alors
[ falloo = o Qi est un tferme général de série géométrique convergente).

On en déduit alors que

n=0

1 (o0 +o0 i +00 +00
2 n 2 n 1 1 11
x"|dx |= f x'dx= —_ = -
fo (n—O ) ,,;0 0 2 n+12n+l L n2n
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Exercice 15: Analyse
Soit X une partiede Rou C.

1.

Soit ) f, une série de fonctions définies sur X a valeurs dans IR ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de ) _ f;, sur X, puis celle de la convergence uniforme de
Y fusur X.

Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est unifor-
mément convergente sur X.

2
P A n A Py " Py
La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n.
ReR:?

. Ondit que lasérie ) f, converge normalement sur X lorsque les f,; sont toutes bornées au moins & partir d’un

certain rang et la série numérique Y_ | |, converge.

n
On dit que la série Y f, converge uniformément sur X lorsque la suite des sommes partielles (Sy,) = (Z fk)
k=0

+00
converge uniformément, ce qui équivaut & la convergence uniforme de suite (Ry,) = ( > f,c) vers la fonction
k=n+1
nulle.

. En cas de convergence normale, on a, au moins & partir d’un certain rang, pour tout x € X, | f(x)| < || fn ]l oo

donc convergence absolue de Y f,(x) et donc convergence simple de ) f,, sur X. On peut donc bien parler
de reste.

Puis, par inégalité triangulaire, pour tout x € X,

+00 +00 +00
Ra)l=| ¥ f@I< Y [f@I< X [filleo
k=n+1 k=n+1 k=n+1

le dernier terme ne dépendant pas de x et tendant vers 0 comme reste de série convergente, donc (Ry)n
converge uniformément vers 0 et donc ‘ Y fn converge uniformément sur X. ‘

2

n
. Onpose,VneN, a, = — #0. Alors
n.

An+1
an

2
a n s o aq s n a &
On en déduit, par critére de d’Alembert, que la série entiere —'z" a un rayon de convergence égal a +oo.
n.

Cette série entiere converge donc normalement sur tout disque fermé de C. En particulier, d’apres 2.,

cette série entiere converge uniformément sur tout disque de centre 0 et de rayon R.
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Exercice 16: Analyse
On considére la série de fonctions de terme général f,, définie par :

VnelN*, Vxe(0,1], fn(x)zln(1+%)—%.

On pose, lorsque la série converge,

sw= 3 [m(1+)-7].

1. Démontrer que S est définie sur [0,1].
n
2. On définit une suite (uy),,>; Par uy =In(n+1)- ) %
k=1
En utilisant S(1) montrer que la suite (uy,),,>, est convergente.

n
P L. . 1
En déduire un équivalent simple de ) = lorsque n — +oo.
k=1

3. Démontrer que s est de classe %! sur [0,1] et calculer S'(1).

2
1. On a, pour fout x €]0,1], —fr(x) ~ x—2 terme général positif de série convergente, donc, par comparaison,
n

Y fu(x) converge. C’est aussi le cas pour x =0 car f,(0) =0. Donc | S est bien définie sur [0,1]. \

2. Comme

1 1 1
ln(1+—)——=ln(n+l)—lnn——,
n n n

u, est la sommme partielle d’ordre n de la série précédente pour x =1, donc | u; — S(1).

TN}
Ainsi Z —=In(n+1)—up=Inn+In
=1 k

~Inn.

bl

1 n
1+;)_un:1nn+o(lnn)e‘rdonc Z
k=1

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :

H1 vneIN*, f, est de classe ¢! sur [0,1]
H2 D’aprés la question 1, Y f, converge simplement sur [0, 1].
1 1 —-X

H3 Vxe[O,l],f,’l(x): - —= .DoncvrnelN*, Vxe[0,1],
x+n n nx+n)

1
|f,;(x)|<;.

On en déduit que | f; ]|, < Lz qui est un terme général positif de série convergente.
n

Donc Y f;, converge normalement, donc uniformément sur [0,1].
n>1

+00
On peut alors affirmer que la fonction ‘ S est de classe €1 sur [0,1] ‘e’r onavxel0;1], S'x) =) fx).
n=1

+00 +00
En vertu de ce quiprécéde, S'(1)= Y uj, ()= Y, ( LI l) = -1 par télescopage. Donc
n=1

pmi\n+l n

Exercice 17 : Analyse
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Exercice 18: Analyse

(_1)rlxﬂ

Onpose:VnelN*, VxeRR, up(x) = — On considére la série de fonctions ) uj.

n=1

1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.

2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?

®
©

Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.
Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

1. La série de fonctions étudiée est une série entiere de rayon de convergence R=1.
En x=1.il'y a convergence par le théoréme spécial des séries alternées.
En x=-1, la série diverge (série harmonique).

2.

(@)

(b)

(©)

En tfant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur ]-1,1[.

En x=1,ils’agit de la série ) ﬂ dont la convergence est assurée par le théoreme spécial des séries
alternées. "

Le théoreme d’Abel radial permet alors d’affirmer directement la continuité de S en 1, et donc finale-
men’r\ S est continue sur D entier. \

—1)x" 1 ) 1 .,
VXx€D, up(x)= L, donc llupllee = sup lun(x)|=— (atteinten x=1) et Z — diverge.
I xel-1,1] e n>1
-n"* ,
Donc| ) x"" ne converge pas normalement sur D.
n>1
(="

—— x" ne converge pas uniformément sur D non plus | car, sinon, on pourrait employer le théo-
n

n>1

= . N ) <. 1 )
réme de la double limite en -1 et cela entrainerait la convergence de la série ) P ce qui est absurde.
n=1

On étudie la convergence uniforme sur [0,1] .

Pour tout x € [0,1], la série numérique Y  un(x) vérifie les hypothéses du théoréme spécial des séries
n=1

. D T .
alternées : (7) décroit et tend vers 0. Cela permet de majorer son reste R;,,. On a

+00 n+1 1 ) 3
Vxe[0,1], [Rp@)l=| Y ur|<lups1 ()= < —— quine dépend pas de x.
k=n+1 n+1 n+1

1 . .
Donc IRy lleo < T 0. Donc, E u, converge uniformément sur [0, 1].
n
n>1

Bilan final : En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entieres, on peut affirmer que
)" u, converge normalement sur tout segment de 1-1,1[ et converge uniformément sur tout segment
n=1

de]-1,1].
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Exercice 19 : Analyse

1.

(@)

Justifier, oralement, & I'aide du théoréme de dérivation terme & terme, que la somme d’une série entiére
de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

Remarque : On pourra utiliser, sans le démontrer, que la série ¥ a, x" et la série Y na, x" ont méme rayon
de convergence.

(b) En déduire le développement en série entiére d I'origine, de la fonction de la variable réelle :
1
X— 1- x)2 o
2 A S & —r - . 1
2. (a) Donner le développement en série entiére a I'origine de la fonction de la variable complexe : z — T
(b) Rappeler le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(c) En déduire le développement en série entiére a I'origine, de la fonction de la variable complexe :
1
zZ— —(1 — z)2 .
1. (a) On applique le théoréme de classe €' d’une série de fonctions :
H1 les f;, sont de classe €1 sur1-R,R[;
H2 l|a série de fonction converge simplement sur | — R, R[;
H3 la série des ), qui a méme rayon de convergence converge uniformément sur fout segment de
1—R,RI.
1 +00 1 +00 +00
(o) Etdonc, en dérivant — =Y x",|Vxel-1,1[, ——=) nx""'=) (n+Dx".
1-x 3% -0 5= n=0
1 +00
2. (a) Pourtout ze Ctel que |zl<1, T Y 2"
- n=0

)

(©)

n
Si Y anz" et ) b,z" sont de rayon R, et R, respectivement, alors la série des Z(Z akbn_k) z" est de
k=0
rayon de R; > min(Rg, Rp) et pour tout z tel que |zl < R,

+oo( n +00 +00
> (z akbn_k)z" - ( > ) ( > b)
n=0\k=0 n=0 n=0

En effectuant le produit de Cauchy de }_z" avec elle-méme, pour fout ze C tel que |zl <1,

M IR MU
= 11z" = (n+1)z".
1-22% ;= =0 n=0
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Exercice 20 : Analyse
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :
N2
@ Y % 2+
) n-D" g,
(©) Y cos(mz".

1. Donner les deux définitions :
m Celle du programme : R=sup ({r e R*, (a,r") bornée}) € [0, +oo]
m Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +o0] tel que

|z| <R= Z anz"" converge absolument
|zl > R=>) auz" diverge grossierement
2. (a) Comme la série entiére est lacunaire, on utiliser le critére de d’Alembert général : pour ze C*,

n+D2z23 2n) |z

(2n+2)!ni?|z2n+1 4

’

donc la série entiére converge absolument si |z| < 2 et diverge grossierement si |z > 2 :

(b) Comme pour tout ne N,

1
Lm0 ¢p

S

n
et comme les séries entiéres 3 - et )" nz" ont un rayon de convergence égal & celui de ) z" donc 1,
c’est aussile cas de Y n™D" 2" ;
(c) Lasuite (cos(n)) ,epy €8T bornée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(2n) = 2cos? n—1...)
donc la série Y cos(n)1" ne converge pas absolument, donc

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.
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Exercice 21 : Analyse
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (an) ey Une suite bornée telle que la série Y a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série
entiére ) a,z" ? Justifier.

o = —1n 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére ) (\/ﬁ)( 2 ln(l + ?) Z"?
n>1 I

1. Donner les deux définitions :
m Celle du programme : R=sup ({r e R*, (anr™) bormnée}) € [0, +oo]
m Celle la plus utile en pratique : c’est I'unique R € [0, +o0] tel que

|zl < R=) auz" converge absolument
|zl > R=) auz" diverge grossierement

2. Comme Y an1" et (an1") est bomnée, 1 est sur le cercle de convergence
3. Pourfout n>1,

" 1 ) ( 1 ) 1
0<an=(vn Infl+ —=|<Vnln(l+ —=|<Vn—=1
p= (V)™ n{1e ) < Vim(1+ 2 < Vi
par I'inégalité de convexité classique sur le In (au programme de premiere année) donc (a,) est bornée.
De plus,
1 1 1
an>—In|l+ —|~— terme général positif de série divergente
"2 n ( \/ﬁ) n generap ?

donc )’ a, diverge par comparaison.

. 1 At ! 1
Autre argument possible : ap, = \/2nln(l + \/—_) —1donc a, 40 :lasérie Y a, diverge grossierement.

2n
Donc
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Exercice 22: Analyse
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiere au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fix—In(1+x)+In(1-2x).
.. 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 1 ?x= > ?x= = ?
En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?

1. Soit ) anz" et Y bpz" derayons de convergence respectifs R, et Ry,.
n=0 n=0
On note R,y le rayon de convergence de la série entiére Y (an + bn)z".
n=0
Alors R, > min(Rg, Ry) avec égalité si R, # Ry,.

En effet, Si |z| < min(Rg, Rp). ON a bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes
des séries. Donc R, > min(Ry, Rp).

Si Ry # Ry, parexemple R, < Ry, ztelque R, < |zl < Ry, alors ayz™ 4 0 et bz — 0 donc (ap+by)z" A~ 0et |zl >R,y
puis Rg > Ry, p > min(Rg, Rp) = Ra.

+00 (_1)1’1*1 1 +00 9n
2. Pour [x|<1,In(0+x) =) ———x". Pour|x|<=,In(l-2x)=— ) —x".
n=1 n 2 n=1 1
- (-prt-gn 1
D’apreés 1., le rayon de convergence de y ——x" vaut 5
n

n>1

)

. . . e ) 11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére a l‘origine de f contient ]—5 —[ et est

+00 (_l)nfl _2n

11 1
confenu dans |-=, - |, etf,|pour |x|< =, f(x)= ) x"
2’2 2 =
1 . . . 1 1 11
Pour x = 1 la série entiére converge et est continue en 1 car €1 33
1 . - . , .. 1 . N
Pour x = ¢ ‘ la série entiére diverge ‘ car elle est la somme d’une série convergente : > appartient & 1-1,1[,
. . - -pnt , B .
intervalle ouvert de convergence de la série entiere ) Lx”, et d'une série divergente : la série
n>1 10
harmonique.

1 o ” 1 .
Pour x = =58 ‘ la série entiére converge ‘ en =3 comme somme de deux séries convergentes. En effet,

(_l)n—l
n

= d'une part, ).
n>1

2 1\"
= d’autfre part, Y ——(—-) ==
n>1 o\ 2 n>1

n
1
(—5) converge car -2 €] - 1,1(;

=n"
n

converge d’aprés le critere spécial des séries alternées : la

suite (l est bien décroissante et de limite nulle.

”)ne]N*

‘ La continuité de la sommme de la série entiere en ce point est alors assurée | par le théoreme d’Abel ra-
dial appliqué a x— f(—x).

Remarque : Soit )" a,x" est une série entiére de rayon R >0. On note f la somme de cette série entiére sur
son domaine de convergence.

La version du théoreme d’Abel radial au programme assure que
+00 +00

si Y a,R" converge alors ) aux" anR™.
n=0 0

x—R~ p

En considérant la fonction la fonction x — f(-x) qui est la somme de la série entiere Y (-1)"a,x" (de rayon
de convergence toujours égal d R), on a immédiatement I'extension suivante

+00

+00
si Y an(—R)" converge alors Y apx" —— > an(-R)".
n=0

n=0 x——R*
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Exercice 23 : Analyse

lan+1 I)

lan| JneN

1. Démontrer que les séries entiéres ) a,x" et ) (n+1)a,.+1x" ont le méme rayon de convergence.
On le note R.

admet une limite.

Soit (a,) ey Une suite complexe telle que la suite (

+00
2. Démontrer que la fonction x— ) a,x" est de classe ¢! sur I'intervalle | - R, RI.
n=0

lan+1l
lan|

s 1
entiéres, R(}_anx")=R= 7 (avec R=+ocodansle cas ¢=0et R=0dansle cas ¢ = +c0).

1. On pose ¢ la limite de la suite convergente

. Alors, d’aprées le critere de d’Alembert pour les séries

. n+1a
Puis, comme |2+ Dan+il

¢donc|R(Y.(n+Daps1x™) =

=R=R() anx").

S| =

|nay| n—+oo
2. Onpose, VnelN,Vxe|-R,R[, fu(x)=apx".
Soit r € [0,R[. On pose Dy =[-r,r].
On utilise le théoréme de classe ¢! des séries de fonctions :

H1 Y f, converge simplement sur D;.
H2 VneNN, f, est de classe ¢! sur D, .
H3 D'aprés 1., Y f,, est une série entiére de rayon de convergence R.

Donc, Y f;, converge normalement donc uniformément sur tout segment inclus dans ]-R, R[, donc
converge uniformément sur D;.

+00
On en déduit que Yre[0,R[, S:x— Y_ apx” est de classe %1 sur D,. Donc,
n=0

‘ S est de classe ¢! sur ]-R, R.
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Exercice 24 : Analyse

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére )’

+00
On pose S(x) = )

n=0

n

xn

@n)’

@en) '’

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le

rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f0)=1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosy—xsix<0.

Démontrer que f est de classe € sur R.

1. Par critére de d’Alembert, comme

@n)! ‘_ 1 0
en+2)!| @2rn+2)@2n+1) ’

n

X
2n)!

la série entiere ) & pour rayon de convergence +oo.

+00

n=0

2. |VxeR, ch(x) = Z X

2n

2n)!

de rayon de convergence +oo.

@

+00 n +00 21
S i =1 = - = a =
(a) | Pour x>0, |on peut écrire x = > et S(x) = ) o n§=0 e ch(z) donc | S(x) =ch/x.

n=0

too  yn +00 (_l)nt2n
Pour x<0,|on peu’r écrire x = —t2 et S(x) = Z 2 = Z 2! =cos(t) donc| S(x) = cosv/—x.
! 0 !

n=0 n=

(b) D’aprésla question précéden‘re,‘ f =S estde classe € sur R ‘car développable en série entiere & I’ ori-
gine avec un rayon de convergence égal d +oo.
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Exercice 25: Analyse

1. Démontrer que, pour tout entier naturel , la fonction r— - est intégrable sur [0, +col.

1+ 2+ tNe”
dr

——— . Calculer la limite de (u;,).
1+12+ et

+00
2. Pour tout ne N, pose uj, :f
0

1. f:t— ————— est continue et positive sur [0, +oo].
! 1+ 12 +1"e ! 2 [ [
De plus, pour tout te R, 0 < < avec
Plus. B S 1+24thet 1412
too  dr +oo 7T
f —_— = [Arctant] = — < +00
o 1+1¢2 0 2
dr . e ez s
donc ——5——.——; converge et qinsi, par positivité, f est intégrable sur [0, +ool.
1+ 2+ thet

Autre rédaction possible : dans [0, +oo],

0<f el <f+°o L YO
== o
Sl i+2+met o 1+2 0 2

d’ou la convergence de I'intégrale puis I'intégrabilité par positivité.

2. On utilise le théoreme de convergence dominée :
H1 La suite de fonctions (f,;,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par

sitel0,1
1+12 011
1 .
f@= 7 sit=1
=
0 Si te]l,+oo[

H2 Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0, +ool.

H3 Vvire[0,+o0[, |fn(t)| < ¢(1) avec ¢ positive, continue et intégrable sur [0, +ool.
Alors

+00 +00 1 qr T
= 1 dt Hdt= =—.
Un 5 fn( ) n—+oo Jo f( ) j(; 1+l’2 4

Donc| u

n .
n—+oo 4
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Exercice 26 : Analyse

. +oo 1
Pour tout entier n > 1, on pose I, = f —dz.
0o (1+1?)

1. Justifier que I,, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I;) e+ -
(b) Déterminer la limite de la suite (I;;) ;e -

3. Lasérie Y (-1)"I, est-elle convergente ?
n>1

Posons pour tout ne IN* et 1€ [0,+oo[, fn(t) = ;n
(1+72)

. . 1 1 L
1. Soit ne IN*, f,, est continue sur [0, +ool. De plus, f,,(1) ol rrt Or2n>1,donc t— n est intégrable sur [1, +oo[
par critére de Riemann. Donc, par équivalence, ’ f est intégrable | sur [1, +oo[ donc

1 1
2 (@ Vrelbaodl fu= (1+72)"H! S (1+¢2)" =fa car i+ >1.

En intégrant, on obtient
VnelN*, Iny <Ip.

Donc | In) pew+ €5t décroisson‘re.‘
(b) Remarque : (I) e+ €St décroissante et positive ce qui nous assure la convergence de la suite (I) ey -
Déterminons la limite de la suite (1) e+ €n utilisant le théoreme de convergence dominée.

H1 La suite de fonctions (fn)n>1 cONverge simplement sur [0, +oo[ Vers la fonction f définie sur [0, +ool par

0Six>0
1Six=0

f(x)z{

(On peut aussi appliquer le théoréme sur 10, +oo[ pour ne pas avoir A traiter le cas particulier de x=0.)
H2 Les f, et f sont continue par morceaux sur [0, +ool.

H3 Domination )
Vie[0,+ool, Yne N*, |fn(0)| < oz = (1)

avec ¢ continue et positive sur [0, +oo[ et
+o00o d B +0o0 dl- o +00 B T
f() |¢(t)| I—f(; m— [ rctant]o —§<+OO,

donc ¢ est intégrable sur [0, +ool.

On obtient alors

+00
In:fo fatydt —— | f(ndr=0

et|la suite (In) ,ew+ @ pour limite o. ‘
3. D’'apres les questions précédentes, la suite (I,) e+ €St positive, décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoreme spécial des séries alternées, on peut affrmer que

lasérie Y (-1)"1, converge.
n>1
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Exercice 27 : Analyse
Pour tout n e IN*, on pose f;, (x) = L et u,= flfn (x)dx.
1+ n2x2 0
Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f;) sur [0,1].
Soit a €10, 1. La suite de fonctions () converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
La suite de fonctions (f,;) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

Ao dNd -~

Trouver la limite de la suite (1), -

1. Ona deJO fn(O) =] m’o.
—-X
Soit x €]0,1]. Pour n au voisinage de +co, fj(x) ~ e—ziz donc fr(x)
+00 x n

On en déduit que la suite de fonctions (f;;) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par

0 Sixelo,1]
f(x)={

0.

n—+oo

1 six=0

2. Soit a€]0;1].

* e_a
VnelN*, Vxelall, |fax) - fx)| = fulx) < T2
e—a

Comme cette majoration est indépendante de x, || fn = f|| oo, 101 < T2
T +nca

e—a
0.

——0,donc | fu- /|

1+n2ag2 n—+oo oo a1l poioo

On en déduit que‘ (fn) converge uniformément vers f sur [a,1]. ‘

3. Les fonctions f;,; étant contfinues sur [0,1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu’il Ny a
pas convergence uniforme sur [0, 1]. ‘

4. On utilise le théoréme de convergence dominée.
H1 (f,) converge simplement vers f sur [0,1].
H2 Les fonctions f;, et f sont continues par morceaux sur [0,1].
H3 Domination ¥ ne IN*, Vxe[0,1],]fn(x)]| <e ™ <1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R* continue, positive, intégrable sur
[0,1].
On en conclut donc que

1 1
un:L fn(x)dxmfo f(x)dx:O.
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Exercice 28 : Analyse
N.B. : les deux questions sont indépendantes.

1. Lafonction x —

—X

est-elle intégrable sur |2, +co[?

x2-4
2. Soit a un réel strictement positif.
La fonction x — \/% est-elle intégrable sur 10, +oo[?
—X
1. Soit f:x— —— continue sur 12, +oo[. De plus,
Sur ]2,3]

Sur

T e? 1

e
Va1 2 2 -2

Or x+— ﬁ est intégrable sur ]2,3] (fonction de Riemann intégrable sur ]2,3] car % <1).

fx) =

(x—
Donc, par comparaison, f est intégrable sur ]2,3].
[3, +oo
e*x
[ oo ~ =g(x.)
. . - 1
Or x%g(x) 0 par croissances comparées donc, au voisinage de +oo, g(x) =o (—)

X—+00 x2

1 . < s
Comme x— — est intfégrable sur [3,+oo[, ON en déduit que g est intégrable sur (3, +ool.
X

Donc, par comparaison, f est intégrable sur [3, +ool.

Ainsi, | f est intégrable sur ]2, +ool.

2. Cas particulier d’intégrales de Bertrand : soit a un réel strictement positif. On pose f : xln—x, fonction

1+ x2a

continue sur 10, +ool.
Sur 10,e]

Sur

f(x) ~ Inx=gx).
x—0
Or y/xg(x) —— 0 donc, au voisinage de 0, g(x) =o (%)
x—0 X2

Or x— % est intégrable sur 10,1] (fonction de Riemann intégrable sur ]0,1] car 1/2 < 1).
X

Donc g est intégrable sur 10,e], et, par comparaison, f est intégrable sur ]0,e] pour fout a € R.
(e, +oo[
Inx
f(x) +:o F = h(x).

sia>1, prenonsy telque 1<y<a.

x"h(x)=x""%nx 0
X—+00

1
donc, au voisinage de +oo, h(x) =0 (F)

1 . ) . o
Or x+— P est intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann intégrable sur [e, +oo[ car y > 1), donc h
est intégrable sur [e, +ool.
Ainsi, par comparaison, f est intégrable sur [e, +ool.
sia<l,

1
Vxele+ool, h(x) > — >0
xa
(C’est la raison pour laquelle on a coupé l'intervalle en e.)

1 . . \ .
Or x— —; hon intégrable sur [e, +oo[ (fonction de Riemann avec a < 1), donc, par comparaison de
fonctions positives, h n’est pas intégrable sur [e, +ool.
Ainsi, par équivalence, f n’est pas intégrable sur [e, +ool.

Finalement, | f est intégrable sur 10, +oco[ si et seulement si a> 1.
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Exercice 29 : Analyse
On pose V x €]0, +ool, ¥ £ €]0, +oo[, f(x,8) =e ¥,

1. Démontrer que : V x €10, +ool, la fonction ¢t — f(x, t) est intégrable sur |0, +ool.
+00

On pose alors : V x €]0, +oo[, I'(x) :f e~ ldar.
0

2. Pour tout x €]0, +oco[, @xprimer I'(x + 1) en fonction de I'(x).
3. Démontrer que T est de classe ¢! sur 10, +oco[ et exprimer I'/(x) sous forme d’intégrale.

1. Soit x> 0. La fonction t— f(x, ) = e 't*"! est continue (par morceaux suffirait) sur 10, +ool, positive.

m Intégrabilité sur [1,+o0[ : par croissances comparées, el =

= 0
t—+oo

(%2) On conclut donc par compa-

raison 4 une intégrale de Riemann.

est

. . . 1 . . N .
® Intégrabilité sur 10,1] : e !¢~ 1[~0t1—_x. Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), ¢ —

intégrable surjo,1] car1-x<1.

[l—x

Donc | T est définie sur R},

2. Parintégration par parties, sio<e < A,

A 1
f e e tdr =
£

Mais, par croissances comparées,

et de plus

On en déduit, en prenant les limites quand e — 0 et A — +co,

I'(x) =0+ lF(x+ 1)
P

C’est-a-dire | T'(x+1) = xI'(x).

3. On utilise le théoréme de classe ¢! des intégrales & paraméatres.
H1 Pour tout €0, +ool, x — f(x,t) est de classe ¢! sur R} par opérations avec

% D (x, ) —In(®) f(x, 0).

H2 Pourtout xe R}, r— f(x, 1) est intégrable sur 10, +oo[ par 1.

H3 Pour tout x > 0, la fonction ¢ — %(x, 1) est continue par morceaux sur 10, +ool.
H4 Domination : Soit K = [a,b] avec 0<a<b. On a

of Intle~fr471 si <1
Y (x, ) € Kx]0,+00[ '—(x, t)‘é(l?(l‘):
0x Intle fP1 si r>1

" . s 1
avec ¢ positive, continue par morceaux sur 10, +ool, intégrable sur 10, 1] car ¢(t) = 9, (t—a) avecl-a<a<l1

et sur [1,+ool, COr ¢(1) = o (712)

—+00

+00
Onadonc|Te¢' R |et r’:(x,t)—»f In(2) f (x, H)dt.
0
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Exercice 30: Analyse
1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
. . +o00o 2
2. Démontrer que la fonction f:x— f e cos(xt) dt est de classe ¢! sur RR.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E).

Pour gagner du temps, il est conseillé de fraiter les deux premiéres questions simulfanément !

. \ . IJxI — K
Soit I et J desintervalles réels et g :

(x,t) — flx0
On suppose

H1 viel, x— g(x 1) est de classe ¢! sur J, de dérivée x— g—‘i(x, 7).
H2 vxeJ, t— g(x,t) estintégrable sur I.

0 )
H3 vxeJ, t— a—g(x, 1) continue par morceaux sur I.
X

H4 Domination globale ou sur tout segment de g—i : Eventuellement sur fout segment s, il existe une
fonction ¢ continue par morceaux, positive, intégrable sur I telle que

VxeJous, Vrel, ‘g—’i(x. t)‘ < o).

Alors

(&3 f:x—»fg(x, 1 dt est de classe ¢! sur J
I

C2 Vxe]J, t— a—g(x, 1) est intégrable sur I et f/(x) =f a—g(x, pdt.
0x 10x

Rx[0,4+00o] — R
2. On pose g:

L‘Z
cos(xt)

(x,1) — e
On applique le théoréme de classe €1 des intégrales & paramétres.

H1 Viel0,+o0], x— g(x, 1) est de classe ¢! sur R par opérations et

0 2

98 (x, 1) — —te ! sin(xt)

0x

. 1 . -
H2 vxeR, t— g(x, 1) est continue sur [0, +oo[ €t Vx € R, |u(x, 1) < e’ = .0 (t—z) par croissances comparees
—+00

donc, t— u(x, t) est intégrable sur [0, +oo[ par comparaison & une fonction de Riemann intégrable en
+00.

0 .
H3 VxeR, t— ﬁ(x, 1) est continue par morceaux sur [0, +ool.
H4 Domination globale V (x, ) € R x [0, +ool, ‘g—i(x, t)‘ <te ¥ = ¢(1) avec ¢ confinue par morceaux, positive
et intégrable sur [0, +ool.

. p 1 . . . .
En effet, par croissances comparées, ¢(r) = .0 (;) Par comparaison & une fonction de Riemann
—+00
intégrable en +oo, ¢ est bien intégrable sur [0, +ool.

On adonc| f est de classe ¢! sur R ‘ et

+00 5
VxeR, f’(x):f —te” U sin(xndt.
0

+00
3. (@) Ona,VxeR, f'(x) :f —re sin(x7)d¢. Procédons & une intégration par parties. Soit A > 0.
0

A

A 2 1 _p2 Ax _»
f —te U sin(xt)dr= | e sin(xt) —f Ze U cos(xp)dt
0 2 0o 2

0

En passant & la limite quand A — +oo, on obtient f/(x) + gf(x) =0.

Donc f est solution de I'équation différentielle | (L) : y' + gy =0.

x2
(b) Les solutions de (L) sont les fonctions | x — Ae™ # avec A€ R.
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Exercice 31

Exercice 32: Analyse
Soit 'équation différentielle : x(x-1)y” +3xy +y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |-r,r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce quetoutesles solutions de x(x—1)y"+3xy’'+y = 0 sur |0, 1] sont les restrictions d’'une fonction développable
en série entiére sur]-1,1[?

1. Analyse Soit }_ a,x" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme S. Pour tout xe€]-R,R[,

+00 +00 +00 +00
S(x)= ) apx" S =Y napx"! " =Y nn-Dax"2=Y (n+Dnag "
n=0 n=1 n=2 n=1
Donc
+00
x(x—=18"(x) +3xS' () +Sx) = 3 ((n+1)2an—n(n+1)an+1]x".
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiére, la fonction S est solution sur ]-R, R[ de
I’équation étudiée si, et seulement si,

VnelN, (n+ 1)2an— nn+1)an+1 =0.
C’est-a-dire Vne N, nay+1 = (n+1)a,, ce quirevient &
VneN, a,=na.

Synthése Le rayon de convergence de lasérie entiére Y nx" étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions
développables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions

0 d 1 arx
xHaIan":alx—(—): 1 5
n=0 dx\1-x (1-x)

définies sur1-1,1[ avec a; e R, et méme sur R si a; = 0.
2. Notons (L) I'’équation x(x-1)y" +3xy’ +y =0.

Prouvons que | les solutions de (L) sur 10, 1[ ne sont pas toutes développables en série entiére sur | -1,1].

En effet, si toutes les solutions de (L) sur ]0,1[ étaient développables en série entiere & |'origine alors, d’aprés
1., 'ensemble des solutions de (L) sur 10, 1[ serait égal & la droite vectorielle Vect(f) ou f: x+—

A-x?
Or, comme les fonctions x — x(x—1), x— 3x et x— 1 sont continues sur]0,1[ et comme la fonction x — x(x-1)
ne s’annule pas sur 0, 1[, I'ensemble des solutions de (L) sur 10, 1[ est un plan vectoriel, ce qui est contradictoire.

Exercice 33 : Analyse
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Exercice 34 : Analyse
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé E.
1. Rappeler la définition d’un point adhérent & A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrer que x € A < 3(x,) ,ey telle que, VnelN, x, € A et x;, — x.
3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.
4. Soit B une autre partie non vide de E. Montrer que Ax B=AxB.

1. Un point adhérent & A est un point x tel que foute boule ouverte centrée en x rencontre A :

]er et Vr>0, Bx,r)nA#D.

2. (=) | Onsuppose que x est adhérent a A. ‘

1
nA donc tel que d(xp, x) = lx; — xIl < =

\ 1 1
Soit ne IN. Avec r:—,onoxneB(x,
n+1 n+1 n+

Cela définit| (e e € AN telle que x, — x.|

(=) ‘Si on a une suite (an)nE]NEA]N telle que an—>x,‘ alors pour tout r > 0, on a un rang & partir duquel

Xn€Ba,rNA#D donc

& m A est une partie non vide de E puisqu’elle contient A entier.
m Six,yeAet1eR, parla caractérisation séquentielle (question 2, sens direct), on a (xu) e € AN et
) nen € AN telles que x, — x et y, — y.
Alors (xp +Ayn) nen € AN (car A est un sous-espace vectoriel de E) est une suite telle que x,+ Ay, — x+A1y.
Donc, par la question 2 (sens réciproque), x + 1y € A.

Par caractérisation, | A est encore un sous-espace vectoriel de E.

4. Toujours avec la caractérisation séquentielle, en considérant la norme produit,

(6,7) € Ax B < 3 ((tn, yn) pey € Ax BN, e, yn) — (x,)
= 3 () pen € AxBY, xp—x et yp—y

El(xn)nE]NEAIN, Xp—X
3 (yn) ey € BN, yn—
Yn)nelN y Yn y

— (x,y)EZxE.

donc|AxB=AxB.

Exercice 35: Analyse

Exercice 36 : Analyse
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Exercice 37 : Analyse
On note E I'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. On pose
1
V feE, Noo(f)= sup |f(x)| et Nl(f)=j |f()ldt.
x€(0,1] 0

1. (a) Démontrer que N, et N; sont deux normes sur E.

(b) Démontrer qu’il existe k >0 tel que, pour tout f de E, N (f) < kNoo(f)-

(c) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N..
2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

1. (a) Bonne définition Une fonction continue sur un segment étant bornée et admettant bien une intégrale,
Noo €F N7 sont bien définies sur E, & valeurs réelles.

Défini-positivité Si fe E, on a bien Noo(f) >0 et Ny (f) >0 et
B Si Noo(f) =0, alors pour tout x € [0,1], | f(x)| =0 donc f =0g.
m Si Ni(f) =0, alors, comme | f| est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0,1], pour tout x € [0, 1],
|fo|=0donc f=0g.
Homogénéité Si feEet 1eR,

B Comme [A| >0, Noo(Af) = sup IAf)]= sup (IAl-1f)])=IAl sup [f(x)|=IAl Neo(f).
x€(0,1] x€(0,1] x€[0,1]

1 1 1
n Nl(Af):f |7Lf(t)|dt:f |/l|~|f(t)|dt:|/1|f If(®)de=1Al Ny (f) par linéarité de I'intégrale.
0 0 0

Inégailité triangulaire Si f,g € E, pour tout x € [0,11, | f(x) + g(x)| < | f(x)] + |g(x)| donc

B |f(x)+8(0)| < Noolf) + Noo(g) Qui ne dépend pas de x doNC Neo(f + 8) < Neo(f) + Neo (8).
m Par croissance et linéarité de I'intégrale,

1 1 1 1
N1(f+g)=f0 |fm+g(t)|dr<f0 (|f(t)|+|g(r)|)dt=f0 |f(t)|dt+f0 lg(Oldr = Ni(f) + Ny (g).

‘ N €t Ny sont donc bien des normes sur E. \
(b) Soit f e E. Pour fout te[0,1], | f(1)] < Noo(f) donc par croissance de I'intégrale,

1 1
Ni(f) =f0 e drgfo Noo(f) = Noo( ).

donc

N1(f) <1-Noolf): |

(c) Premiére méthode Si @ ouvert de E pour la norme N et fe@, alors on a r >0 tel que la boule ouverte
B1(f,r) pour N estincluse dans @.

Alors, si Noo(g — f) < r, VU la question précédente, Ny (g— f) <r donc ge By (f,r) cE.
On adonc r >0 fel que By (f, ) < E (boule ouverte pour No) : | @ est ouvert pour Neo.

Deuxiéme méthode la question précédente nous dit que I'application linéaire

idg : (E, Noo) — (E,N1)

est continue. Alors, | si @ est un ouvert de E pour Ny, 0 = idgl(@’) est un ouvert pour Neo.

2. Pour montrer que les normes N; et Ny, ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une suite de fonctions

(fn)nen Telle que (N°°(f”)) ne soit pas bornée.
Nl(fn) nelN
n ! 1 Noo(fn)
m f,:x— x" convient car pour tout ne N, Noo(fn) =1 €t Ny (f) = —— donC ——— =n+1— +oo.
n+1 Ni1(fn)

m On peut aussi, de fagon moins miraculeuse, chercher une suite de fonctions (fu),ew+ Telles que
(N1(fn) ey €8t bOMée et Non (Neo(fn) ey - Cela peut se construire manuellement est imposant la
norme infinie & valoir n tandis que |’ aire sous la courbe vaut % par exemple. Il suffit que f;, soit affine de
(0,n) & (%,0) et nulle ensuite (I'intégrale de f;, est I'aire d'un triangle rectangle valant %).

Noolfn) _ -

n< — +oo.
N1 (fn) {
n

Alors, sin>1,

2
2
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Exercice 38: Analyse

Exercice 39 : Analyse
On note ¢2 'ensemble des suites x = (x,,),,c;y de nombres réels telles que la série ngz converge.
1. (a) Démontrer que, pour x = (xp) yel € £2 €t y = (yn)pe € €2, la série Y x,y, converge.

+00
On pose alors (x|y) = Y xnyn-
n=0

(b) Démontrer que ¢? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (-|-) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée ||-||.
2. Soit p e IN. Pour tout x = (x,) € £2, on pose ¢(x) = x,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢2 dans RR.

3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.

Déterminer F- (au sens de (-|-)). Comparer F et (F1)".

1. (@) Soit x=(xn)peny € €2 € y = (Vn) pel € £2.

Alors, pour fout ne N, |x,yn| < > (x2 +y2) qui est un terme général positif de série convergente.

Donc, par comparaison de termes généraux positifs, ‘ Y xnyn converge | absolument donc converge.

(b) ¢2 est une partie non vide (contient la suite nulle) de RN,
Et,si x,ye ¢? et Le R, pour tout ne N,

(xp + /lyn)2 = x%, + Azyfl +2Axnyn

est un terme général de série convergente par combinaison linéaire de termes généraux de séries
convergente, en ufilisant la question précédente.

Donc x+Ay € ¢? qui est un ‘ sous-espace de RN, ‘

2. Soit p e IN. Par linéarité de I’'évaluation, six,yel? et LeR, p(x+Ay) = (x+Ay)p = xp + Ayp (C'est
la définition de la sosnme et de la multiplication par un scalaire de suites).
Puis, si x € ¢2,

+00
)| = |xp| = /x5 < | X x5 =l
n=0

donc | ¢ e % (¢ R).

3. Remarquons qu’on a bien, naturellement, F c ¢2,
Soit xe FL. Alors x est orthogonale aux suites de la base canonique e™ = (o,...,0, 1 ,0,...) de F.
ne
Donc, pour tout ne N, [x)e(”)) =x, =0, ce qui conduit & FL < {0}. Par ailleurs, 0 € FL, donc | F+ = {0}.
*

Onaalors| F ¢ (F+

. . . 1
= {0+ = ¢2 | (car il y a des suites dans ¢2 qui ne sont pas presque nulles, comme (2_”) ,
nelN

par exemple.)
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Exercice 40: Analyse

Exercice 41 : Analyse

Exercice 42: Analyse

Exercice 43 : Analyse
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Exercice 44 : Analyse
Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de I'adhérence d’un ensemble & I'aide des suites.
(b) Montrerque AcB= AcB.
. Montrer que AUB = AUB.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrer que AnBc AnB.

(b) Montrer, a I'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E=TR).

N

1. () ‘er@El(xn)nE]NEA]N, xn—>€.‘

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.

(b) ‘ Supposons Ac B.

= Avec des suites : Soit x € A. Alors x est limite d’une suite d’éléments de A qui est aussi une suite

d’éléments de B, donc x € B. Ainsi,

= On peut aussi revenir & la définition : si x € A, pourtout r >0 @ # B(a, r)nAc B(a,r)nB donc B(a,r)NB # &

donc x e B. Ainsi,

= On peut utiliser la caractérisation de I'adhérence comme étant le plus petit fermé contenant la
partie : comme B est un fermé contenant B donc A, il est plus grand au sens de l'inclusion que A

c’est-a-dire
2. Ona déjd Ac AuB et Bc AuB, donc, avec la question précédente, Ac AUB et Bc AUB donc AUBc AUB.
Puis
m Avec la caractérisation 1 A _UE est un fermé contenant Au B, donc le plus petit ensemble vérifiant cette
propriété vérifie AuB< AuB.
= Avec des suites : si xe AUB, on a une suite (x,) ,e € (AuB)N telle que xj, — x.

Soit les ensembles N4 ={ne N, u, € A} et Ng={neN, u, € B} vérifient N4ulNg = IN. L'un d’entre eux au
moins est donc infini.

On peut alors, avec un tel ensemble infini, construire une extractrice ¢ dont I'image est exactement cet
ensemble : {pn),ne N} =IN4 ou {p(n),ne N} = Np.

On obtient alors (xpm) o € AN OU (Xpm) e

Donc AuBc AUB eft, finalement,| AUB = AUB.
3. (0) m Aveclb:AnBcAet AnBcBdonc AnBc Adonc AnBc Bdonc|AnBc AnB.

m Avec la définition : si x€ AnB, pour fout r >0, B(x,r)nAnB # @ donc B(x,r)NA# @ et B(x,r)NnB# 2

donc xe AnB et on abien| AnBc AnB.
m Avec la caractérisation : An B est un fermé contenant AnB car Ac Aet Bc B, donc| AnB< AnB.

(b) Prenons E=TR, A=[0,1[ et B=]1,2]. Alors AnB=3 =2 C AnB = {1}.

e BN telle que x,, — x, donc xe AUB.
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Exercice 45 : Analyse

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit E un R-espace vectoriel normé. On note | - | la norme sur E.
Soit A une partie non vide de E. On note A I'adhérence de A.
1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors ‘A est convexe.

2. Onpose VxeE,dy(x) = inf |x—all.
acA

(a) Soit x € E. Prouver que d4(x) = 0= x€ A.
(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) e E2,Vte0,1], dg(tx+ (1 - 0y) < tda(x) + (1 - d ).
Prouver que A est convexe.

1. (Q) |[x€4 <= ) pen € AN, xp— 2.

Autrement dit, A est I'ensemble des limites de suites convergentes d’éléments de A.
(o) Supposons A est convexe, et donnons-nous x,ye A et te [0,1].

On a donc (xp) yen € AN et (yp) ey € AN telles que x, — x et y, — y.

Alors (xn + tyn) ney € AN par convexité de A et x, + ty, — x+ty donc x+tye A

En résumé, | A est convexe.

2. (a) Soit xe E tel que d4(x) =0.
» Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure : on a (x,) € AN telle que

lx—xpll — inf [x—al =ds(x) =0,
acA

c’est-a-dire x,, — x.
Par caractérisation séquentielle de I’adhérence,
= Par caractérisation de la borne inférieure : pour tout r >0, on a€ A tel que |x—all <r (r n'est pas un
minorant de {|x—all, a€ A}), autrement dit ae AnB(a,r) # @ donc
(b) On suppose que A est fermée et que V(x,y) € E2, Vi€ [0,1], da(tx+ 1 - 0y) < tda(x) + 1 - d ().

On ase donne x,ye A et re0,1]. On veut montrer que x+ry € A.

Comme x,ye A, dg(x) =da(p) =0donc 0<dg(tx+(1-0Dy) <t-0+(1—1-0donc da(tx+(1-1y) =0.

On en déduit avec la question précédente que tx+(1-1)ye A.

Or A est fermée donc A=A donc tx+(1—-t)ye A.

Finalement, on a bien montré que | A est convexe.

Exercice 46 : Analyse
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Exercice 47 : Analyse
Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer
la somme de la série entiére sur l'intervalle ouvert de convergence.
3nx2n

1.

n=1 0

app = 4"
2. ) aux" avec
A2n+1 = 5n+l

1. La série entiere étant lacunaire, on utilise le critére de d’Alembert général. Pour tout réel x, on pose
n,2n

un(x) = . Pour x non nul,
unt1 ()| _ 3nx? . ‘3x2‘
Un(x) n+1|n—+oco
n.2n

converge absolument et si [3x?] > 1 ¢’est-a-dire si

: b o 1
Donc, si [3x?| < 1 c’est-a-dire si |x| < — alors )
\/§ n>1
n,2n

1
|x| > — alors
V3 L

1
diverge. On en déduit que R= —.
n>1 \/§

1 1 +00 3nx2n +00 (3x2)n
Onpose Vxe |-—,—|, S(x) = =
V3 V3 rzZ::1 n nX::l n
+00 N
Or, d’aprés les développements en séries entiéres usuels, ona vie]-1,1[, > — =-In(1-1).
n=1 1
Ainsi| v xe |- I[S() In(1-3x?)
XE|[——,—(= |, oX)=—In[1—-5X").
V3 V3

2. Le corrigé officiel est particulierement imprécis sur cet exemple.
Posons les suites (by) et (cp) telles que by, = azp sin=2p et 0sinon, et ¢, = azp+1 sin=2p+1etosinon. Alors les séries
entiéres ) byx" et ) c,x™ ont méme rayon de convergence que Z“anzn et Zagn+1x2"+1 respectivement,
Or

i : . : . 1
m ) 4"y = Z(4x2) converge si ef seulement si [4x2| <1 si et seulement si |x| < 5 isonrayon de conver-
1
gence est Ry = >

n . . . , 1
m ) 5" = ¥ (5x2]7 converge si et seulement si [5x?| < 1 si et seulement si x| < — : son rayon de
) V5
convergence est Ry = —.
V5

Finalement, Za,,x” est la somme des séries entiéres anx” et chx" qui ont des rayons de convergence

. 1
R # Ry donc celuide Y apx" vaut| R=min(R;,Ry) = —.

V5

Autfre argument possible avec la sommabilité : les séries Zagnxzn et Za2n+1x2n+1 convergent absolument
toutes les deux si et seulement si c’est le cas de ) apx" : c’est un résultat de sommabilité (théoréeme de

1
V5
Autre argument possible sans Ia sommabilité : as,x*" — 0 et az,.1 12" — 0 si et seulement si a, x™ — 0.

D’aprés ce qui précéde, on en déduit également que (sommation par paguet ou passage par les sommes
partielles ou en utilisant une somme de séries entieres)

sommation par paquets avec IN =2INu (2IN + 1)). On en déduit que R = min(Ry, R2) =

1 e IO 7 +00 n 1 5x
Vxe |-—,—|, S = =) (4 ) T e
78 [ =oe e 9 n;)“"x r;O( o ) +5xn§0(5x ) 142 1-5x
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Exercice 48 : Analyse
%9 ((0,1],R) désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

1
Soit f € €°([0,1],R) telle que Vne]N,f ' f (1) dr=0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0,1] vers f.
(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers f2.

1
f 2 de.
0

1
(b) Démontrer que f Pu(t) f(t)dt
0

n—+oo
1

(c) Calculerf Py (1) f (p)dt.
0

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0,1].

1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et & valeurs réelles ou complexes est limite uniforme sur ce
segment d’une suite de fonctions polynomiales.

2. On pose, pour fe€°([0,1],R), fonction continue sur un segment donc bomnée, || f|., = sup If ().
t€(0,1]
() f et p,-f étant continues sur le segment [0,1] donc bornées,

Vte[0,1],

Pa(Of(D) —fz(t)| =1FOIPR(®) = FOI< || F oo 1Pn = Flloo -

‘Pnf_f2||oo<”f”oo"P”_f”oo &)

Or (P,) converge uniformément vers f sur [0,1] donc || Py, - f|| ., —— 0.

X p—+o0

On en déduit que

0.

Donc, d'aprés (1), [|Paf - 2|

®© n—+oo

Donc‘ (P,.f) converge uniformément sur [0,1] vers f2. ‘

(b) On utilise le théoreme d’intégration d’une limite uniforme de fonctions continues sur un segment :

H1 vnelN, P, f est confinue sur [0,1].
H2 D’aprés la question précédente, (P, f) converge uniformément sur le segment [0,1] vers £2.

1
f 20 dt.
0

1
Donc f P () f(ndr
0

n—+oo

1
(c) P Hf P(n) f(ndt et P — 0 sont linéaires et coincident sur la base canonique de R[X] donc elles sont
0

1
égales. Ainsi, f Pr(0)f(ndr=0.
0

1
3. D’apres les questions 2.(b) et 2.(c), on a f f2(1) dr=0. Or f2 est positive et continue sur [0,1], donc f2 est nulle
0

sur [0,1] et donc ’ f est nulle sur [0,1]. ‘
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Exercice 49 : Analyse

+0o0
Soit }_ a,, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M= ) |ayl.
n=0
an tn —t
On pose : VnelN, Vi€ [0,+ool, fp (1) = —e™".
n:

1. (a) Justifier que la suite (a,,) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions Y. f;, converge simplement sur [0, +ool.

+00
On admettra, pour la suite de I'exercice, que f: r— Y f,(1) est continue sur [0, +ool.
n=0

+o00o
2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : ¢t — t"e~! est intégrable sur [0, +oo[ et calculer f gn(ndt.
0

+00
En déduire la convergence et la valeur de f | fn (0)] d.
0

400 [ +0o0 an lJl +00
(b) Prouver quef Y —S—ef|dt= ) ap.
0

n=0 n! n=0

n
X
1. Rappelons que, VxeR, ) — converge vers e*.
n.

(@) Y a, converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,) converge vers 0 et donc
\ elle est bornée. \

+00
Autre méthode : On remarque que Yne N |ay|< M=) |ap|.
p=0
t" t"
(b) Soit t€[0,+c0l.OnaVneNN,|f(5)] < M;. Orlasérie — converge, donc Y f, () converge absolument,
donc converge. ' '

On a donc vérifié la ‘ convergence simple de )_ f; sur [0, +ool. ‘

2. (a) Soit neN, g, est continue sur [0, +oo[ et 2 gy, (1) 0, donc, au voisinage de +oo, g, (1) = O(tiz)l

t—+00

Or t— é est intégrable sur [1, +oo[, donc gy est intégrable sur [1, +oo[ donc sur [0, +ool.

+o00o
On pose dlors VrneNN, I, =f gn(0)dt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = nl,,—;. On en déduit par récurrence que

+00
In=nlly=nl AIors’ t— | fn(0)| estintégrable sur [0, +ool | Car | f (D] = lL:l—’l’lgn(t) etona f I fn(®ldt = lap].
I 0

(b) On utilise le théoreme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions.

+00
H1 Y f» converge simplement sur [0, +oo et a pour somme f= ) f, d'aprés 1.(b) dont on a admis la
n=0

confinuité sur [0, +ool.
H2 vneNN, f, estintégrable sur [0, +oco[ d’apres la question 2.(a)

+o00o
H3 Ni(fn) =f |fn (0| dt = |an| terme général de série convergente par hypothése.
0

Alors f est intégrable sur [0, +oo[ €f Oon @

+o00 [ +oo an tl’l +00 +00 an lJ’l +00 an +00 +00 an +00
f Y Dl etlqr |- zf Il otg=y I [T neta= Y S| Y
0 n=0 ™ n=070 n: n=0 1 Jo n=0 n=0
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Exercice 50 : Analyse

+00 @21

dz.

On considére la fonction F: x— f
0 X+t

1. Prouver que F est définie et continue sur 10; +ool.
2. Prouver que x — xF(x) admet une limite en +co et déterminer la valeur de cette limite.
3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oco, de F(x).

10; +00[x[0;+c0[ — R
1. Notons f: 5

(x, 1) = —
x+t

On utilise le théoréme de continuité des intégrales & parameétres :

=211

H1 Vi€ [0;+00l, x— f(x,1) = % est continue sur ]0; +ool.

H2 Vx€]0;+o0l, t— f(x, ) €st continue par morceaux sur [0; +ool.
H3 Domination sur tout segment Soit [a, b] un segment de 10; +ool. Vx € [a, b], Yt € [0; +o0],
1
|G 0] < —e2 =

avec ¢ confinue par morceaux, positive et intégrable sur [0; +oo[ car 2> 0.

+00 o—2t
On en déduit que| F: fo %dt est définie et continue sur ]0; +ool.
0

+00 X
2. ¥V x€]0;+o00[, xF(x) :f Tte‘ztdt. Posons V x € ]0;+ool, V £ € [0; +oo[, hy(t) = ﬁe‘“.
0 X

On utilise I’'extension du théoréme de convergence dominée appliquée & (hy) xejo;+oof
H1 Ve [0;+ool, hyx(0) e~2l = p(p).

X—+00
H2 Toutes les fonctions hy et la fonction h sont continues par morceaux sur [0; +ool.

H3 Domination globale V x € ]0; +oo[, V1 € [0;+0ol, |, (1) < e~ = h(f) et h est continue par morceaux, positive
et intégrable sur [0; +ool.

+o0o +00 2 1
f g(t)dt:f e ?ldr=—.
0 0 2

X—+00

+00
Doncf hy(H)dt
0

Conclusion : | xF(x)

xX—+oo 2

3, Etdonc|Fy) ~ —

x—+00 2x

+o0 g=2U

du

Autire méthode (mais qui n’est pas attendue ici) : le changement de variable u = x+t donne F(x) = e2* f ”
X
ce qui redonne existence et confinuife.

—2u 2u+1

) e e ~
Puis, la dérivée de u— valant u— -———¢ 2u on « remarque » que
u

e 2 2u+1 _y,
~ e

u u—+oo 2y2

’

donc par infégration des eéquivalents de fonctions positives dans le cas de convergence,

— +00
2u 1

2x’

TO2u+1
F(x) ~ ezxf el dy=e?F
X

2u? 2u

Ou alors on effectue une intégration par parties et on utilise un théoréme d’infégration de o dans le cas de
convergence.

D’ou en particulier xF(x)

x—+00 2
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Exercice 51 : Analyse

1.

!
Montrer que la série Z ( @n)t converge.

n)22412p +1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

en précisant le rayon de convergence.

Donner le développement en série entiére en 0 de +—

1
Vi-t
Remarque : dans I’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.

En déduire le développement en série entiére en 0 de x— Arcsin x @insi que son rayon de convergence.

a it = 2n)!
En déduire lavaleurde ) ——/—F————.
nso (nh22472n +1)

2n)!

. Onpose VneN, uy, = B —

(n)224n2n+1)
Ups1 _ 2n+2)2n+1)@2n+1)  (2n+1)? 1
un  (m+1)2242n+3)  8(n+1)(2n+3) +0 4

Lou 1 N N ,
Ainsi, =L T 1. Donc, d'apres la régle de d Alember‘r,’ )" un converge.
Un —+00

. D’apres le cours, Vae R, u— (1+uw)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R de

son développement en série entiére vaut 1 si a ¢ IN. De plus,

+00 — -
Vuel-L1[, Q+wc=1+y 2@ D-@=n+D

n=1 n!
En particulier, pour a = —% etu=-t,R=1etVvtel-1,11,
1 0 (-1)(-3)---(-2n-1) i
=1+ (=",
v1i-t n;l 2n!

En multipliant numérateur et dénominateur par 2-4---2n =2"n!, on obtient

Vie -1l ——— =14 3 27,
TUVI—r o enan?

n

, 1 oo 2n)!
Conclusion:|R=1etVte]l-1,1[, —— = Lz”.

Vi-t j=p@"n)?

D’aprés la question précédente, en remarquant que xel—1,1[ < t=x%€ [0,1[ et [0,1[c] - 1,1], il vient

1 oo 2n)!
Vxel—1,1], = ( )2x2"
-2 /= @"ny

avec un rayon de convergence R=1.
1

V1-x2 I

D’aprés le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme & ferme le développement en série entiere de

Or Arcsin est dérivable sur]-1,1[ avec Arcsin’ : x —

1 a n
x— ——— et le rayon de convergence est conservé. On obtient
1-x2

o @n)! 2n+1
Vx€]—-1,1[, Arcsinx = Arcsin0+ Z P P n
=0 @"nh=2n+1)

avec un ‘ rayon de convergence R=1. ‘

1 . . P
Prenons x = 5 €]-1,1[ dans le développement précédent. On en déduit que

1) e 2n)! 1
%zArcsin (5): Z ey

=022 (mh2(2n+1) 220+l

Donc Jio—(zn)! £
o mh224n2n+1) 37
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Exercice 59 : Algébre
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Exercice 73 : Algébre
Exercice 74 : Algébre
Exercice 75 : Algébre

Exercice 76 : Algébre

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (-|-).
On pose Vxe€E, ||x|| = v{x[x).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E={fe%€(la,b],R), Vxe€la,b] f(x)>0}. Prouver que I'ensemble

{j:f(t)dtxj;h]%dt,feli}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

1. (a) Onmontre que | pour tout (x,y) € E2, |(xIy)]| < llxll |y ie x1y)? < (xlx)(yly).‘

Soit 2 un nombre réel. On pose P(A) = (x+ Ay |x+1y) = |x+1y|? : on a que P(A) > 0 par positivité. Or, par
bilinéarité (ou identité remarquable sur la norme)

P(A) = (x]x) + Ax|y) + A(y120) + A2 (y]y)
= (x|x) +2A(x]y) + A% (1Y)
= 2 + 2401y + A2 ||y
P est un polyndme de degré au plus 2 & coefficients réels.

Cas 1:Si ||y||2 = (yly) = 0, alors on doit avoir, pour tout 1 € R, (x]x) +2A(x|y) = 0, ce qui n’est possible que si
(x]y) =0 (en effet, cela se voit en faisant tendre 1 — +oo si (x]y) # 0 ce qui aboutit & une contradiction
ou en reconnaissant une équation de droite dont les ordonnées seraient toutes positive, elle est
donc horizontale et de coefficient directeur nul) et I'inégalité est vraie. Cette preuve a I’avantage
d’étre valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive.

On peut aussi plus simplement utiliser la défini-positivité du produit scalaire : y = 0g et donc I'inégalité
s'écrit 0=0.

Cas 2 : Sinon, le polyndme en A est de degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est
négatif

A = (x]y)? - (X0 (yly) <0
et on obtient I'inégalité recherchée.
Si on n’est pas familier avec le discriminant réduit, on peut utiliser le discriminant classique

A= 4(xly)2 —4(x|x)(yly) 0.

b) llya ’ égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.

En effet

m Si y=0g, iy a égalité.

m Si y#0g, il y aégalité si et seulement si P(1) admet une racine (double) si et seulement si
JAeR, (x+Ay|x+Ay)=0,ce quiéquivaut d3AeR, x+Ay=0etdonc x ety sont liés.
b

2. (f,9 —»f f(ng(r)dr est bien un produit scalaire sur € ([a, b, R).
a
1

vai
(b—a)zz(fabMt)Z:(f:\/%x \/]%dt)zéfabf(t)dtxfab%dt

b b 1
—a? - 2 i — T2 ;
donc (b-a)* est un minorant de {fa fodr x ; f(t)dt' feE}, atteint pour f =1, donc (qui est

méme un minimum en plus d’une borne inférieure.)

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, si f € E, \/f, € %6(la,bl,R) et
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Exercice 77 : Algébre
Soit £ un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (Al)L =4k
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = FLnG*t.
(b) Démontrer que (FnG)* = FL +GL.

1. Sixe At et ae A, alors (xla) =0, donc Ac (AJ-)J'.
Comme A et A sont de dimension finie, Ae AL = E et At e (A1) = E donc

1
dim(AJ‘) =dimE-dim A =dim A

Finalement, | (A1)" = .

2. (@ m CommeFcF+GetGcF+G,onadéd (F+GLcFlet(F+GLcGtdonc (F+GLcFtnGt.
m Sixe FLnG*, yeFetze G, alors

(x | y+z)=(x | y)+(x | z)=0
~—~— —~— N~
eFnGLeF+G eFL ¢F eGL €G

donc FLnGt < (F+G)t.
m Finalement, | (F+Gt=FtnGt. \

Remarque : Cette égalité et cette démonstration sont encore valables en dimension infinie.

(b) En appliquant la question précédente & FL et GL et en utilisant la premiére question,

(F*+ GJ‘)J— = (Fi)l n (GJ‘)J— =FnG

donc, en prenant I'orthogonal et en réutilisant la premiere question, ‘ FnG)t=Ft+Gt

Remarque : Une seule inclusion reste vraie en dimension infinie.

Exercice 78 : Algébre
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Exercice 79 : Algébre

Soit a et b deux réels tels que a < b.

1.

Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans RR.
b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a
Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans RR.

b
On pose V (f,g) € E2, (flg) =f f(x)g(x)dx. Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
a

1
Maijorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
. Supposons f h(x)dx = 0. Soit H une primitive de la fonction continue h. Alors H' = h > 0 donc H est croissante
a

b
et H(b) - H(a) :f h(x)dx =0 donc H est constante sur [a,b] : Vx€ [a,b], H(a) < Hx) < H(b)=H(a).
a

Alors, sur [a,b], h=H'=0.

b
Donc f h(x)dx=0=—= h=0.
a

Bonne définition Si f,g e E, le réel (f|g) est bien défini.
Symétrie Si f,g€ E, (flg) = (glf) par commutativité du produit réel.

Bilinéarité Si f1, f>,ge Eet Ae R, (i +1/218) = (filg) +A(f21g) par linéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. La linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
m Si feE, (flIf) >0 par positivité de l'intégrale ;

m efsi(flf) =0, alors, comme f2 est continue, positive, d’intégrale nulle sur [a, b], elle y est nulle et donc
f=0g.

Donc | (-|-) est un produit scalaire sur E. ‘

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, en notant f =,/ et g: x— e™* fonctions continues sur [0,1],

1 ! ! e
fo Vxe *dx=(flg) <|f]| ||g||=\/fo xdx\/j(; e_Zde:LZ. 1\/;

V1-e2

1
donc f Vxe Xdx <
0
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Exercice 80 : Algébre

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2z-périodiques de R dans R.

1.

2n
Démontrer que (f |g) = % f £ () g (1)dr définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x— cosx et g: x— cos (2x).
Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin? x.
1. Bonne définition Si f, g€ E, elles sont continues sur [0,27] et le réel (flg) est bien défini.
Symétrie Si f,g€E, (f1g) = (glf) par commutativité du produit réel.
Bilinéarité Si f1, f>,ge Eet Ae R, (fi+1/218) = (f1lg) +A(f21g) par linéarité de I'intégrale, ce qui donne la linéarité
& gauche. La linéarité a droite en découle par symétrie.
Défini-positivité
m Si feE, (fIf) =0 par positivité de I'intégrale ;
m et si (f1f) =0, alors, comme f2 est continue, positive, d’intégrale nulle sur [0,27], elle y est nulle et
donc, par 2n-périodicité, f =0g.
2. F=Vect(f:x— cosx,g:x— cos(2x)) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie donc le projeté ortho-

gonal sur F de la fonction u: x — sin? x est bien défini.
Il s’agit de I'unique fonction he F telle que u—he FL,
Or, par une célébre formule de tfrigonométrie

1—-cos2x
VxeR, cos(2x)=1-2sin’x ie sinzx:T,

1
donc u= _§ +=.
2 2

€F

Q= . 1
Vérifions alors que la fonction constante 2 est dans FL.

1 1 2= 1 2m
(—‘f)z—f costdt=—[sint] =0
2 47 Jo 4w 0

1 1 2 1 [sin27]?7
—‘g S— cos2tdt=—
4w

=0
2 41 Jo 2 0

g, 1 g
Doncu=-2+ - et =-2.
onc u R et| pr(h) >

—
€F eFl
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Exercice 81 : Algébre

On définit dans ., (R) x ./, (R) 'application ¢ par : ¢ (A, A') = tr(ATA’), ol tr (AT A’) désigne la trace du produit
de la matrice AT par la matrice A’. On admet que ¢ est un produit scalaire sur ./, (R).

a b
On note & = , (a,b)e R? Y.
-b a

1. Démontrer que % est un sous-espace vectoriel de ./ (R).
2. Déterminer une base de .

1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de j = ( ) sur 71 .
1 1

4. Calculer la distance de j a &.

_ a b\[d bV
On a classiguement ¢ , =aad +bb' +cc' +dd'.
c d|\cd d

0 1
1. & =Vect([2,K= ( )) est bien un sous-espace vectoriel de > (R).
-1 0

2. Comme & est un sous-espace de dimension 2 (I, et K sont non colinéaires) en dimension 4, 1 est aussi de
dimension 2.

a b
A= ( ) e F1 si et seulement si p(A, L) = p(A,K) =0 si et seulement sia+d=0=b-c.
c d

(=]

a b 1 0 0 1
Donc &1 = { ( ) (a,b) € ]RZ} =Vect(M= ( ),N: ( )) et comme M et N ne sont pas colinéaires,
b -a 1 0

-1
1 0 0 1
M= N = est une base de F1.
0 -1 10

0 1
3. Comme j=L+Navec LeZ et Ne L, pgl(])=N=( )
1 0

4. D’aprés le cours (et le théoreme de Pythagore), d(J, %) = |J-pz || = |pg1 D] = INI = V0? +12 +12 + 0% donc

AU, #) = V2.
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Exercice 82: Algébre

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie » > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x - y; soit orthogonal & F et que la
distance de x & F soit égale & ||x - yo|.

dl

a b a b
PourA:( )et A’:( , ),on pose (A|A') = aa' +bb' +cc' +dd’.
c d c

1. Démontrer que (-|-) est un produit scalaire sur ./, (R).

1 0
2. Cadlculer la distance de la matrice A= ( ) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supé-

-1 2
rieures.

1. Bonne définition Si A, A’ € ./, (R). le réel (A|A’) est bien défini sans probléme.
Symétrie Si A, A" e i, R), (A|A") = (A'|A) par commutativité du produit réel.,
Bilinéarité Si A, A, A’ € 4> (R) et AR, (A1 + A1A2]|A") = (A1 |A) + A(A2]|4") en remplagant directement dans I'ex-
pression. D’ou la linéarité & gauche, la linéarité & droite en découle par symétrie.

Défini-positivité
m SiAedlr R), (A|A)=a®+b?+c2+d?>0;
m etfsi(A]A) =0, alors, comme il s’agit d’une somme nulle de termes réels positifs, a? = k> = ¢ =d?> =0 et

donc A=0,.

1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
2. Onécrit A= ( ) = ( )+ ( ou ( ) eFet ( ) e F* car elle est orthogonale & toute matrice
-1 2 0 2 -1 0

friangulaire supérieure.

1 0
A_

0 2

Exercice 83 : Algébre

Alors | d(A,F) =

Exercice 84 : Algébre

Exercice 85: Algébre

Exercice 86 : Algébre

Exercice 87 : Algébre

Exercice 88 : Algébre

Exercice 89 : Algébre
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Exercice 90 : Algébre

Exercice 91 : Algébre
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Exercice 92 : Algébre
Soit ne IN*. On considére E = .4, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose V(A B) € E2, (A, B) = tr (AT B) ol tr désigne la frace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que ¢.,-) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A.
On note A,,(R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Prouver que E=S;(R) o A, (R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).
3. Soit F 'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F.

1. On peut soit utiliser les propriétés de la trace sur la premiére forme (A, B) = tr (AT B), soit écrire une deuxiéme
forme

J=1

n
Y [aT] .,,.bz',j) = ) aijbi;

> [avs], =3
(A,B) = ATB| =
j=1 ) i=1 ] 1<i,j<n

PRt q q q 2
et rédiger comme avec le produit scalaire canonique de R .

Bonne définition Quelle que soit le forme de (A, B, si A, B e .y (R), le réel (A, B) est bien défini sans probléme.
Symétrie Si A,B e .4y, (R), (A B) = (B, A) par commurtativité du produit réel avec la deuxiéme forme. Avec la
premiére forme, on peut écrire

(A,By=tr(ATB) =tr((ATB)T) = tr (BT A) = (B, A).

Bilinéarité Si A,B,B € .4, (R) et 1 € R, avec la premiére forme, la linéarité & droite découle de celle de la
frace :
(A,B+AB'y =tr(AT(B+AB")) =tr (ATB) + Atr (ATB') = (A, B) + A(A, B').

Avec la seconde forme,

(A,B+AB/) = Z ai,j (bi,j"’Ab;'J) = Z a,-,jb,;j+/1 Z a,-,jbé-yj = (A,B>+/1(A,B/).
1<i,j<n 1<, j<n 1<, j<n
Ensuite, comme toujours, la linéarité & gauche en découle par symétrie.
Défini-positivité Cette fois, difficile de se passer de la seconde forme. Soit Ae .4, (R).
_ 2 .
(A A= Z a;;>0:
1<, j<n
m etsi(A,A) =0, alors, comme il s’agit d’une somme nulle de termes réels positifs, ¥ (i, j) € [1, n]?, al?j =0
et donc A=0,.

Donc ‘ (-,-y est un produit scalaire sur E.

2. (a) Remarquons que le résultat découle de la question suivante (car A, (R) est de dimension finie) mais ce
n’est pas la logique de I'énoncé.
Le plus rapide pour obtenir cette supplémentarité classique est d’utiliser une symétrie.
T:M— MT estinvolutive (To T =idg) et linéaire : il s’agit donc d’une symétrie sur Ker(T —idg) = S, (R)
parallelement a Ker (T +idg) = Ay (R). On adonc | E= S, (R) & A, (R). ‘
Remarque : On peut aussi raisonner par analyse-synthese pour frouver explicitement |'unique décom-
position d’une matrice en partie symétrique et partie antisymétrique, ou alors utiliser un argument de
dimension et le fait que I'intersection soit réduite & la matrice nulle, mais ¢ ‘est (un peu) plus long et moins
élegant. De plus, notre argument justifie aussi le fait qu’on ait des sev méme si ¢’est admis par I’énonceé.

(b) Soit Se€ Sx(R) et Ae Ax(R). Alors (S, Ay =tr (ST A) = tr(SA) d'une part, et, d’autre part

(S,A) =(A,S) =tr(ATS) = —tr (AS) = —tr (SA) = — (S, A)

donc (s, A) =0 et, par suite, S,(R) < Ap(R)*.
On conclut avec les dimensions : dim S, (R) = dim E — dim A, (R) = dim A, (R)* par la question précédente
et la supplémentarité de 4, (R) et A,(R)*.

Donc \ A,(R)L =S,(R).

3. En utilisant une base de F constituée de matrices élémentaires et la deuxieme forme,

MeFt = Vie[l,n], (ME; ;) = Vie[l,n], m;;=0

Donc ‘ Fl est I'ensemble des matrices de ., (R) & diagonale nulle.
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Exercice 93 : Algébre

Exercice 94 : Algébre
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m PROBABILITES : EXERCICES 95 A 112

Exercice 95 : Probabilités
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.
1. Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.
(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que I'on tire simultanément 5 boules dans I'urne.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loide Y.

1. (a) lIs’agit d'une répétition d’expériences de Bernoulli de méme parametre p = 1% = é indépendantes dont

N s 4
on cherche le nombre de succés. D'aprés le cours, | X ~ A(5,p), E(X)=5p=1et V(X) =np(1-p) = =

(b) Y =2X-3(5-X)=5X-15. Dono’ Y(Q) = {5k—15, k€ [0,5]} ‘e’r, si ke [0,5],

P(Y=5k-15=P(X=k) = (k) (g) (g) - (k)5_5

De plus, par linéarité, \ E(Y)=5E(X)-15=-10 \ et ‘ V(Y) =52V (X) = 20. ‘

2. (a) | X( @) =]0,2] | et en prenant comme modéle Q = (%) (parties & 5 éléments) ol B est I'ensemble des

. 10 10!
boules, o« = 22(Q) et P uniforme, avec |Q| = 5 ) = W :

m (X=0) estle casouiln’y aque des boules noires (5 parmi 8) donc
ool B 6 _ e a5 [2
O CREECREETRE
5 5)
m (X=1) estle casouiln’y aqu’une seule boule blanche parmi 2 et 4 boules noires parmi 8 donc
8
== 2:(y) _2-Gh*-8! _2:25 |5
— (19 " @100 910 |9
&
m (X=2)estlecasouiln’y alesdeux boules blanches, il n'y a donc a choisir que 3 boules noires parmi

8 donc .
(3) 2
]P(XZZ) :m:]P(XZO)Z 5

5

oudlorsP(X=2)=1-P(X=0-P(X=1).
(b) On atfoujours Y =5X —15. Donc| Y (Q) = {-15,-10,-5} | et

IP(Y:—IS):IP(XZO)ZE IP(Y:—IO):IP(X:DZS IP(Y:—S):IP(XZZ)zg

TABLE DES MATIERES - page 46 sur 60


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 20 JANVIER 2025

Exercice 96

Exercice 97 : Probabilités
Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans IN? dont la loi est donnée par

(J+k

2
ejlk!

V(j, k) e N2, P((X,Y) = (j,k) =

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
2. Prouver que E[2X*7] existe et la calculer.

1. D'aprés I'énonceé, \ X(Q)=Y(Q)=N.

Soit j € IN. Par application de la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements
(Y = k) rew. ON calcule

P(X= ')—+ZOOIP(X— j Y—k)—fo Uil
! k=0 : f=oej'ki2i*k
1 +00 1 +00o 1 . L. .
=5 (j Z 4 Z - en reconnaissant des séries exponentielles donc
ejt2) " i ki2k - oy (k-1y12k convergentes et en démarrant I'indice de la
1 (. 1\t a/2k deuxieme somme & 1 pour ne pas écrire de facto-
= oji2] (] 5) k—OT rielle de nombre strictement négatif, le terme pour
) - k=0 étant nul.
_2j*Y
ejl2i+l
o 2j+1
© Vejt2i+l
o a0 A . P . 2j+1 o 2k+1
Ainsi, par symétrie des roles, | v (j, k) € [1,n]°, P(X=j)= NI etP(Y =k = Jekigk T

On remargue que P((X,Y) =(0,0)) =0 # P(X =0)IP(Y =0) donc ‘ X et Y ne sont pas indépendantes.

2. L'espérance E[2X*Y] de la variable aléatoire 2X+Y réelle positive existe toujours dans [0, +ool.
Montrons qu’elle est finie et calculons sa valeur.
Par la formule de transfert puis symétrie des roles, dans [0, +oo],

X+Y] _ otk L jtk_1 J k1.2 1
E[z ]‘ .Z SIS R = .Z jikl e .Z j!k!+ .Z jlk! _e.z k!
(J,k)eIN? (j,k)eIN? (j,k)eIN2 (j,k)eIN2 jeN2

Par théoréme sur le sommes doubles produits dans le cas positif,
X+Y _ 2 +00 ] +00 1 _ 2 +o0
E[z ] o DI [ DI

> _1 )(JiO ! ) 2e<+
- . =5 || S (o8]
=0 1) \izo el G-D S k!

Donc | 2X*Y est d’espérance finie égale & 2e. ‘
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Un secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les 1 appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (ot p €10,1]).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.
2. Le secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n - X correspondants qu’il

n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0, n]. Déterminer, pour ke IN, P(Y =k | X = i).
(b) Prouver que 7 = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
. - AT et n—il\ln k\(n
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I’égalité suivante : eilli 1= e )
(c) Déterminer I'espérance et la variance de 7.

1. Il s‘agit d’une répétition de n expériences de Bernoulli de méme parametre p indépendantes dont on

cherche le nombre de succeés. D'apres le cours, | X ~ %(n, p).

2. (a) Ensupposant I'événement (X = i) réalisé, on se retrouve de nouveau dans une situation de nombre de
succés de n—i expériences de Bernoulli de méme parameétre p indépendantes. Donc, pour la probabilité
conditionnelle Px-;, Y suit une loi binomiale de paramétre (n—i, p).

Ainsi, | pour ke N, P(Y =k | X = i) = (n_ l)pk(l —p)" ik [ (qui est nul si k> n—i).

k
(b) Z correspondant au nombre total de correspondant ayant répondu, | Z(Q) = [0, n]. | Soit k€ [0, n].
En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X = i))ie[p,n]]
associé d X,
n k
PZ=k=) PX=DP(Z=k|X=i)=) PX=DP(Y=k-i|X=1i) Onao<Xx<kety=z-X.
i=0 i=0
_ k (n pl—pni n-—i pkiq = pyrk
i ki
k k\(n k i—k
=Y |pra-pm2is Formule admise.
izo\iJ\k
= ”)pk(l_p)zn—k i (k)( 1 )i,lk—i
k i—o\iJ\1-p
=|"|pka-p2nk(1+ —)k Bindme de Newton
k 1-p '

= Z)(p(Z— ¥ (a-p2)" "

avec p2-p)+(1-p)?=1. Donc \ Z~%B(n, p2-p)). \

(c) D’aprésle cours, | E(X) = np2-p) e’r‘ V(X)=np2-pQa-p? ‘

Remarque : pour prouver la formule admise imaginons devoir choisir dans une ville de n habitants, k conseillers
municipaux et, parmi ces conseillers, i adjoints.

m On peut choisir d’abord les k conseillers parmi n habitants de Z maniéres différentes puis i adjoints parmi

les k conseillers de (I;) maniéres différentes ce qui laisse au fofal (Ilc) (Z) choix possibles.

m On peut aussi choisir d’abord les i adjoints parmi n habitants de ': maniéres différentes puis k—i autres

conseillers parmi les n—i habitants restant de (Z: ;) maniéres différentes ce qui laisse au fofal (’IZ B l) (7) choix

possibles.
On a compté deux fois la méme chose, d’ou la formule.
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1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (¥;,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et et telle que Vne N, Y, € I2.
n
Onpose S, = Y Y;.
k=1
Prouver que
Vi(Yy)

2@)< 5
na

S
Y ael0,+ool, ]P( 7”—1E(Y1)

3. Application
On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3
boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45?

Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure I'issue du ie tirage.

1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X € L2 une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2, a > 0.

V(X)

PIX-EX)IZa < —
a

c’est-O-dire, en notant m I’'espérance de X et ¢ son écart-type,

o2
P(lX-mlza<—
a

2. Loi faible des grands nombres
On remarque que, comme les Y, sont identiquement distribuées,
m parlinéarité, E(s—n") =Emm):

_V(Sn) V()
T on2 T on

m parindépendance, V(%”)
D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

> a) < V(Yzl)'
na

2L _Ey)

S]
d
n
3. Application
On consideére la suite (Y;,) de variables aléatoires de Bernoulli ou Y, mesure I'issue du ne tirage : Y, (w) =1 sila

n® boule tirée est rouge, 0 sinon. Ainsi, dans notre contexte, Y, ~ 98(3) est les Y, sont indépendantes car les

2 2 3 6

tirages le sont, E(Y,)===04et V(Y,)==--=—.
g (Yn) 5 (Yn) B e e
> 0,05) < 0,05.

On cherche n tel que IP( S—: -0,4

, N ) . . ) ) - 6/25 , o
D’apres la question précédente, il suffit de choisir n tel que 0052 < 0,05 c’est-O-dire
n-o,
6/25 2
n> =6-4--20 =1920.
(1/20)3
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Exercice 100 : Probabilités
Soit A €10, +oo[. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans IN*. On suppose que

—

AN

A

VneN*, PX=n= ———M.
nn+1)(n+2)

1

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) = ——.
x(x+1(x+2)

Calculer A.

Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

X admet-elle une variance ? Justifier.

B} ) b 1 1 1
Par la méthode habituelle, on trouve R(x):z+—+L avecagq=———=—,b=——=-1¢t
) . x x+1 x+2 0+10O+2) 2 (-1(-1+2)
o2+ 2
On cherche A tel S A O tél
n cherche A tel que ——— =1. Or, par télescopage,
9 n; nn+1)(n+2) P Pag
o0 1 TR (M 1] 1 1 too 1 (1 1 1( 1 1 1(1 1 1
X n(n+1)(n+2):Z E_n+1+2(n+2)):Z(E(Z_n+1)_§(n+1_n+2)):§(1_1+1 Ty
n=1 n=1 n=1

Donc .

Comme X est a valeurs réelles positives, elle admet une espérance dans [0, +oo]. On va montrer qu’elle est
finie et la calculer.
Dans [0, +o0], ON calcule par décomposition en éléments simples et télescopage

+00 an +00 1 +00 1 1 1
IE(X):Z—:4Z—:4Z( — ):4 —— —0| < +o00
= nn+1)(n+2) =1 (n+1)(n+2) pmi\n+l n+2 1+1

Donc | X est d’espérance finie égale & 2. ‘

. On cherche & savoir si X € I? ¢’est-a-dire, par théoréme de transfert, si (P(X = n)n?) e+ €5t sommable c’est-

a-dire si la série de terme général P(X = n)n? = ———— est absolument convergente.
(n+1)(n+2)

4n 4 L A " P :
— est un ferme général de série divergente, donc | X n‘admet pas de variance.

orox———— ~
(n+1)(n+2) n
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Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.
A l'instant ¢ =0, il se trouve au point A.

Quand
d’eau.

il a épuisé I'’eau du point ol il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points

Leau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n e IN.

On note 4, I'événement «I’animal est en A aprés son r® trajet».
On note B,, 'événement «I’animal est en B aprés son € trajet».
On note C,, 'événement «I’animal est en C aprés son 1 trajet».

On pose P(Ay) = ayn, P(By) = by, et P(Cy) =cp.

1. (@)
(b)

Exprimer, en le justifiant, a,., en fonction de a,,, b, et c,.
Exprimer, de méme, b,,,; et ¢, en fonction de a,, b, et c,,.

0 12 1/2

2. On considére la matrice A=| 112 0o 12

12 12 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.

(b)
(©)

1 . . o
Prouver que = est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de .#3(R) telles que D = P~1 AP,
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,, b, et c,, en fonction de

n.

Remarque : aucune expression finalisée de a,, b, et ¢, n’est demandée.

1. (9)
(b)
2. (9)
(b)
©

(An, By, Cy) est un systeme complet d’événements donc d’aprées la formule des probabilités totales

P(Ap+1) =P(Ap+11AR)P(Ap) + P(Apy1|1Bp)P(Bp) + P(Ap+11CR)P(Cy)

1 1 , o 1 1
donc ay4q =0ay, + Eb” + EC" c’est-a-dire | an4q = Eb” + EC”'

1 1 1 1
De méme, | byi1=-an+=cp | €| cpy1==an+ =by.
n+1 2 n 2 n n+1 2 n 2 n

A est symétrique & coefficients réels, donc ’ elle est diagonalisable. ‘

rg(A+ %13) = rg(% @ % i)) =1, dono’ —1 est valeur propre de A ‘ et dimE_ (4) =2.

q af3 0 0 1 0
Comme dans cette matrice, les colonnes vérifient C; - C3 = (3) etCy-C3= [8]’ ( 01),( 11) € E_1(A) et sont
= = 2

indépendant donc E_% (A) :Vect((_él) [_(1)1])

Remarque : On peut aussi résoudre le systeme (A— %Ig] (%] = (§) < x+y+z=0<= z=-x-}.
Puisque —% et valeur propre double de A et tr(A) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre simple de

—-11/21/2 Lo 0 1
A OrA-I3= (1/2 =l 1/2) vérifie C1 +Co + C3 = (o) donc [1] € E1(A).
/2 1/2 -1 0 1
. . . . 1 1 , q
On aurait aussi pu voir directement sur A que A(%) = ({) ce qui donne directement la valeur propre 1 et
un vecteur propre associe.

Ainsi (@)(_(l)lj (_(1]1)) est une base diagonalisante de A : on pose | P :(

Yt i

10 10 0
0 1)e’rD: 0-12 0 |,|etona
-1-1 0 0 -1/2

alors D= P~ 1 AP.

3. D’apres la question 1., pour tout ne IN, (Z:Ll) = A(ZZ) et donc, par récurrence (suite géométrique),

Cn+1 Cn

an ag 1 0 0 1
vneN, [ b, |=A" b |=Pl0 u2n o [PYo
cn co 0 0 (-1/2)" 0
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Soit N e IN*. Soit p€]0,1[. On pose g=1-p.

On considére N variables aléatoires X1, X,,---, Xy définies sur un méme espace probabilisé (Q,«,P), indépen-
dantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1.

Soit i € [1,N]. Soit n e IN*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par v = ) én-iEN(Xi) c’est-a-dire Yo € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+, Xy (W),
\l\

min désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soit neN*. Calculer P(Y > n). En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnditre la loi de Y. En déduire E(Y).

2.

. Soit i e [1,N]. Soit ne N*.

En inferprétant X; comme loi d’un premier succées dans la répétition d’expériences de Bernoulli indépen-
dantes de paramétre p ce qui ne nuit pas a la généralité car les probabilités demandées ne dépendant que
de la loi de X;, I'événement (X; > n) correspond A avoir n échecs sur les n premiéres répétitions donc

PX;>nm=q"etPX;<m=1-PX;>n) =1-q".

Notons que les résultats restent valables pour n=0.
Cela se retrouve par le calcul :

n n Pl n-1 k l_qn
PX;<m=)Y PX;=k=>Y pgd“=p) q =P =1-g"
k=1 k=1 k=0 q

puis P(X; >n)=1-P(X; <n)=q".
(a) Soit ne IN*. Par indépendance et avec la question précédente,

N N

Donc = 1-P(Y >n) = puis

(Calcul encore valable sin=1.)

(b) Avec Y (Q)=IN*, on reconnait| Y ~%(1-g").

D’apres le cours, | E(Y) =

1-gN’
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Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, <7,1P) un espace probabilisé.

1. (@) Soit (A1, 12) € (10, +oo[)?.
Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P).

On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parameétres respectifs 1;
et 1,.

Déterminer la loi de X; + X».
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X».
2. Soit p€10,1]. Soit 1 €10, +ool.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, o7, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parameétre A.

On suppose que X(Q) = IN et que, pour tout m € IN, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de parameétre (m, p).

Déterminer la loi de X.

1. (@) Ona (X;+X2)(Q) =N et pour tout ne N,

n n
PX1+Xo=n)=) IP(Xlzk,ngn—k)X = Y PX1=kPX2=n-k)

k=0 11X2 ¢0
k n—-k
_ i N
i=o k! (n—k)!
—(A1+ A
3 e A1+A2) n n Ak/ln—k _e—(/11+12) (A'l +/12)n
B n! I B n!
! =0 !

par la formule du bindme de Newton. Donc ‘ X1+ Xo ~P (A +A2).

(o) D’'aprés le cours, \ EX+X)=V(X1+X2) =11+ A2 \ (ce qui se refrouve linéarité de I'espérance et indé-
pendance, respectivement.)

2. On a déja X(Q) =IN. soit ne N,

En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Y = m)) e QssOCié O
Y,

+00
PX=n=) PX=n|Y=m)-P(Y=m)

m=0
+00 Am

= (m)p"(l e Al probabilité nulle si 1> m
m=n\n m!

—e ) Ap)" 2 QAQ-pn™ "
- n S=, (m-n)!
) Ap)" 2 A1 -pn™

n!

série exponentielle
m=0 m!

e AP ha-p)
n!

n
_ e-ﬂ/p (AP)
n!
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Exercice 104 : Probabilités

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les » boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui @ chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

3. (a) Calculer E(X).
(b) Déterminer la limite de E(X) lorsque n — +co. Interpréter ce résultat.

1. | X(Q) ={0,1,2}.

2. Premiére méthode
(a) On modélise I'expérience avec Q ={1,2,3}"", o = 22(Q) et P probabilité uniforme.

[(X=2) 3 1
Alors (X =2) ={(1,...,1),2,...,2),3,...,3)} et [ PX =2) |= o =37 3T

(b) Alors (X =1) contfient fous les n-uplefts composés d’exactement 2 valeurs. Iy a

m 3 choix possibles pour la valeur qui n’apparait pas,

m puis 2" -2 choix possibles pour toutes les composantes : 2 pour chacune mais il faut enlever les 2 cas
ou il n"y aurait qu’une seule des deux valeurs, comptée dans le cas (X =2).

o (X=1)| 3(2"-2) |2n-2 3n—l_on4q
s [Por=p - =D 3@ 1272 | oy g1 - px= - px=a 4 F220

Deuxiéme méthode

(a) Notons, pour i € [1,n]. B; la variable aléatoire du numéro du compartiment dans lequel se trouve la
boule numéro i. Les B; sont des vaiid de loi uniforme sur {1,2,3}. Alors

PX=2=PB1=1,....Bp=1)+PB1=2,...,Bp=2)+P(B1=3,...,Br =3)

n n n
=[[PB;=D+ ][] PB;=2)+[[PB; =3) indépendance
i=1 i=1 i=1
1 n
=8 (5) le 3 correspond aussi au choix du compartiment non vide
donc | P(x=2)= —
onc|P(X=2)= 3n_—1

(b) Pourlecas (Xx>1)=X=1)u(X=2),ily atrois choix possibles pour le compartiment restant vide.
On peut faire une disjonction de cas suivant le nombre k € [1, n—1] de boules allant dans le compartiment
choix possibles des boules dans

non vide de numéro minimal. La compartiment vide étant fixé, il y (Z

le premier compartiment non vide. Ainsi

P(X=1)= 3?1 (Z) (%)k (%)n_k = 3%1 (éo(’;) —2)

- e~ ——
1 comp. 2¢comp.

2" -2 3n-l_an4]
donc| P(X=1)= et[P(X=0)[=1-P(X=1)-P(X=2)=5 —————.

n n
3. (@) [EX [0 PX=0)+1-P(X=1)+2-P(X=2) = 2 =3(g).

(b) et donc|E(X) 0.

n—+oo

Lorsque le nombre de boule devient frés grand, en moyenne, aucun compartiment ne restera vide.
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Exercice 105 : Probabilités
1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?
(b) Soit ne IN*. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés.

On lance ce dé r fois et on obtient # fois le chiffre 6.

Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?
(c) Déterminer la limite de (p;). Interpréter ce résultat.

1. Soit (Q,«#,1P) un espace probabilisé.
Si B est un événement non négligeable et si (4;);¢; (0U I est fini ou dénombrable) est un systéme complet ou
quasi-complet d’événements non négligeables, on a

viel, P(A;|B)= P(B | ADP(A)
Y PB| AYPA)
kel
Preuve : Soitie I.
P(A; | B) = P(A;nB) _ PB | A)IP(A;) _ P(B | A)DP(A;)
i P(B) P(B) S PB | AQP(Ap)
kel

en appliguant au dénominateur la formule des probabilités totales avec le systeme complet ou quasi-
complet d’événements (A;)¢;.

2. (a) Notons T I’événement «le dé choisi est pipé » et A I'événement « On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer P(T | A).

N = N oz P 25 1
Le systeme (T, T) est un systéme complet d’événements non négligeables, avec P(T) = ot et donc

]P[T) = 2. Alors, d’aprés la formule de Bayes, on a

P(T | A) = P(A| TIP(T) _

P(A | T)P(T)+IP(A | T)IP(T]

N S
N | =

N | =
| =] =
X
S w
l

donc |P(T | A) = %

n
(b) Pour ke[1,n]. on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k€ lancer » et on pose B = (] Ag.
k=1
On cherche & calculer p, =P(T | B).

Toujours avec le systeme complet d’événements (T,T), d’apres la formule de Bayes,

5) 3
P(B | P(T) 2] T4 1
pn=P(T | B) = | o= V1 7 =
P(B| T)P(T)+IP(B | T)]P[T) (_) y _+(_) y
2) 27 \6

B w
—
+

Donc |VneIN*, p, = I

L+

(c) Donc|pn

- 1. | Celassignifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n‘obtient que
n—+oo

des 6 sur ces lancers alors il y a de trés fortes chances que le dé firé au hasard au départ soit pipé.
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Exercice 106 : Probabilités

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans IN.

Elles suivent la méme loi définie par

VkeN, P(X=k =P(Y =k = pg*

oupelol[etg=1-p.

On considére alors les variables U et v définies par U =sup(X,Y) et V = inf(X, ).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.

On admet que V(Q) =IN et que Vne N, P(V = n) = pg?"(1 + ).
3. Prouver que W =V +1 suit une loi géométrique. En déduire 'espérance de V.
4. U et vV sont-elles indépendantes ?

1. Ona| U, V@ ={Gj)eN? 0<j<i}

Soit (i, j) e IN? tel que 0 < j < i. Alors
P(U,V)=(,j))=PWU=i,V=j)=PX=i,Y=)+P(X=j,Y=1i

par disjonction de cas, le fait que i # j assure que ces cas sont bien disjoints.
Par indépendance, symétrie des rbles et définition des lois de X et v,

P(U,V) =G, ) =2(pq') (pa’) = 204"

Lorsque i =j,
N2 X
P(U,V) = (,1) =P(X =1, =1) = pq') = p?q?

Finalement,

2pqiti sio<j<i;
P(U,V)=(, /) =14 p?q*  sii=j;
0 sinon.

2. Ona et, si i e IN, en utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événe-
ments (V= j)) jew associé a V,

159 i-1 L .
PU=i)= Z PU=i,V=j)= Zzp2q1+]+p2q21
j=0 j=0

N .
:2p2q12q1+p2q21
j=0

1-d' 5 5

-2 2 i i
pq _1—q +pq

:qui(l_qi)+p2q2i
=(2-24"+pq')pa’

=(2-24"+a-9q') pq’

donc | PW =i = (224" + pa) pq' = pa’ (2- 4"+ 4'*1).

3. Onaw@Q) =IN*etsineIN*,

PW=m=PWV=n-0=pP" Va+q=(¢)" a-pa+a=(1-(1-4))"" (1-4)

2
doncm D’apres le cours, E(W) = N ! 5 =EWV)+1 etdonc |E(V) = N q 5
-q -q
4. P(U,V)=(0,1)=0#PWU=0P(V =1) donc|[U LV.]
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Exercice 107 : Probabilités
On dispose de deux urnes U; et U,.

m Lurne U, contient deux boules blanches et trois boules noires.

m Lurne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

m On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I’'urne choisie.

= On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

= Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

m Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne U,.

Pour tout ne IN*, on note B, 'événement « la boule tirée au »€ tirage est blanche » et on pose p,, = P(Bp).

1. Calculer p;.
N 6 4
2. Prouverque VnelN*, p,i1 = —gpn + >
3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de p,,.
1. Notons A I’événement «le premier tirage se fait dans I'urne U; ».
Alors A est I’événement « le premier tirage se fait dans I'urne U ».
(A,Z] est un systéme complet d’événements, donc, d’aprés la formule des probabilités totales,
o= 2 1 4 1 17
p1=P(B)) _IP(BllA)IP(A)+IP(BllA]IP(A) =Sxstoxo=o
17
On adonc =—.
p1 35
2. Soit ne IN*. (Bn,B_,,] est un systeme complet d’événements. Donc, d’aprées la formule des probabilités totales,
= 2 4
P(Bu+1) = P(Bu+11Bn)P(By) + P (Bus1Bn) P (Bn) = = pn + = (1= p).
6 4
Donc,|VneN¥, =y, 4.
n Pn+1 35 Pn 7
3. Donc (pn)ew+ €St une suite arithmético-géométrique.
On cherche une solution particuliere constante
4 20
C=——C+=- << ¢c=—.
35 7 41

, » ) R » 6 ) . . , 6
Les solutions de I'équation homogéne associée w41 = _Eu" sont les suites géométrique de raison =

6 )" 20
—| +—.
35 41

On a donc une constante A e R felle que | Vne IN*, p, = A(—

Remarque : si on ne reconnait pas une équation linéaire (ou plutét affine), on peut poser (up)n = (pn—¢),, et
vérifier que c’est une suite géométrique.

17 61, 20 35(17 20)_1

Or p1 -—+—donc|A=-—

T35 35 4l 6
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Exercice 108 : Probabilités
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (), «#,IP) et & valeurs dans IN.

On suppose que la loi du couple (X, Y) est donnée par v (i, j) e N2, P(X=i)n(Y = j)) = el
e J!

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire I'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et v sont-elles indépendantes?
4. Calculer P(X =Y).

1. Ona|X@ =Y =N |etsiiecN,comme ((Y= j))jelN est un systeme complet d’événements (associé & Y),
par la formule des probabilités totales
+00 +00 1
PX=i=) PX=iY=j)=)
j=0 j=0

ezi+1]‘! = 2i+1

. - . . 1
en reconnaissant une série exponentielle. Donc | P(X =i) = pTESE

De méme, pour j € IN, comme (X = i) ;e €st un systéme complet d’événements (associé a X), par la formule
des probabilités totales

P(Y=j)=Y P(X=iY=j)= — =
i=0 izoe2*ljl ejl 1-3

. o LU
en reconnaissant une série géometrique. Donc P(Y = j) =e lﬁ Y ~22(1).

n-1
2. (a) Onabien (1+X)(Q) =IN* e’rsinelI\I*,]P(HX:n):]P(X:n—l):ZLn:(1—1) %donc 1+X~<5( )

1
2 2
Alors IE(X):]E(1+X)—1:%—1 donc et V(X) = V(1 +X) = —2 donc
2

(b) D'aprésle cours, | E(Y)=V(Y)=1.

3. Avec les résultats précédents, pour fout (i, j) e N2, P(X =1, = j) =P(X = )P(Y = j) donc

‘MH

Dol—

+00 1

+00

1 ) At .

4. PX=Y)=) PX=nY=n=) T 2—e”2 en reconnaissant de nouveau une série exponentielle, donc
n=0 n=0 ¢ n. 2

1
PX=Y)=—.
¢ ) 2ve
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Exercice 109 : Probabilités

Soit n e IN*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 a n et deux boules noires numérotées 1 ef 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminerlaloide Y.

1. Ona X(Q) =[1,3] cariln’y a que deux boules noires. Notons % I'ensemble des n +2 boules.

Premiére méthode On peut n‘observer que les deux premiers tirages pour conclure. L'univers Q = o, (A) est
I’ensemble des 2-arrangements (couples de 2 éléments distincts) des n+2 boules, de cardinal (n+2)(n+1),
la tribu est foujours 22(Q) et la probabilité est toujours uniforme.

X=1 1
m | PX=1= I ) = nin+ 1) =" |cardans un couple de (X = 1), il faut placer I'une des n
12 (n+2)(n+1) n+2
boules blanches, I'une des n + 1 autres boules ensuite.
X=2 2 1 g
m | P(X=2)= I ) = n car dans un couple de (X = 2), il faut placer I'une des 2 boules
Q] (n+2)(n+1)
noires, puis I'une des n boules blanches.
X=2 2
m | P(X=3)= I ) = car dans un couple de (X = 3), il faut placer I'une des 2 boules
[9]] (n+1)(n+2)

noires d’abord puis la deuxieme (pour laquelle il Ny a plus de choix).

Deuxiéme méthode On note B; I'événement «Tirer une boule blanche au je tirage ». Alors, avec la formule
des probabilité composées, (on tire respectivement 0, 1 ou 2 noires puis une blanche)

:IP(BU: nZZ :IP[B_mBz):IP[B_l]-]P(BZ|B_1]: niinil
B ) 5 ) 2

Troisieme méthode On observe tout le tirage : Q = 6,42 de cardinal (n+2)!, un tirage est une permutation
des n+2 boules. La fribu est 22(Q) (univers au plus dénombrable) et la probabilité est uniforme vu la
description de I'expérience.

= Une permutation de (X =1) est une permutation commengant par une des n boules blanches, puis
permutant les n+1 autres ensuite. On frouve (X =1)| = n(n+1)! et on retrouve P(X =1).

= Une permutation de (X = 2) est une permutation commengant par une des 2 boules noires, puis une
des n boules blanches, puis permutant les n autres ensuite. On frouve (X = 2)| = 2-n-n! et on retfrouve
P(X =2).

m Une permutation de (X = 3) permute d’abord les 2 boules noires, puis permute les n boules blanches.
On trouve |(X =3)| =2!-n! et on retrouve P(X =3).

3
Vérification On calcule ) P(Y = k) = 1. On peut aussi foujours déduire I'une des probabilités des autres.
k=1
2. Ona Y(Q) =[1,n+1] car au mieux on a une boule n°1 au premier firage, au pire, les deux boules n° 1 sont
firées alafin.
Premiére méthode On peut n‘observer que les positions des boules rn° 1, sans ordre. L'univers est I'ensemble
Q=2,([1,n+2]) des paires d'indices, de cardinal (”gz) = WW# la tribu est toujours 2(Q) et la proba-
bilité est toujours uniforme. Dans une paire de (Y = k), on a k et un autre entier entre k+1 et n+2.

) n+2—-(k+1)+1 2(n+2-k)
On obtient | P(Y =k) |= (n+1)2(n+2) DD
Deuxiéme méthode On note A; I'événement «Tirer une boule qui ne porte pas le n°1 au je tirage ». Alors,
avec la formule des probabilité composées, en regardant I'état de I'urne & chaque tirage,

k-1 _ k-2 J k-1 k-2 n—i 2 1 — ) —
— j n! (n+2-k)! 2(n+2-k)
P(Y =k |=P| () 4jnA|=Pan- [ P|4j1 | 4 | P|Ac| N 4 | = T : =2 : =
j 140 A= 1)],:1 1| 14 i )T o nra—j ne3mk T T rl-k 2l |t D(n+2)

Troisieme méthode On peut reprendre I'univers Q = &,,1». Soit k€ [[1,n + 1] d’observation de tous les tirages.

Pour décrie une permutation de (Y = k), il faut choisir d’abord k-1 des n boules ne portant pas le n°1,
les permuter, puis une de 2 boules n° 1 puis permuter les n + 2 — k boules restantes.

. (G )E-Dl2-(m+2-K)!  2p(n+2- k) 20n+2-Kk)
Ol el _ (n+2)! T m—k+D!n+2)! | n+D(n+2)’
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n+1

Vérification On calcule ) P(Y =k) =1 avec le changement d’indice j=n+2-k.
k=1
Exercice 110 : Probabilités
Exercice 111 : Probabilités
. k) oo k| ke 1
On admet, dans cet exercice, que: VgelN, ) | |x* 7 convergeetvxel-11[, ) | |x* 7= ——m0q.
k>q\4 k=g \d 1-x)9+

Soit p €10, 1[. Soit (Q, «,P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P) et & valeurs dans IN.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X, Y) est donnée par

n|(1\"
= pa-p" sik<
¥ (k,m) e IN?, P((X = k) (Y = n)) = (k (2) p-p)" slksn

0 sinon

1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer I'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

1. On montre qu’on a une distribution de probabilité : pour tout (k, n) € IN? tel que k < n,

n|(1\" n
— — >
k)(z) pl-p">o0et
n 1)” 0 *m(l—p)”( n (n)) +°°(1—p)n " +00 . p
-| pa-pt=p == =p —| 2"=p l-p) =—"——=1
ogkgn(k)(z nX::O 2 Igok n;o 2 ngﬂ( ) I==p2)

a I'aide de la formule du bindme de Newton puis en reconnaissant une série géométrique.

2. (@) Ona eftsine N, comme ((X = k) e €St un systéme complet d’événements (associé a X), par
la formule des probabilités totales,

+00 n n 1 n n n 1 n
P(Y =n) =ZlP(X=k,Y=n)=Z( )(—) p(l—p)"=(z( ))(—) pl-p)"=|pd-p"
comme dans la question précédente.

(b) Alors 1+Y)(Q) =IN* etsineIN*, PA+Y=m=P(Y=n-1)=p(l-p)"} donc

©) |EY)=EQ+Y)-1= % —1|d’aprés le cours.

3. Ona et si ke IN, comme ((Y = n)) ey €5t un systeme complet d’événements (associé a Y), par la
formule des probabilités totales,

1-p k
+00 +00 n 1 n +00 n l—p n—k l—p k p( 2 ) zp(l_p)k
PX=k)|= PX=kY=n= (—) 1- )n:( ( )(—) )( ) = =
n; gk(k) ) PP X k] 2 | P (1_1—;9)’”1 (1+ p)k+1

n=k _F
2

d’apres la formule donnée en préambule.

2p

I-p
1+p

k 2p _(1_ 2p )’“ 2p
1+p

Remarque : on peut continuer P(X = k) = ( = ——, obtenir que 1+ X ~ (5(
1+p 1+p) 1-p

déduire E(X) et V(X).

)ef en

Exercice 112 : Probabilités
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