Corrigé de la seconde épreuve de maths, X91

Partie |
nh
1°) Posons u, = ho(nh), v, = f( S ot)dt, U, =uy + -+ up et V, = vy + -+ + v, pour tout n de N*. On note
+oo
aussi S(h) = > hep(nh).
n=1

“+o0

nh “+o00
a V, = fo (t) dt donc liIJ'I_l Ve, = fo o(t) dt, la série Y v, converge et a pour somme l'intégrale fo p(t) dt.
n—-—+oo
Comme ¢ est décroissante, u, < v, d’ou la convergence de la série a terme positifs > u, par domination.
b) Toujours grace a la décroissance de ¢, on a vy < up < v et, en sommant ces inégalités, on a

Vn+1 — V1 < Un < Vn

et, par passage a la limite, quand n — +o0:
“+o00 h “+o00
[ et = [Cetdt<sh) < [T () dt.

Vu que lim [ p(t)dt =0
uquehli%fo p(t)dt =0, on a

lim S(h) = % ho(nh)

h—0

2°%) s(x) s’écrit de la maniere suivante: s(z) = > ¢(k)
a) C’est le théoréme du cours! On a

C= lim [ p@#)dt— 3 o(k).
0 k=1

n—-4oo

1
et C < fo o(t) dt.
b) Considérons tout d’abord le cas x < 1: on a

v = [ewact £ |1 ewar— o]

x

1
et donc, grace a la question précédente, ¥(z) < — f o(t)dt + fo p(t) dt. Comme ¢(x) > 0 on a

0

(@) < [t < (1 - 2)p(x) < ola)

x

Il nous faut maintenant l'inégalité ¥ (x) > —p(z).
x 1 —+o00 k
wlo) == [ ot [ — e+ 5| [ o0 a- o]

> f: o(t)dt — (1) > —(1) car ¢ est croissante
> —p(x) car —p est décroissante
Pour traiter le cas x > 1, on écrit, apres transformation,
T +o0 k
oo == [y e0ae 357 ea- o)

puis on applique I'encadrement précédent aux fonctions ¢i(t) = ¢(t + E(x)) et ¢¥1(t) = ¥(t + E(z)), ce qui amene
—1(t) < ¥1(t) < p1(t), et on applique cette inégalité & t = v — E(x). ¢

Partie 11
3°) Par le critere de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.
Comme 151 on a
NZa
+oo _n
f@) > 3 L = —n(1 - )
n=1

donc il/ml f(z) = +oo.



—t
4°) On écrit que f(z) = e~ ™" et on utilise le I1° appliqué & la fonction ¢(t) = eﬁ qui est continue sur ]0, +o00],

Zf

décroissante, positive et intégrable sur ]0, +o0[. On a alors

T hp(nh) ~
flx) = V%3%<M )~ ¢E

ST= [Pl el o [ e qu = - .
oul = fo \/Ee dt =T(35) = 2f0 e " du = /7 (intégrale de Gauss).
a) En conclusion, comme h = —Inxz~1— z en 1, on a bien

VT
5) L =52
a encore, on a s(y) = —.
Y n=1 \/ﬁ

a) Et, siy € [n,n+ 1] on aura
n+1
h f s(y)e ™ dy = s(n)(e™™ — e~ (MY don

n n—1
B s)e dy = 'S sty (et — e ion
0 k=0
n—1 n
= 3 s(k)e Fh — 3 s(k —1)e
k=0 k=1
= —s(n)e ™ + 3 [s(k) — s(k — 1)]e *"
k=1
-n N
= —s(n)e " + L —kh
SV
Comme s(t)e " > 0 et s(n)e”™" a une limite nulle en +oco (car s(n) < n) alors liT On s(t)e™ dt existe. On peut

donc prendre la limite dans 1’égalité du dessus, et, on en déduit que

+oo
x) = hfo s(y)e= ™ dy.

6°) a) Avec les notations du I.2. on sait que

[p(@)] = [s(x) = 2vx + C| <

oo o ht ‘ o—ht
et, vu le résultat de la question précedente
e—ht —ht 34 _ Tt
hf &+2@f Vie Mt dt ChL e~ dt.

Cependant, on sait que 2h * Vieht dp = YT et h ("7 e htdt = 1. Tl vient ainsi:
0 h 0

\mﬁ—ﬁ+4@%.

donc

=Vavh

h
. 1 1
Or, par un calcul simple, on prouve que — — ——— tend vers 0 quand z_~1 et donc
vh V1—-z
lim f(xz) — = -
A
o n dt 1 1
C= I oL fim oot L
LN Vi = lim 2 7
o (-1 . o , . .
by f(-1)= Tn est bien définie comme somme d’une série alternée. On pose alors :
n=1 n
2n —1 k n
de= 3 CL g - L

, B =
= VEk k=1

On sépare dans chacune de ces deux sommes les termes pairs et impairs, ce qui s’écrit :

S e

ook

+ -

(% 2n -

et donc



Comme B, = 2/n — C +0(1) et By, =2v2n — C + 0o(1) on en déduit que
Agy = V2B, — By = (1= v2)C + o(1)

i.e. f(—1) = (1 — v/2)C soit encore —C = (V2+1)f(-1).

Partie 111

7°) La fonction considérée est équivalente en +oo a e~ donc, il n’y a pas de probleme de convergence en +oo.
a) Six est un réel > 1, soit y = Inz, au voisinage de y on a
1 1

~

e —x  (u—Inz)2ye

donc la fonction n’est pas intégrable sur ]0, +ool.

1 . .
1 ~ = et ona la méme conclusion.
u

Siz =1 alors 21
e’LL

Siz e C\|[l,+oo] la fonction u — u21 est continue sur R et, vu son comportement en +oo, cette fonction est
e

intégrable.
En conclusion, la fonction g est définie sur C'\ [1, +oo].
8°) f et g sont bien définies sur le disque ouvert |z| < 1.

a) En utilisant le développement de 1 appliqué a z = ze " on a: ; Z z"e~™"" . Considérons d’abord
—z

1 1—xe™
le cas ol = €]0, 1[. Nous avons alors une série de fonctions positives, dont on sait que 1’1ntegrat10n terme a terme réussit
toujours, quitte a se conclure par une réponse +oo. On a ainsi

2x Foo X 2

" —(n—&-l)u2 du = == Z xne—(n—&-l)u du
n= 0 \/_ f \/7? fO n—>0

=g(x) < 400
2z T n —(n+1)u? xn+1 : 4 43
or == z"e du = ; il en résulte que 'on a déja f(x) = g(z) pour tout x € [0, 1[.
I NS q ja f(z) = g(z) p [0,1]
Dans le cas général (|z| < 1) on applique le théoréme d’interversion série-intégrale, dont la seule hypothese supplémentaire

est la convergence de la série des intégrales des valeurs absolues, ce qui s’écrit ici

oo 2
|z|"e= ("t Du” dy < 400 ;
n= 0 \/_ f

mais cette série est trés exactement celle qu’on vient de voir auparavant, elle coincide avec f(|z|) (qui converge bien ici).

On en tire aussitot ‘f(ac) = g(x) sur le disque ouvert |z| < 1. |

9°) Sion pose z =—e ', ona g(z) = f

+
a) Il suffit donc de prouver que fo @t(u) du =t+ o(1).
Soit € = v/t (comme t > 1, on a bien 0 < € < t) alors

f+oo @t(u)du>Lt_€¢t(u)du> t=e

0 1_|_ €—2€t+€2
u?—t? (t—e)?—t? —2¢t4e?
car e +1<e +1l=e + 1. Or,
_t—e
14+ e—2et+e? ] 4 e—2et+e? S \/.E

“+o0
On écrit ensuite fo Dy (u)du = f Dy (u) du + f (u) du et on utilise les inégalités e* 41> 1+4e " dansla

—oct+
P il 1 e 2VEFL/t = o(1).

RN . ’ 2_ 2 2_
premiere intégrale, e~ +1 > e dans la deuxieme. On a donc

—+o00 t £2 —+o0 2

+oo —t?
Mais % —t — 0 quand t — +oo et vu que e dy ~ & on peut encadrer g(x In |z| par deux
14 et t
quantités qui tendent vers 0, ce qu’il fallait.
Partie IV
(o] . . . . ’ N elne . .
10°) Nous supposerons, dans cette question, que 6 €]0, 27| (sinon C() diverge). Considérons En(0) = ainsi
que n=1
n i(n+1)60 Sin(n + I)Q
= O eiP? = 1—e™™ — oi(n+1)0/2 2
p=0 1- 610 sin Q

2



dans 'optique d’une transformation d’Abel :

La suite (s,) est bornée (par —— qui existe vu que g €]0, 7[), ce qui entraine la convergence de \S/—NN vers 0, alors que la
Sins
2
série nouvellement apparue converge absolument, car son terme général se laisse majorer par w, = ,#9 (L — ) ,
| sm§| \/ﬁ n + 1

qui est terme général d’une série convergente (par télescopages). Finalement, Fn(6) admet une limite, et ses parties réelle
et imaginaire font de méme, ce qui assure ’existence de C'(6) et S(6).

11°) a) Pourn+1< k< 2nona % < Z_Z < % donc en minorant le sinus par sa plus petite valeur et la somme par le

nombre de termes fois la plus petite il vient :

2n 2n
1 k 1 1 n
> - —*QF -

k=n+1 \/E 4n = k:;—‘rl \/2[{7 = 2.2n

b) Si la convergence de la série qui définit S(6) était uniforme, le critere de Cauchy uniforme serait vérifié, ce qui, en

2n o
particulier, donnerait, pour € = %, un entier ng tel que | > %| < % ait lieu pour tout 6 ; mais avec 0 = ﬁ on a
k=n-+1

vu a la question précédente que n’est pas possible.
12°) Tentons une interversion de série et intégrale; notre but est de justifier le calcul formel suivant.

o0

0y _ du X k- (kt1)u?
g(e )_L 6“2—610_~f0 ];::06 du

X 0 2 X e8] 2

_ e““ef e—(k+1)u? gy, — e““ef e—(k+1)u* g,
k=0 0 k=0 0

ko

Le seul point litigieux est 'interversion ; le théoreme du programme relatif & ce point ne s’applique pas ici parce que la
série des intégrales des modules diverge. On considere donc la suite des sommes partielles :

ei(N+1)(0—u2)

> ik6—(k+1)u? a2l —
Ty(u)= > e =e

= 1 — ei(0—u?)
2
= [T ()| < [y = ()
fonction majorante qui est continue sur R parce que x = e n'est pas égal a 1 (question 10°), et intégrable

u

. ’ . N . PEEEN —_ 2 ’ N . ’ . . . N . N
puisqu’équivalente a l'infini & e . Le théoréme de convergence dominée est, ainsi, applicable & la suite (Ty) et ameéne

le résultat espéré :

‘pour tout nombre complexe x tel que f(z) existe on a f(z) = g(x). |

En particulier, si on prend les parties réelles il vient
i0 2 o et
C(6) = Re(#(e") = 7= [ Re( =) du
efet” — 1
e2v? — 2cosfev” + 1

:%fOOORe(

0

)du = %fooW(;(u)du

2
e cosf —1

avec Wy(u) = .
o(u) e2v® — 2 cos fev® 4 1
13°) Wy s’annule pour e’ = Colse soit 0 = £v/—1Incosf; elle est aussi paire et vérifie W(0) = —%; elle tend
vers 0 & l'infini. Concernant W', il est commode de poser X = ev’ > 1 ce qui conduit a étudier la fraction rationnelle
F(X) = A=l . o) 4 F/(X) = —X?c0s0+2X 050 i chaneg de signe pour X = 18188 [¢i on a
X2-2X cosf+1 D? 4 & sne p cosf

%Ztan(g+%)>l>mztan( _g)

de sorte que, par composition, W’ ne s’annule qu’en =, /Intan o4 ainsi qu’en 0 évidemment.
2

us
4



14°) On pose v = u?. 1l vient, tenant compte du fait que pour # assez petit e’ cos@ > 1 pour tout v > 0:

1t eYcosh—1
c) > Nz fo €2V —2¢ev cos 0+1 dv
- ﬁ [In(1 — 2e~" cos § + 6_2”)]3
1 1—2etcosh+e 2
= In

2\/m 2(1 — cosb)

Quand 0 tend vers zéro, le numérateur tend vers une limite non nulle et le dénominateur tend vers 0. On trouve ainsi que

lim C(#) = +o0.
0—0+




