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Corrigé de la premiere épreuve de mathématiques

Mines-Ponts 2009 - filiere MP

A. Questions préliminaires

Prouvons par récurrence sur n € N la propriété P, :

@5 est de classe C™ sur R et V¢ € R, gégcn) (t) = / i"eT ™ f () da.
R

Nous avons :

e pour tout t € R, z — e f(x) est continue par morceaux (et méme continue) sur R,
e pour tout z € R, t — €% f(x) est continue sur R,

e pour tous z,t € R, \e“"’f(x)\ < f(x) et f est sommable sur R,

donc Py est vérifiée.

Soit n > 0 et supposons que P, est vérifiée. Notons g : (x,t) — i"e®®2™ f(x). Appliquons le théoreme de
Leibniz :

e pour tout t € R, z — g(z,t) est continue par morceaux et sommable sur R;
e pour tout x € R, t — g(z,t) est de classe C! sur R;

dg

E(x,t)’ < |z|" T f(x) et x — |2|"T f(2)f est sommable sur R;

e pour tous x,t € R, ‘

donc gbgcn) est de classe C, i.e. ¢ 5 est de classe C" 11, avec :

99

vieR, ¢V (1) =

(z,t)dx = / imtlettpn Tl £ (1) da
R
donc Py, 41 est vérifiée.

@ & l'ordre n — 1 donne :

" sup o™ (o) = sup jine
n: telo,x] o telo,x]

L’inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction ¢ : z+——e
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Remarque : attention de ne pas appliquer 1’égalité des accroissements finis (la fonction ¢ est a valeurs
complexes).

L’application hg p est clairement continue sur R* et I'inégalité précédente (avec n = 2) donne :
{ et® =1 +ita + O(t?)
et =14 ith + O(t?)

d’ott hgp(t) = (b—a) + O(t) = b—a=hgp(0) et hgp est également continue en 0.



Si t = 0, 'inégalité est évidente. Sinon, 'inégalité des accroissements finis appliquée a ¢ entre —at et —bt
donne :

it ha,p(t)| = [p(—at) — p(=bt)] < [bt — at| sw " (s)] = (b —a)lt]
se|—bt,—at

d’ou I'inégalité demandée.

L

n kk
> T (la série est & termes positifs).
n! !

g

Pour k € N, nous avons e* =

I
o

n

B. La fonction ¢; caractérise f

Pour 6 non nul, le changement de variable x = 6t donne :

oT .
R(0,T) = / ST qe = 25(07)

—_oT T

et cette relation est encore valable quand 6 = 0.

Pour 6 € R, la relation précédente donne directement :
T sif0>0

RO, T) ——— <0 sif=0
T—+oc0

- sif <0

La quantité R(xz,T) — R(y,T) a donc toujours une limite quand T tend vers infini, dont la valeur est
explicitée dans le tableau :

r<0]|xz=0|2x2>0

y <0 0 T 2w
y=0 -7 0 T
y>0| —27 -7 0

1 .
Posons 6 : (t,z) — o hap(t)e™™ f(z). Pour T > 0, nous avons :
71'

e 0§ est continue sur [-7,7T] x R;

1
e 0 est intégrable sur [T, T] x R, car |0(t, x)| < Py |hap(t)| f(x) avec hgp intégrable (car continue) sur
T
[-T,T] et f intégrable sur R;

1
e pour tout ¢ € [-T,T], x — 6(¢,x) est intégrable sur R et ¢ — /G(t,x) dz = Py hau(t)ds(t) est
R ™

continue (et intégrable) sur [T, T];
e pour tout z € R, t — O(t, x) est intégrable (car continue) sur [-T, 7] et

f(],‘) /T eit(wfa) _ eit(wfb) Q- f(l‘)

2 J_r it 27

T
pr) = [ oty - (R(z — a,T) — Rz — b,T))



en remarquant que les parties impaires ont des intégrales nulles sur [T, T]. Comme S est continue, R
Pest également, ainsi que @7 ; enfin, la fonction S ayant des limites a U'infini, elle est bornée :

fer@)] = T2 15(( — ayr) — (e~ nym)| < 20 iy

T
et o est intégrable sur R;
donc le théoréeme de Fubini s’applique :
1 T
o | a0yt = [ ora)do
21 J T R
Il reste alors a appliquer le théoréeme de convergence dominée :
e o converge simplement sur R quand 7" tend vers oo vers I’application continue par morceaux :
0 six <a
1f(a) siz=a

p: x4 f(x) sla<z<b

1fb) siz=0b

0 sib<z

e les fonction 7 sont dominées par une fonction continue et sommable sur R :

_ 2|8l

VT >0, Vo e R, |or(z)] f(x)

Nous en déduisons : .
1

b
% 7Tha’b(t)¢f(t)dtT~>—+oo)‘/a f(iE)dIE

9) Si deux fonctions f et g de F ont méme transformée, le résultat précédent donne :
Vo eR, / f@)dt = / g(t)dt
0 0
Comme f et g sont continues sur R, on peut dériver cette égalité par rapport a x : f et g sont égales.

C. La suite a;(f) ne caractérise pas toujours f

10) La fonction fy est clairement continue sur |0, 00| et

1 1
Vo >0, fo(z) = \/—Z_Fexp <—§ (Inz)* — lnx) — 0

(car —u?/2 — u tend vers —oo quand u tend vers —oo). Comme fy = 0 sur | — 00, 0], fo est continue sur R.

fo est & valeurs dans R et pour A > 0, le changement de variable u = Inz donne :

A @)d 1 AeXp(_(ln;)Q)d 1 In A u? . X
/_Afox T = —277/0 . T = —277/—00 exp(—;) u—>Aé+oo
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donc fy est élément de E.

Le méme changement de variable donne, pour k € N :

A 1 In A w2 2
/_A zF fo(z) dz = N /_DO exp <ku - 7) du o &P <7)

2
donc fo admet des moments de tous ordres (x —— ¥ fo(x) est positive sur R) et ax(fo) = exp (?) pour

tout k£ € N.

fa est clairement continue et positive (car —1 < a < 1) sur R. Pour tout & € N, la méme méthode que
précédemment donne :

/1 2 (fo = fo) (z) dz = Im <¢% /1:4 exp ((k + 2im)u — u;) du)

o ()Y (2527 ) o

A—+oc0 2

donc f, a des moments de tous ordres (z —— x* f,(z) est également positive sur R), avec ar(f,) = ar(fo)
pour tout k € N. En particulier, ag(fa) = ao(fo) =1 et f, € E.

Une application f € E qui admet des moments de tous ordres n’est donc pas toujours caractérisée par la
suite de ses moments.

D. Une condition sur la suite a;(f)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

2
(o (1)) = ( el VI x e+ dw) < [ sy [ 59250 dr = ol azeeal)

1/k 1/(2p)
Si k = 2p avec p € N*, bk(J;) :azp(f2) <M <2M.
p

Sik=2p+ 1 avec p € N, nous avons cette fois :

bi(f) = bapir () < (Jasp(f) Jazpea(f) < oM (20 +2)MPH = p(p+ 1P+ (200) %+

La concavité de la fonction logarithme donne :

P p+1 D p+1 p?+(p+1)2
1 1 1) <1 )=lmn——""" <In@2p+1
2p+1 n(p)+2p+1n(p+ )n(2p+1p+2p+1(p+ )> n 2p+1 < In(2p+1)

en remarquant que p? + (p+1)? = 2p> +2p +1 < 4p? +4p+ 1 = (2p + 1)%2. En composant par la fonction
(croissante) exponentielle, nous obtenons :

pP(p+ 1P < (2p +1)PFL = kF

be(f)M/*
k

et donc by (f) < k¥ (2M)F, soit <2M.
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L’inégalité de Taylor-Lagrange donne une nouvelle fois, pour x,h € Ret n > 1 :

n—1

m h|™ itu T " h["
optaerm = o) < B s | e g and < BE L sae= B 0)
m— 0 n telz,z+h)
bn . .
Notons o, = (|f) . Les égalités démontrées aux questions 14) et 5) donnent :
n!
0<a, < % (2M)" < (2eM)"
Soit al heR |h|<L—AN :
oit alors z, avec gepf — 4 Nous avons :
h n
n < .

hn
L’inégalité 15) prouve alors que la série Z — ¢§c") (x) converge et a pour somme ¢¢(z), ce qui donne :

n>0
o0 B
Va,h €R, B < A= ¢p(w+h) =Y — 6" (@)
n=0

Comme la suite ax(g) vérifie la propriété (U), avec le méme M, nous avons également :

+oo
hn
Vo, h €R, |h| < A= ¢ (x+h)= Z ¢><” (z)
n= 0
Avec x = 0, nous obtenons :
+oo (n) +oo X0 +oo X0 +00 1
Vh el = AAL 650 =Y P 0) = 3 i an() = Y i an(e) = 3 67 (0) = 6y (h)
n= 0 n=0 n=0 n=0
donc ¢ et ¢4 coincident sur [—A/2, A/2].
. : - (A LA e .
Soit £ un entier > 0 et supposons que ¢ et ¢4 coincident sur — 55 |- Les dérivées successives de ¢y
. , (A (A
et ¢4 coincident donc également sur |— TR} . En choisissant successivement x = - et x = —3 nous
obtenons :
(A A () €A SR 12A
vhe 0,472, op (S5 k)= 2ol =) — 6, (2 +h
n= O n= 0
Yh e [-A/2,0], ¢ AL —io e LA —io—nw) A =¢ A,
I T T ol 2) =l 2 ) "I\ 2

((+1)A (L+1)A
2 ’ 2

ce qui prouve que ¢y et ¢4 coincident sur [— ] et acheve la preuve par récurrence.

Supposons que deux éléments f et g de E ont des moments de tous ordres égaux, et que leurs moments
vérifient en outre la condition (U). La question 17) prouve que ¢¢ = ¢, soit f = g d’apres la question 9.
Nous avons donc montré qu’une fonction qui admet des moments de tous ordres vérifiant la condition (U)
est entierement caractérisée par la suite de ses moments.
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E. Application

Analyse : supposons que f est une solution du systéme. Nous avons alors :

VkeN, agk1(f) =0et ag(f) =2k —1) x (2k—3) x...x3 x 1 Xxap(f) =

On a ensuite :

26)(2k —1)... (k+1 2k)F
Yk 1, 0<an() = PR D PO
dott .
wk>1, o<t 11
2k 20/E 2

La suite ay(f) vérifie la condition (U) et la question 16) s’applique (avec z =0) :

1 =X X Rk 2k X1/ p2\F h2
bl < = bt = 3 e = 3 i = S () =ew ()

n=0 k=0 k=0

2
. a:‘ 7’ ya o\ . . .
Les fonctions ¢f et x —— exp — sont développables en séries entieres en tout point de R et coincident

sur un voisinage de 0, elles sont donc égales sur R.

2
x
Considérons d’autre part la fonction g : = —— ——=exp <——) Nous avons :

V2T 2

Vz €R, ¢g(z) = \/% /Rexp (izu) exp (—“;) du = exp (“?2) = exp (-é) = ¢ ()

donc f = g d’apres la question 9). La seule solution possible au probléme posé est donc la fonction g.

Synthese : la fonction g est clairement élément de E et admet des moments de tous ordres. Comme g est
paire, ses moments d’ordres impairs sont nuls et une intégration par partie donne pour k > 1 :

ask(g) L +ooa:2k_1( x) exp v dx
2%k = ——== - -
V2T J_o 2
1 [ s ( x2>r°° 2k — 1 /+°° oo ( x2>
= ——= |z exp | —— + x exp| —— | dz
\/27T|: P 2 oo V2r ) _so P 2

= (2k—1)azk-2(9)

donc g est bien solution du systeme.

. . . . . . z?
Conclusion : le systeme posséde donc pour unique solution la fonction g : = — NGT: exp (——)
T



