d’aprés M. HAMANI Ahmed
UN CORRIGE DU CONCOURS CENTRALE-SUPELEC MATH-II- 2014 - FiLIERe MP

| - Définitions et propriétés usuelles

I.A Polyndmes de premiére espéce

I.LA.1 Les polynébmes T, T;, T, et T;
On ales relations V0 e R, Ty(cosB)=1, T;(cosB)=cos O, T(cosf)=2cos?> —1 et T;(cos@)=4cos® O —3cos 8.
Comme Im(cos) =[—1,1] est infini, on en déduit (la différence ayant une infinité de racines) que

=1, T,=X, T,=2X?—1 et [, =4X3—3X.

I.A.2 Expression de T,

k

k=1

n
VO eR,VnelN, e’ =(cos@ +isinh)" = (n)cos"_k 0i*sin* 6.

En prennant la partie réelle des deux memibres, on obtient

cos(n@)= Z ( " )(—1)" cos" ¥ @ sin* 0 =

0<k<n/2 2k

( r;c)(—l)k cos" 2 9(1—cos? 0)F.

0<k<n/2

Et comme I'égalité est valable pour une infinité de réels (tout [-1,1]),

n n
T, = xR (- X2k = X2k (X2 —1)F,
" E (2 k)( ) ( ) E ok ( )
0<k<n/2 0<k<n/2

I.A.3 Une relation de récurence entre les T,
VYneNlN, T,,,(cos8)+ T,(cos 8) =cos((n +2)8)+cos(nB)=2cos((n +1)8)cosd =2cosOT,,,(cos ).
Vrai pour une infinité de réels donc | T,,,+ T, =2X T,,,,.

Degré et coefficient dominant de T,

On va montrer par une récurrence d’ordre 2 sur n € IN* que | ¢cd T, =2"! et deg T, = n.
= La propriété est vrai pour n=1,2 et 3.
= Soit n>2telque cd T, =2"1, ¢d T,,, =2", et deg T, = n, degT,,, = n+1. Alors
degT,,, =deg(2X T, ., —T,)=deg(XT,,,)=1+n+1=n+2.
cdT, ., =cd2XT,,)=2cdT,,, =2x2" =2"*,
Une méthode qui utilise I'expression de T,,.

N2k y2 k
n T, = —1)k,
OnavnelN, T,= > (Zk)x (X2-1)
o<k<n/2

2k
On le calcule en introduisant la somme des tfermes de d’indices impaires en remarquant que

n n (n
v 2l 20
Oé;;;n (ZA:) 0<;;;;<n 2k +1 22; p
n n (n
- = (=1 =0"
Oszszn (Zk) 0<2kz+1<n (2k+1) ;(p)

d’apres la formule du bindbme de Newton. En prenant la demi-somme de ces deux relations, on obtient

:E: ( n )__ 240"
0<2k<n Zk 2

<2k<

On remargue que Yk €[0,n/2], n—2k+2k =n, de plus le coefficient de X" est Z ( " )
0<2k<n

En conclusion degT,=n et cdT,=2""1si n#0, 1 sinon.
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I.LA.4 Les racines de T,

VneIN*, .
2 1
T,(cos0)=0<=cosnf =0<=3JkeZ, 0= %
2k+1
Or cos est injectif sur [0, 7] et 6, = % €0, 7] si et seulement si k €[0,n—1].

Les cos 6, pour k €[0,n—1] sont donc n racines deux & deux distinctes de T, qui est de degré n, on en déduit
qu’iln'y en a pas d’autres et qu’elles sont toutes simples.

) . R ) 2k+ 1) .
Donc | T, admet n racines distinctes sur |—1, 1[, O savoir les cos% ou ke[0,n—1].

I.B Polynébmes de deuxiéme espéce
I.B.1 Expression de U,(cos8)
En dérivant I'expression T,,.,(cos 8) = cos((n +1)0) par rapport & la variable 6, on obtient
—sin@ T/, (cosf)=—(n+1)sin((n +1)§),

ce qui entraine que

T! 0 i 1
VO cR\nZ, Yne, n:1(0080) _ sin((n+1)0)
n+1 sin@

sin((n+1)60)

c’est-a-dire | U,(cos0)= -
sin @

I.B.2 a) Une relation de récurence entre les U,

i 2)0)+sinnf 2cos@si 1)0
VneNN, U,.,(cos0)+U,(cosf)= sin((n + ,) )+sinn _ 208 51.n((n +1)6) =2cos0U,,(cosB).
sin @ sin @

Le polyndbme U, ., + U, —2X U,,, ayant une infinité de racines, on obtient U,.,+ U, =2XU,.,,.

b) Racines de U,

Lesracines de U, sont cellesde T, ,. Or T,,; admet n+1 racines distinctes sur ]—1,1{ d’aprés |.A.4, donc par
application du théoreme de Rolle entre deux zéros consécutifs de T, (la fonction polynomiale associée
étant bien continue sur le segment, dérivable sur son intérieur et prend la méme valeur - zéro — aux bornes),

on obtient un zéro de T/, ., ce qui prouve que U, admet n racines distinctes sur ]—1,1].

n+1’

Vnel, U,(cosf)=0<=sin(n+1)0)=0<=3keZ, (n+1)0=kn

Or cos est injectif sur [0, ] et ¢, = kn [0, 7] si et seulement si k €[1, n].

n+1
Les cos ¢, pour k €[[1, n] sont donc n racines deux & deux distinctes de U, on en déduit qu’iln’y en a pas
d’autres.
km

Donc | les racines de U, sont les cos 1 ou ke[1,n].
n

Il - Arithmétique des polyndmes de Tchebychev

Il.LA Division euclidienne
ILA.1 -Soit m,nelNtfelque 0<Sm<netfeR.

cos((n+m)0)+cos((n—m)f)=2cosnf cosmb
donc | T, p+ T =2T,T,,.
Soit n,meN telque 0< m<n et 0 eR\nZ.
sin((n+m—1)8)+sin((n—m—1)8)=2cosm0sin((n—1)0)

donc U, 1+ U, =20, T,

ILA2 a) = Sim<n<2m,adlors0<n—m<m,donc d’aprésll.Al, T,,T,_,, = =(T, + T,,_,). " est-O-dire

1
2
Tn = 2Tnfm Tm - Tmen = 2Tn7m Tm - ]Infzml

avec 0<2m—n<2m—m=m=degT,.
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= Siz2m<n<3m,alors m<n—m<2m,donc toujours d’apres LA, T,,_,, T,, = E(T" + T, _5,,). C’est-a-dire

Tn = 2Tnfm Tm - Tn72m = 2Tnfm Tm - ]infzml
avec0sn—2m<3m—-2m=m=degT,.
On conclut que dans tous les cas | Q,,, =2T,_, € Ry =—Tjnam-

b) Soit n=(@2p+1)m ou p € IN*, on applique I'égalité de Il.A.1 au couple (n, m) — (2km, m) ou k €[1,p]. on
obtient 2Ty, T, = Tokr1ym + Tok—1ym . C€ QUi €nfraine que

2(=1Y " T T = (1" Tops sy — (1P Ty

ce qui donne en sommant de k=1 4 p, on obtient par téléscopage

p

(1P ™ Ty — (1P Topiy) =275 > (~1P* Ty

p
Tn _(_l)p Tm = ]EZp+l)m _(_]-)p Tm =
k=1 k=1

p r
Donc 7, =T, ((—1)” T, +2) (—1P7* Tm) PUIS | Qum =(=1)T,,+2> (~1) Ty, €F R, =0.
k=1 k=1

c) On considére I'ensemble A, ,, ={k € N*, (2k—1)m < n}.

Par hypothése n # (2(0)+ 1)m, donc 1 € A,,,,. De plus, A, ,, est majoré par 1+ {%J donc admet un
maximum p.

Comme peA,,, etp+1¢A,,. 2p—1)m<n<(2p+1)m. Or n n'est pas produit de m par un entier impair,
donc 2p—1)m<n<(2p+1)m, c’est-0-dire | |[n—2pm|< m.

Vke[0,p—2], n—2k+1)m>n—2p—-3)m=2m>m
donc
Vke[0,p—2], 2T, T\_ok+1ym = Tnokm + Tnekszym
donc
2(-1* T, Th—k+1ym = —1F T g — (1) To—k+2)m»
ce qui donne par téléscopage en sommantde k=0a p—2

p—2

Tn =2 Tm Z(_l)k Tn7(2k+1)m + (_1)p71 Tn7(2p72)m .
k=0

Orm<n—(2p—2)m<3m,donc d’aprés la question IlLA.2.a,

Tn—(Zp—Z)m =2 Tm Tn—(Zp—l)m - Tfn—meI

et par suite
p—1
Tn =2 Tm Z(_l)k Tn—(2k+l)m + (_l)p an—zmm
k=0
ce qui donne le résultats puisque [n—2pm| < m=degT,,.
II.B Plus grand commun diviseur
I.B.1 Pgcd de U, et U,
Posons n+1=hn, et m+1=hm,.
Soit r une racine de U,_,, adlorsin a k €[0, k] tel que
km kmrm kmm

I =C0S — =C0S —— =CO0S ,
h n+1 m+1

donc r est une racine commune de U, et de U,,.
Réciproquement si r est une racine commune de U, et de U,,, alors on a (k,k’)€[1,n] x [1, m] tel que

km k'm

I =Co0S = COS ’
+1 m+1
km k'm . , :
donc 1 mal (on est sur [0,7]) et par suite km, = k’n,. Or n, et m, sont premiers entre eux, donc par le
n m
P . . _ k n .
théoréme de Gauss, n, divise k, ce qui entraine en posant — = k” que r =cos c’est-a-dire que r est une

n
racine de U,_;.

On en conclut, comme les polyndmes sont simplement scindés, que  U,,_, est un pgcd de U, et U,,.
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I.B.2 Pgcd de T, et T,
a) Raisonnement analogue & la question précédente.
Soit r une racine de T,, alors on a k €[[0,g —1] tel que
2Ck+1)r 2k+1)mr Ck+1)nm
0OS ——— = CO0S = CO0S ,
2g 2m 2n

r=c

or (2k +1)m, et (2k + 1)n, sont impairs, donc r est une racine commune de T, et T,,.
Réciproguement si r est une racine commune de T, et T,,, alors on a (k, k') €[0,n—1] x [0, m —1] fel que
2k+1)r 2k'+1)x
0S =Co0Ss
2n 2m

r=c

)

2k+1)mr 2k'+1)m . .
donc ( 5 ) = ( 5 ) , c’est-a-dire 2k’ +1)n, =(2k + 1)m,. Or n, et m, sont premiers entre eux, donc n,
n m

o Y 2k+1
divise 2k +1 et par suite si on pose

\ . . n,m " oo .
= n, Qui est impair, on aura r = cos e et I'imparité de n, entraine
4
que r est une racine de T,.

On conclut que | T, est un pgcd de T, et T,.

b) Soit r une racine commune de T, et T,,, alors le raisonnement précédent aboutit & I'existence de k, k’ tel
que (2k’+1)n, =(2k +1)m,, donc n, et m; sont de méme parité, ce qui exige par hypothése que n, et m,
sont pairs, ce qui contredit le fait qu’ils sont premiers entre eux.

On conclut que T, et T,, sont premiers entre eux.
c) Si n, mimpairs, n, et m; sont impairs, donc d’aprés a,

un pgcd de T, et T, est T, ou g est le pgcd de m et n.

Si n et m sont des puissances de 2, I'un de n, et m, est pair et I'autre vaut 1, donc d'apres b,

T, et T,, sont premiers entre eux.

lll - Un théoréeme

llI-A Préliminaires
lLA.1 (T,,), est suite commutante

= degT,=n.
= VO eR,Vn,meN, T, 0 T, (cos0) = T,(cos(m8))=cos(nmb) = T,,,(cos8), donc | T,,0 T,, = T,,n = Tpn =T 0 T,.

lllLA.2 G est un groupe
= YPQeG,degPoQ=degPdegQ=1, donc la loi o est une loi de composition interne qui est associative.

« YPEG,PoX=XoP=P,donc X estl'élément neutre de G.

X—-b

« Linversede P=aX+b est P! = €G.

= On conclut que | G est un groupe.

llI-B Commutant de X2 et T,

lll.B.1 Q est unitaire
Soit Q de degré n>1 et de coefficient dominant g #0, tel que P,oQ =Q o P,. Alors en égalisant les coefficients
dominants de ces deux membres, on obtient g>=¢g, donc g =1.

11.B.2 Commutant de X2

= Soit Q, et Q, deux polyndmes de degré n > 1 commutant avec P,, alors d’aprés la question précédente,
ils sont unitaires, donc si on pose R =Q,—Q,, on aura degR < n.

On calcule
RoP,=QoP,—Q0P,=P,0Q —P,0Q,=Q} —Q; =(Q —Q)(Q +Q,) = R(Q, + Q,),
ce qui donne par passage aux degrés que
2degR =degRoP,=degR(Q,+Q,)=degR +n,
donc, comme degR < n, degR =—c0 et Q, =Q,.
Il'y a donc bien au plus un polyndme non constant commutant avec P,. |
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= YnelN*, X" commute avec X2 et c’est I'unique polyndéme de degré n.
Si P =2 est un polyndme constant qui commute avec X2, alors A2=X?oP=Po X?=A, donc 1€{0,1}.

En conclut que  ¥(X?)={0}u{X", neNN}.

lll.B.3 Existence de U et o
-Soit P=aX?+bX+cetU=yX+p avec a#0ety#0.
-UoP=P,oU <= 7y(aX*+bX+c)+p=(X+p)+a, ce quiaboutit & un systéme qui admet une unique solution
N , b 4ac+2b—b?
osov0|rU:aX+5 etp,=X2+——.
-lecas P=T,=2X%—1,donne U =2X et P,= X?-2,

lll.B.4 Commutant de T,
- Soit Q de degré n>1.
La question précédente entraine que UoT,oU™!=P_,, donc
Qeb(L)<—= QoL =T0Q<=Uo0QoU'oP,=P,0U0QoU' <= UoQoU™' € 6¢(P,).
- D’apreés la question (11.B.2), P, admet au plus un commutant de degré n>1, or
Vn>1, T, commute avec T,, donc UoT,oU~' commute avec P, par unicité c’est le seul de degré n>1, donc

Q=T,.
. . 1
- De plus si P =2 commute avec T, alors A =2A%2—1, ce qui exige que A e {—5, 1}.

1
- En conclusion €¢(T;) = {—E}U{Tn / neIN}.

n-c

lIl.C.1 Les a répondant a la question
- Soit Q un polynéme de degré 3 qui commute avec P,, alors Q est unitaire de la forme
Q=X3+aX?’+bX+c.
- L'égalité QoP, = P,0Q se traduit par (X2 +a)* +a(X?+a)?+b(X?+a)+c =(X3+aX?+bX +c)*+a, le premier membre
est un polyndme pair, donc les coefficients de X3, X3, X sont nuls dans le deuxieme membre, ceci exige que

a=c=0.
3a=2b
- L'égalité devient (X2 + a)* + b(X?+ a) = (X® + bX)* + a, ce qui exige le systtmes 3a*>+b=»b% la solution du
ad+ba=a

. 3 . . .
systéeme est a €{0,-2} et b = Ea, cequidonne Q=X3sia=0et Q=X*-3X sia=-2.
- Réciproguement on vérifie que X®— X commute avec P, et X3 commute avec P,.

lll.C.2 Théoreme de Block et Thielmann

- Soit (F,), une suite vérifiant (111 —1) et soit n > 1, alors F, commute avec E, or d’aprés (I11.B.3), 3a € C et
UeGtelque E=U"'oP,0U, or F commute avec E =U"'0P,0U, donc UoEoU~' commutfe avec P, qui est
de degré 3, ce qui entraine d’aprés la question précédente que a €{0,1}.

e-Sia=0,0naura E=U"'oPRoU =U"'0X?0U, et par suite , commute avec U'oX?%0U, c’'estd dire UoF,oU™"
commute avec X2, or ¢(X?)={0}u{X" / neN},donc UoF,oU'=X" c’est & dire F,=U"'0X"0U.
e-Sia=—2,0onaura K =U"'oP_,0U,donc F, commute avec U'oP_,0U, et par suite UoF,oU~! commute avec
P,, or d'aprés la question (I11.B.3), P, =VoTLoV~ avec V =2X € G, ce qui enfraine que V'oUoF,0U oV

1 N
commute avec T, or 6(1;)= {—E}U{Tn / neN}, donc WoFE,oW™'=T,dou F,=W1oT,oW avec W=V"1oU.

IV - Puissances dans GL,(Z)

IV.A Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité

(=) Soit M € GL,(Z), alors MM~ =1,, donc detM detM~' =1, or detM € Z et detM~' € Z, donc | detM ==+1.

<) Soit M € .#,(Z) tel que detM =+1, alors M~ = ;(ComA)T =+(ComA)T € #,(Z), donc | M € GL,(Z).
detM

IV.B Relations entre les polynémes de Dickson et Tchebychev

) 1 1
- Soit (x,a) e C x C*, alors en posant G, (x)= ﬁDn(Zxa,az) et H,(x)= EEn(Zxa,az), on aura
D,.,(2xa,a?) =

1
-Gy(x)=1, Gy(x)= Zxa =x et G,n(x)= Saniz

1
- 2y_ 2\ —
= o D,.,(2xa,a?) T D,(2xa,a*)=

= S (2xaD,,,(2xa,a?)—a*D,(2xa,a?))
:ZXGn+l(x)_Gn(x)'

- Lasuite (G,),, vérifie larelation (I-1), donc par unicité Vn € N, G, = T,,, ce cientraine que ¥(x,a) € CxC*, D,(2xa,a*)=2a" T,(x).
les fonctions sont polyndmiales des deux variables x,a, donc I'égalité est vraie sur C2.

- De méme on vérifie Hy(x)=1, H,(x)=2x et H,,,(x)=2xH,_,(x)— H,(x), donc par unicité

VnelN, H, =U, et pour les mémes raisons I'égalité est vraie sur C2.

n

. s a
- On va montrer par récurrence I'égalité D, (x +—, a) =x"+—.
X

xn
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- L'égalité est vraipour n=0et n=1.
- Supposons que pour un certain n e N, I'égalité est satisfaite pour n et n+1, alors

a a a a
D,Hz(x—i-;,a):(x—i-;)DnH (x+;,a)—aDn (x-i—;,a):

a an+1 an an+2
=(x+—)(x"+1+ )—a(x"+—)=x"+2+ -, ce qui établie la récurrence.
X xn+l xn xn+2

xn+l

a a an+1
- De méme on montre par récurrence I'égalité (x— —)E,, (x + —,a) =[xt ——]
X X

- L'égalité est vraie pour n=0 et n=1.
- Supposons que pour un certain n, I’égalité est vraie a I'ordre n et n+1, alors

a a a a a a a
(x—f)E,Hz(x+f,a)=(x+f)(x—f)EnH(x—i-f,a)—a(x—f)En(x—i-f,a):
X X X X X X X

a an+2 an+1 an+3
= (x + —) X2 — —al| x"™——— |=[ x"¥——— |, ce qui établie la récurrence.
X X

Iv.C
IV.C.1

IV.C.2

xn+l xn+l n+3

On montrer cette égalité par récurrence sur n > 2.
- Pour n=2, c’est le théoréme de Gayley-Hamilton. O, = y3(B)= B?>—Tr(B)B +det(B)L,, donc

B?>=0B—vl,=F (0, v)B—vEy(0, V).

- SUpPPOsSONs que pour un certain n > 2, I'égalité est vérifiée, alors

B"'=E, ,(o,V)B?>— VE,_,(0,v)B=(0E,_(0,v)— vE,_,(0, v)) B— VE, (0, V)], =
=E,(o,v)B—vE,_(0, v)I,, ce qui établie la récurrence.

e - Soit A, u € C* les valeurs propres de B, alors Au=det(B)=vet A+u=2A+ % =Tr(B)=o.
donc en profitant de la relation (IV —1), on obtient

Tr(B")=A" 4+ " = A" + ;— -D, ()L+ % v) = D,(0, 7).

A étant une puissance n®™me dans G L,(Z), alors 3B € G L,(Z) tel que A= B", on note comme dans (IV —C —1)
o=Tr(B) et v=det(B). alors d’apres I'égalité précédente,

A=B"=E, (0,v).B—VE, (0, 7)., ce qui donne par comparaison des coefficients et en notant B=(b; ;)1<; j<
a—d=(by1—by3)E,1(0,v), c=b,1E,1(0,v) €t b=b,E,,(0,7)

- o et v sont dans Z, on va montrer par récurrence sur n € N que E, (o, v) € Z.

- Eo,v)=1€Z et E|(o,v)=0 €Z.

- Supposons que pour un certain neN, E,(o,v)eZ et E, . (o, v) € Z, Alors

E, . »(0,v)=0E, (0, v)— VE,(o, v)€ Z, ce qui établie la récurrence.

- Les égalités précédentes assure la proposition (i).

- L'égalité A= B" entraine que v =Tr(A)=Tr(B")= D,(o, v) (d’apres la question précédente, et

r=det(A)=det(B")=(det(B))" =",

ce qui établit (ii).

IV.C.3 a) eSoit a,g les racines du polyndme X?—o X + v, alors d’aprés la condition (ii) et I'égalité (1V —1),

v a . M
T=D,(o,v)=D,(a+—,v)=a"+—,
a anr

. s s s . ? )2 ,
donc grdce & cette égalité et & 6 = v* de la condition (ii), 12 —46 = (a" + J) —4y" = (a"—a) ,ce qui
donne d’apres I'égalité (1V —1),

A% A% A%
72—45:(0(——) E? (o,v),0r (a—f) :(a+f) —4y=0g?—4y,donc
a a a

T2—46 = p*(a?—4v).

1( ) (a—d)z) bc
eru—st=-|0?—

4 p?

1 2—46 1
:f(az—f ):f(az—(az—m}) =
4 p? 4
a—d a—d

o C’est clairque la condifion (i) entraine que s e Z et t € Z, donc ru = v+st € Z,de plus (O'—T)(O'-i-

, (a+bY—4ad—bc))
o?— o =

)=4ru

. , , a—d a—d . . . . )
est pair, donc I'un dse entiers co——— ou o+—— est pair, ce qui enfraine que u € Z ou r € Z, mais puisque

p
u+r=o €7, suffit que I'une des deux soit dans Z pour que |'autre soit aussi dans Z, donc ueZ et r e Z.
-det(B)=v==1,donc d'aprés (IV —A) B € GL,(7Z).

b) - L'égalité B" = E,_ (o, v).B— vE,_,(0, v).I, entraine que B" = p.B— vE,_,(0, )., = ( )CC 5 ) ou on a posé

x=pr—vE, ,(o,v)et y=pu—vE,_,(o,).
- Reste & montrer que (x, y)=(a,d).
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) " \ . " 1 —d 1
- L'égalité t=D,(o,v)=Tr(B"), entraine que a+ b =x+ y et des égalités r = 3 (o+ a P ) u=-\o

—d
on tire r—u:aT,donc x—y=a—d.

x+y=a+d

x—y=a—d ,donc a=x et d=y, ce qui enfraine que B" =A.

-On adonc {

IV.C.4 - On choisit o et v pour que E,(o, v)=0%—v divise 5 et 10 et 7—7=0. o =2 et v=—1 conviennent.

-On ob’rien’rr:l,s:z,tzle’ru:l,doncB:( i ? ),onvériﬁe bien que B®*=A.

Fin
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