MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD *k FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE

1 Ens

Trouver les sous-groupes finis du groupe des homéomorphismes de R.

2 X-ENS : problémes de points fixes

1. Soit f:[0,1] = R continue. Montrer que si [0,1] c f([0,1]) ou f([0,1]) c[0,1], alors f a un point fixe dans
[0,1].

2. Soit f:[0,1]—[0,1] une fonction 1-lipschitzienne. Montrer que I'ensemble des points fixes de f est un
segment.

3. Soit f:[0,1]—[0,1] croissante. Montrer que f a un point fixe.

4. Soit f,g:10,1] —[0,1] deux fonctions continues telles que fog =go f. Montrer qu’il existe x €[0,1] tel
que f(x)=g(x).

5. On garde les mémes hypothéses et on suppose de plus f monotone. Montrer que f et g ont un
point fixe commun.

3 Trés classique

Soit f e RE" uniformément continue. Montrer qu'’il existe deux réels a et b tels que

VxeR, |f(x)|<ax+b.

4 X-ENS : théoréme de Césaro continu

Soit f € €°(R*,R) telle que f(x+1)—f(x) - ¢ € R. Montrer, en commengant par traiter le cas ¢ =0,
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5 Oraux divers : comportement a I'infini et uniforme continuité

Soit f € %R, R). Etudier les implications entre les propriétés suivantes :
@) f est uniformément continue sur R*;
(i) f admet une limite finie en +o0;
(i) fx)=_0_ (x)

Xx—+00

6 X Soit P eR[X] un polyndme scindé de degré au moins 2

1. Si a,b €R, montrer que aP’+ bP est scindé.
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2. Si P s'écrit P =ZakX", montrer que ZakP“‘) est scindé.
k=0 k=0
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7 Preuve de 'lAF complexe dans le cas général

On se propose de démontrer I'inégalité des accroissements finis dans le cas complexe ou f est conti-
nue sur [a, b] et dérivable sur a, b[, telle que |f'| < k sur la, b[.
l[a,b] — R

—a

Pour cela, on considére ¢ : .

Conclure en appliquant I'inégalité des accroissements finies réelle & ¢.

8 Caractérisation des ¢ *-difféomorphismes

Soit f: I — J bijective de classe 6* avec k> 1.
Montrer que f est un ¢*-difféomorphisme (ie f~! est de classe 6* sur J) si et seulement si f/ ne s’annule
pas sur I.

9 Monfrer que si f est une fonction convexe et dérivable sur 1, alors f est continue sur I.
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] 0 Fonctions mid-convexes
Une fonction est dite mid-convexe sur un intervalle I si pour tout (x,y) e I?,

x+y 1

<= .

() <50+ 7))

Montrer que, si f est continue, f est convexe si et seulement si elle est mid-convexe.
On pourra commencer par montrer que I’'ensemble

Ax,y)={tel0,1]] f(tx+(1—1)y)<tf(x)+(1—1)f (1)}
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] ] X Soit f € %(la,b],K), a < b. A quelle condition a-t-on
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] 2 Lemme de Grénwall
Soient f,g € 6([0,+00[) telles que f,g>0 et C >0. On suppose que

X
Vx>0, f(x)< c+f f(H)g(t)dt.
x 0
Montrer que ¥ x >0, f(x)< Celo 847,
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] 3 Centrale
Soit f une application de classe 6! sur [0,1]. Déterminer la limite de la suite de terme général
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