MPI ) Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD *x REDUCTION : POINT DE VUE GEOMETRIQUE

1. Exercices diverses

1 Oraux divers Soit Ae.,(C) et ¢ : M € M,(C)— (tr AM +(tr M)A.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit diagonalisable.

Solution de 1 : Oraux divers

FGN 2 3.26

Si M est un vecteur propre associé & une valeur propre A, on a M #0,, et ¢(M)=AM donc (trM)A = (A—trA)M. En
reprenant la trace, on obtient trM trA=(A—trA)trM donc trM =0 ou A =2trA.

Dans le cas ou trM =0, dans la premiére expression, on tire (A—trA)M avec M #0,,, donc A=trA.

Finalement, les deux valeurs propres potentielles sont trA et 2tr A.

Or ¢(M)=(trAM < (trM)A=0,,.

Cela incite & traiter & part le cas ou A=0,,, qui donne facilement ¢ nul donc diagonalisable.

Supposons dorénavant que A#0,,.

On a alors p(M)=(trA)M <= trM =0 donc E, ,(¢)=Kertr qui est de dimension n?>—1 en tant que noyau d’une forme
linéaire non nulle.

Il ne reste donc de la place que pour une derniére valeur propre... qui doit étre 2tr A.

Soit trA=2trAie trA=0 et alors Sp ¢ = {tr A} et ¢ n’est pas diagonalisable (car ¢ n’est pas une homothétie, ou carla

dimension du sous-espace propre est frop petite...)

M
Soit trA#2trAie rA#0 et ¢(M)=(Q2trAM < (trM)A=(rAM < M = :—AA. M = A # 0, convient par exemple
r

comme vecteur propre associé a 2trA et on a obtenu E, 4(A) = VectA de dimension 1.

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale & la dimension de I'espace, ¢ est diagonali-
sable.

Finalement, ¢ est diagonalisable si et seulement si A=0, ou trA#0.

2| X-ENS:Lemme d’Hadamard et disques de Gershgorin Soit Ae .#,(C).
Onpose R;= »_ |a;;| pour fout i e[1,7].

1<j<n
J#
1. On suppose que pour fout i €[[1,n], |al~,i] > R;. Montrer que la matrice A est inversible.

n n
2. Montrer que, pour A quelconque, SpAc| J{zeC,|z—a;;| <R} =| JD(a;; R,).
i1 i1

3. On suppose a nouveau que pour fout i €1, n], |ai_i| > R;.
En commencgant par traiter le cas ou pour tout i €[1, n], |ai,,-| =R;+1, montrer que

|detA| = ﬁ(|ai‘i‘ _Rt)
i=1

4. On suppose que A€ #,(R) et que pour fout i €[1,n], a;; > R;.
Montrer que I'ensemble ¢ des matrices vérifiant ces hypothéses est convexe et, en admettant qu’une fonction

continue surun convexe a valeurs réelles vérifie le théoreme des valeurs intermédiaire, montrer que det A > l_[(|““ | — Ri).
i=1

Solution de 2 : X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgérin

FGN 2 3.17

1. Classique et déja vu : Prendre X #Ker A\ {0} et obtenir une contradiction avec une coordonnée de x de module
maximal.

2. Traduire avec la question précédente que si AeSp A, A— AL, n'est pas inversible.

3. Soit A’ la matrice construite & partir de A en divisant que ligne L; par |a,-,[| —R;>0.
On abien |a/,|-R/=1.
En ufilisant la question précédente, pour tout valeur propre A de A’, on a i tel que |7L—“§,i| < R], ce qui conduit, par
inégalité triangulaire, & |A| > |a; |- R/ =1.
Le déterminant de A’ étant le produit des valeurs propres comptées avec multiplicité (on est dans C, pas de
probléme pour avoir un polyndme caractéristique scindé), on obtient |[detA’| > 1, ce qui permet de conclure.
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4, D’apreés la question précédente, il suffit de voir que detA> 0.
Or, si A et B vérifient les hypothéses de la question, et si ¢ € [0,1], on obfient sans trop de mal que (1—t)A+tB les
vérifie aussi.
Comme M€ — detM € R est continue (polynomial en les coefficients de M), elle vérifie le théoréme des valeurs
infermédiaire donc son image est un infervalle de R, ne contenant pas 0 vu la question 1.
Comme I, € ¢ est de déterminant 1 > 0, on en déduit que pour tout matrice A € €, detA > 0, ce qui permet de
conclure.

3| Matrices stochastiques Soit S I'ensemble des matrices réelles stochastiques, c’est-a-dire des matrices A € .,(RR)
n
telles que Vi, je[l,nl?, a;;>0etVie[l,n], Zai'j =1.
j=1
1. Montrer que les éléments de S ont une valeur propre commune.
2. Si A,B€S, en est-il de méme pour AB?
3. Soit Ae S et 2eSpsA. Montrer que |A| < 1.
Xy
4, Soit Ae S et A une valeur propre de S de module 1, X = un vecteur propre associé.
xn
(a) Si x; est une composante de X de module maximal, montrer que c’est encore le cas pour Ax;.
(b) En déduire que A est une racine m® de I'unité avec m < n.

() On suppose que les coefficients diagonaux de A sont fous non nuls. Montrer que la seule valeur propre de A
de module 1 est 1.

Solution de 3 : Matrices stochastiques
FGN 2 3.18 et 3.19

1. Soit Y le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Alors une matrice A & ccefficients positifs est stochastique
si et seulement si AY = Y si et seulement si Y est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.

2. AB est a coefficients positifs et ABY =AY =Y donc AB€S.
3. Soit Y #0 un vecteur propre associé & la valeur propre complexe A et i un indice tel que |x;| soit maximal. Alors

n n n
Zal"jxj' SZaw|x1|< Zui‘j |xl~|:|x[|
=1 =1 1

j:

1Al = [AX];| =

donc |A| <1 car |x;| #0.
4. (a) On abien |Ax;| =|x;|. Reste & voir que Ax; est une composante de X, donc I'un des x;. Et ce n’est pas trivial.
Enfin sauf si A=1.
N X;
Supposons A# 1. A partir de la i€ ligne de AX =AX, on tire A—a;; :Zaf'f;j (%). Par inégalité triangulaire,
#i i
1_111"!' = |A|_al"i < |A,_aiyi| Sza“ <Zai'j = l_ai,i'
Jj#i

J#i

X
X

Il'y a donc égalité partout.
= De [A—a;;|=1A|—a;;, on fire |A| = |[A—a;,| + |a;;| donc A—a,; et a;; sont positivernent liés (cas d’égalité de
I'inégalité triangulaire), donc soit a; ; =0, soit Ae R*, et donc A=1 ce qui est exclu. On a donc a;; =0.
= De > a;;|x;|=> a;;1xl. on déduit que les x; pour j tel que a;; #0 ont tous les méme module.

J#i Jj#
Xj Xj 2 f ’ 2 2 "oz o4 . Xj
= De E a;;—|= E a;,;j |—| on déduit par cas d’égalité de I'inégalité triangulaire que les a; ; — sont fous sur
X; X; X;
J#i Hlj# ! i

la méme demi-droite d’origine 0.
Ainsi,ona @ eRtelquesi j#ieta;;#0, x;=¢€’x;.
En remplagant dans la relation (x), on obtient A=¢' ef donc x; =Ax; ce qui permet bien de conclure.

(b) Avec la question précédente, x;,Ax;, A%x;,...,A"x; sont foutes des composantes de X de module maximal.
Commeily enan+1etcomme X n'a que n composante, nécessairement, on a 0<< ¢ < n tel que Afx; = Alx;.
Alors, en posant p={—k <n,comme x; #0, A? =1.

(c) Vu dans la premiéere question.
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4 cCentrale

1. Soient A, B € .#,(K) telles que AB = BA. Montrer que B € K[A] ou A€ K[B].
2. Le résultat subsiste-t-il dans .#,(K) ?

Solution de 4 : Centrale

1. = Si A= AL, matrice scalaire, alors A€ K[B].

0
de Lagrange, on peut frouver un polyndme P tel que ¢ = P(a) et d = P(b) car a # b donc B = P(A) e K[A].

. _[a b _[a B _[aa+by aBf+bd) _(aa ba+af) |, . .
-SIA—(O a)ovecb;éOe’rB_(y 5),olorsAB_( ay a6 =BA= ar as+by d’ou on tire que

a p
0 a

= SiA= (a g) avec a # b, on vérifie classiquement que B est alors diagonale : B= (8 2) et, par interpolation

by=0, b(a—o6)=0donc y=0 et a=6 et enfin B:( ala méme forme que A.

P(a) *

0 P(a))' Calculons le ceefficient mangquant.

Pour tout polynéme P, P(A) =(

» Pour P =1, il vaut 0.
» Pour P=X, il vaut b.
« Pour P=X2, il vaut 2ab.
« Pour P =X3, il vaut 3a?b.
On conjecture que pour P = X*, il vaut ka*'b ce qui se démontre aisément par récurrence.

P(a) bP’(a))

On obtient alors finalement P(A)= ( 0 P(a)

Pour écrire B = P(A), il faut trouver un polyndme P tel que P(a)=a et bP’(a)=p c’est-O-dire P'(a)= g

B

Le polynéme P = E(X—a +a) convient,

(ona b #£0).

Dans le cas général, on peut se ramener a I'un des cas précédent par réduction de A (diagonalisation ou trigo-
nalisation selon les cas), en remarquant que si A= QA’Q™, A commute avec B’ =Q'BQ donc soit B’=Q!BQ est
un polyndme en A’ ce qui se récrit facilement B polyndme en A, soit I'inverse...

1 1 0 1 0 0
2. On trouve un contre-exemple. Parexemple: A=|0 1 0]etB=|0 1 0].
0 0 1 01 1

5 X-ENS On définit une suite de matrices par A, :( _11) et la relation de récurrence

Déterminer les valeurs propres de A,,.

Solution de 5 : X-ENS
FGN 3.5
On commence naturellement par regarder le cas n=1. Le polyndme caractéristique de A, est

x-1 oo |,
ZI(X)_’ -1 X+1'_X 2

On a donc Sp A, = {++/2}. Essayons maintenant de frouver une relation entre le polyndme caractéristique de A, et
celui de A,,,,. Notons que la matrice A,, est de taille 2*. On a, pour A€ R,

Alp—A,  —A,

o _ Alzn _An
ta@y=| A —‘ ‘

—24, Al

3 AL, —A,
ALy —2A4, Alm+A,

en faisant les tfransvections par blocs C, — C,—C, puis L, — L, + L;.

TD * Réduction : point de vue géométrique - page 3



Pour calculer le déterminant par blocs, comme dans I'exercice classique, on cherche une factorisation soit de la

forme (A B)( ! 0), soit de la forme (A )((I) II))

o c)\D I B
2 I 0
AMp—=A, —A 2" 2 2n 2 2
Yns1(A)=det A0 n 2 =det| AL, — ZAn A% =det(A’ Ly —24% ) =det(AL, —v2A,)det(AL. + V2 A,)
0

O o

Quitte & prendre A #0, on trouve
)ngn _7An Izn

A

On obtient donc en factorisant v2, z,. =22 7,( %) 1. (3 )- Les racines de ,., s'obtiennent en multipliant celles de
#n PAr £4/2 ce qui montre que pour fout n, Sp A, = {+v2"}.

Une autre solution ' peut-&tre moins astucieuse (quoi que ?) peut étre de diagonaliser A, et en déduire une diago-
nalisation par bloc de A,,; comme convolée de A, avec A,,.
V2.0 )p—l

Comme A, a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, elle est diagonalisable : A, :P( 0 —v3

b

a
Notons P = (C d

) et pl= (‘; 5) (inutile de les calculer).

algn b Izn
C Izu dlzn

al, BLa

On pose alors Q = vi 51
2n n

) et on vérifie qu’elle est inversible d’inverse Q! = ( ) & |I'aide d’un produit

par blocs.
V24,

0 —\/%A )Q—l et donc y, = x4, X-v2a, C€ QUi permet de retrouver le résultat

On vérifie enfin que A, = Q(

précédent.

A (X+Y)=AX
X) { WX +Y) En sommant

Derniere solution : résoudre une équation aux éléments propres A,,,, Y =2 Y
A, (X=Y)=AY

2
les deux lignes on obtient 24, X = A(X + Y) et en multipliont par 4, : A2X = %X
AZ
Si X #0, on obtient que > est valeur propre de A% et quitte & se placer dans C pour trigonaliser, on remarque que

c’est le carré d’une valeur propre de A,,... Sinon, c’est que Y #0... On peut continuer mais c’est un peu du bricolage
et moins réjouissant que les deux autres méthodes.

2. Trigonalisation

6| Avec la comatrice

Soit Ae #,(K). On note A=(ComA)T.
1. (a) PourI,Je2([1,n]), onnote A, ; lasous-matrice de A d’indices de lignes dans I et de colonnes dans J. Montrer
que pour tout A€ C,

n

det(A, +A)=>_| > detAl. [A/.

j=0 | 1c[1,n]
[|=n—j

(b) En déduire une formule pour y,, retrouver ses coefficients de degré n, n—1 et 0 et exprimer son coefficient de
degré 1 d I'aide de la comatrice.
2. (a) Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de A.
(b) Lorsque A est diagonalisable, quels sont les vecteurs propres de A?
(c) Quedire de Ce .#,(K) telle que AC=CA=0sirgA=n—17
3. Onsuppose que K =C etonnote 1,,...,1, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité. Donner, en fonction
des 1;, I'expression des valeurs propres de A.

Solution de 6 : Avec la comatrice
FGN22.9,3.8et4.10

1. Merci Timothéo

TD * Réduction : point de vue géométrique - page 4



1. (Q)

()

2. (a)

(b)

(©)

Notons C,,...,C, les colonnes de A et (ey,...,¢,) la base canonique de .#,,,(C). On notera det le déterminant
dans cette base et par multilinéarité, on a

det(AI, + A)=det(Ae, + C,,..., Ae, + C,) = Z det(D,,...,D,)

Dre{er,Cr }
1<k<n
Chaqgue terme de cette derniére somme est un mondme en A dont le degré est nombre de fois ou Dy = Aey.
On va noter I I'ensemble des indices k pour lesquels D, = C,. Se donner un terme de la somme revient &
se donner cette partie I et ce terme est alors un mondme de degré n— j avec j = |I| Son coefficient est
alors le déterminant obtenu & partir de la matrice identité en remplagant les colonnes d’indice dans I par
les colonnes correspondantes dans A. En développant successivement par les colonnes de cette matrice qui
sont celles de la matrice identité (avec un seul 1 sur la diagonale puis des zéros ailleurs), il reste in fine un
déterminant de taille j qui est précisément det(A|;2). En faisant une partition de la somme selon le cardinal de
I, on obtient

n

det(Al, + A)= Z det(AI,z)A"*‘”:Z Z det(Al;)A"
Ic1,n] Jj=0 IIC\IW]
Il

En changeant A en —A, le ferme det(A|;2) est tfransformé en (—1)det(A|;2) si bien que

n

Za=D (1| D det(Al) | X"

j=0 1[1,n]
=]

On retrouve en particulier le coefficient de X! qui vaut —trA et le coefficient constant qui vaut (—1)" det A.
On pourra aussi noter que le coefficient en X est égal & (—1)" ! tr(Com A).

On ala relation AA=AA=(detA)I,. Si X est un vecteur propre de A pour la valeur propre A, alors AAX =(det A)X
et siA#0, on a AX = ¥4 x, donc X est un vecteur propre de A. Si A =0 alors detA = 0. Si rigA = n—1, alors
ImA = Ker A = Vect(X) donc il existe u € K tel que AX = uX. Enfin sirgA < n—2,A=0 donc X est encore vecteur
propre de A .

On va encore distinguer les cas selon le rang de A .

= Si A est diagonalisable et inversible, on a A = (det A)A™!. Les vecteurs propres de A sont ceux de AL, c’est-
a-dire ceux de A. Ainsi les matrices A et A sont codiagonalisables.

= SirgA<n—1 alors A=0 et fout vecteur non nul de K” est vecteur propre pour A.

= Supposons que rgA = n—1. Sans perte de généralité on suppose A, =0 et A, #0 pour k>2. Comme on l'a
vu dans la question 1, on argA=1 et ImA =Ker A et de plus Ker A = Im A. Autrement dit, I'espace propre
de A pour la valeur propre 0 est la somme des espaces propres de A pour les valeurs propres non nulles
(c'est-a-dire I'image de A ) et la droite Im A est la droite Ker A. Ici encore A et 4 sont codiagonalisables.

Si C#0, alors Im C c Ker A ef comme Ker A est de dimension 1, on a Im C =Ker A; de plus ImA c Ker C et comme
les deux espaces ont méme dimension on a ImA = Ker C. En considérant une base de K" adaptée & ImA,
on obtient une matrice P inversible telle que P1CP =(0]...|0 | X), oU X € ImC = KerA. Comme AA = AA =0,
on obtient de méme P'AP =(0|...|0| Y), ol Y e Im C =Ker A. Les vecteurs X et Y sont colinéaires donc C est
colinéaire & A.

3. En tant que matrice carrée complexe, A est semblable & une matrice triangulaire T dont les termes diagonaux
sont les ;. On va distinguer trois cas selon le rang de A.

= Sitousles A; sont non nuls, i.e. si A est inversible, la matrice A™! est semblable & la matrice triangulaire T—! dont

les termes diagonaux sont les inverses des 4, si bien que le spectre de A=(ComA)" =(detA)A™! est I'ensemble

detA
des =| |A; pourl<i<n.
Py 1;[ 1P

= SirgA < n—1,lacomatrice de A est nulle puisque aucune sous-matrice de A de taille n—1 ne peut étre inversible :

le spectre de A est réduit & {0}.

= Supposons rgA=n—1. Alors A posséde un mineur de taille n—1 non nul et A est non nulle. De plus, AA=AA=0.

On adonc ImA c Ker A £ C" et finalement Ker A =Im A est de dimension n—1. Ainsi, 0 est valeur propre d’ordre au
moins n—1. Il reste & déterminer la derniére valeur propre qui vaut donc la trace de A. Or, d’aprés la premiére
question, (—1)*'tr A est le coefficient de X dans y,.

De plus, O est valeur propre de A. Si on suppose que A, =0,0na y,=(X—A2,)---(X—2,_,) X ef on en déduit que
la derniére valeur propre cherchée de A est A,...4,,_;.

Conclusion Dans tous les cas, les valeurs propres de A sont les u; = r[kj pour1<i<nouAi,..., A, sontles valeurs

J#i

propres de A prises avec multiplicité.
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7 Trigonalisation simultanée

1. Si A, B € .#,(C) commutent, montrer qu’elles ont un vecteur propre en commun, puis qu’elles sont simulfanément
frigonalisables (ie avec les mémes matrices de passages).

2. Si A,Be #,(C) telles que AB =0, montrer qu’elles sont simulfanément trigonalisables.
3. SiA B, Ce.#,(C)sonttelles AB—BA=C, AC =CA, BC = CB, montrer gu’elles sont simultanément trigonalisables.

4. Si A,Be . #,(C)telles que AB— BA= B, montrer que B est nilpotente.
Si, plus généralement, on a A, u € C tels que AB—BA= AA+uB, montrer que A et B sont simulfanément trigonalisables.

Solution de 7 : Trigonalisation simultanée
FGN 24210424

1. Notons u et v les endomorphismes canoniquement associés a A et B respectivement. Le corps de base étant
algébriquement clos, Sp(A) = Sp(u) # @. Soit A € Sp(u). L'endomorphisme v laisse stable Ker(u —Ald), car u et v
commutent. Et donc v induit sur Ker(u—AId) un endomorphisme v,. Cet endomorphisme admet un vecteur propre
(carle corps de base est algébriquement clos). Or un vecteur propre de v, est un vecteur propre de v qui est dans
Ker(u—AId), et donc est aussi vecteur propre pour u.

Montrons par récurrence la propriété 2, : «si A et B sont deux matrices de .#,,(C) qui commutent, alors il existe P
inversibles et T, T’ triangulaires supérieures telles que A=PTP~! et B=PT'P~!»,

Pour n =1, c’est bien clair.

Montrons que 2, = 2, ; soit A et B deux matrices de .#,,,,(C) qui commutent. Les endomorphismes u et v de C"*+!
canoniguement associés d A et B commutent, donc d’aprés ce qui précede ont un vecteur propre commun.
Dans une base commengant par ce vecteur propre, leurs matrices respectives sont de la forme

A kool * U Feea.... *
0 0
A= et B'=|":
A// : B//
0 0

A’ et B commutent, donc, par produit par blocs, A” et B” commutent. On peut leur appliquer 2,, il existe donc
Pe9%,(C)et T”, U” triangulaires supérieures telles que

P—lA//P — T// , P—l B//P — U//
1 0....... 0 1 0........ 0
0 0
Soit alors Q = | : p € Y% ,..1(C); un produit par blocs montre que Q! =| : p1 €9 ,.,(C) et
0 0

Q'A’Q et Q7' B’Q sont triangulaires supérieures.
2. Comme dans la question précédente, il suffit de montrer que A et B ont un vecteur propre en commun.
Or, par hypothése, Im B c Ker A donc Im B est stable par A (pour tout vecteur X, ABX =0<€Im B) et par B.
Avec des notations similaires & la question précédente, si u; et v; sont les endomorphismes induits par u et v sur

Imv, alors u; est I'endomorphisme nul. Donc, si Im v # {0}, un vecteur propre de v; (qui existe bien car on est sur C)
est aussi un vecteur propre de u; (associé & 0) et est donc un vecteur propre commun & u et v.

Silmv =0, alors B=0, et on a bien A et B simultanément frigonalisables (ils ont donc au moins un vecteur propre
en commun).

On peut alors raisonner par récurrence sur n comme dans la question précédente.

3. Avec AB— BA=C onremarque que des vecteurs propres communs & A et B sont dans KerC.
On étudie donc Ker C. Soit u, v, w canoniqguement associés a A, B, C.
S’il n"est pas réduit & 0, Ker w est stables par u, v et w vu les hypotheses.
Les endomorphismes u,., v, induit par u et v sur Ker w vérifient alors u o v, — v, o u, = w, =0. donc commutent.
lls ont donc un vecteur propre en commun d’apres la premiére question.
Reste & voir qu’on a bien Ker w # {0}. Sinon, C est inversible et C'AB—C'BA=AC'B—C'BA=1I, ce qui aboutit &
une contradiction en prenant la frace.
On peut alors rédiger une récurrence comme dans la premiére question.
4. Si A,Be.#,(C)telles que AB—BA= B, on calcule B2= BAB— B?A= AB?>— BAB en multipliant & gauche et & droite
par A.
On en déduit que 2B? = AB?— B?A. Par récurrence, on montre que pour fout k € IN, kB=AB* — B*A.
On en déduit que pour tout k € IN*, tr B¥ =0 et donc, classiquement, B est nilpotente. (Il s’agit de I’'exercice 11, cas
particulier du 8).
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Autre argument possible : u: M — AM — M A est un endomorphisme qui admet k comme valeur propre si B £0,,.
Comme son spectre est fini (on est en dimension finie), on a au moins un k € IN fel que B¥=0,,.

Supposons désormais que AB—BA=AA+uB. Si A=u=0, on est ramené & la premiére question.

Supposons donc (A, u) #(0,0). Sans perte de généralité, supposons que u #0. On va utiliser la premiére partie de la
question.

s 1
Posons B’=AA+uB. On vérifie alors que AB’—B’A=uB’ donc, en posant, A/=—A,on a A'B'—B’A'=B’.
u

On en déduit que B’ est nilpotente. On a alors Ker B’ # {0} (B’ n’est pas inversible) et on vérifie que Ker B’ est stable
par A et B’. On obtient alors comme dans la question 2 un vecteur propre de A dans Ker B/, ce qui est aussi un
vecteur propre de B.

On termine de nouveau par récurrence sur la dimension de I'espace.

3. Autour de latrace

8 cCentrale-Mines Ponts Montrer que A, B € ,(C) ont méme polyndme caractéristique si et seulement si
VkeNN, trAf=trB*.

Solution de 8 : Centrale-Mines Ponts

Si Aet B ontle méme polynéme caractéristique, en trigonalisant (on est dans €), on arrive facilement d Vk € N, tr A* = tr BF.
Si, réciproquement, Yk € IN, trA* =tr B¥. On obtient & un systéme dont les équations sont de la forme Z a,AfF=0

A€Sp(A)USp(B)
pour k €[0,n—1] et dont la matrice est de Vandermonde avec des parametres deux & deux distincts, donc le systeme

est de Cramer et tous les a, sont nuls, donc les multiplicités des valeurs propres pour A et pour B sont les mémes, ce qui
permet de conclure.

Autre argument possible : Notons A,,..., A, et u,,...,u, les valeurs de A et B comptées avec multiplicité :
Ia=(X=2)(X=2,) et gp=(X—w)(X—pu,).

L'hypothése proposée donne
VkeN,A’f+...+g’; =H’f+"'+u’,§

Certains A; peuvent correspondre a des u;, on simplifie ceux-ci ef, quitte & reprendre I'indexation, on obtient
VEEN AT+ + A =puf +- 4+
avec {A,...,A.}N {ul, . ,,ur} =@. Par combinaison linéaire, pour tout polynbme P € C[X],
PA)+-+P(A)=P )+ +P(u,).
On peut définir un polyndme P qui s’annule sur les A; et prend la valeur 1 sur les u;. Pour celui-ci, il vient 0=r. On en

déduit que les A; initiaux et les u; initiaux sont égaux & I'ordre prés. Les polyndmes caractéristiques de A et B sont donc
identiques.

Q| X-ENS - Coefficients du polynéme caractéristique (bis)

SoitAe #,(C)et yu,=X"+c, X" +---+ ¢, X + ¢, SON polyndme caractéristique.
On note 44,...,4, les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
En exprimant de deux maniéres différentes le polyndme X"~ x/(1/X) montrer que pour tout k €[1,n],

A, 1 0, 0
trA? .20 :

) B IR
Ck =
Kl T
k-1

trAX o trA2 ‘trA

On retrouve en particulier le résultat de I'exercice précédent.
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Solution de 9 : X-ENS - Ccefficients du polynéme caractéristique (bis)

FGN 2 3.11

/ n 1 n
L'expression %4, qui est la dérivée logarithmique de 7., vaut Zﬁ avec z, =l_[(X—Ak). Par ailleurs, on a

A k=1 " Ttk k=1

(1/X)=X"" 74(1/X) 1/X)
i 4 Z 1/X P2 Z 1— /lk
On peut penser & écrire sous forme de somme la fraction T X a la maniére des séries géométriques (séries
— i

entiéres). On peut le faire en évaluant en un x suffisamment petit pour que les séries géométriques convergent, ou alors
contourner le probléme (ce serait possible directement avec les polyndmes si on avait des connaissances sur les séries
formelles mais ce n’est pas le cas).

n+1
On va confourner le probléme en faisant apparaitre une somme géométrique finie : T —Z X
k

S (1=2;X)
Notons Q = X" y,(1/X) et R = X" ;(A(I/X)Zm = Z(ka)"“Hlf = X"“Z(AZ“ ]_[(1—)LjX)) qui sont
k=1 KX k=1 j#k
deux polynédmes. En reprenant le calcul,

(AkX)n+1

—1.,,/ _ X 1-
xA(l/X)_kaZ:;il_ka +R

oldegRzn+letQ=cy+cX++c, X" ol c=1et

X"‘lx;(l/X): ne,+(n—1)c X+ +c, X! :Z(n—k)cka
k=0

Par unicité des coefficients de X? pour 1< p < n, on obtient
(n—p)e, = Z ctrtAl =c,trl, + ¢, trA+-+c trAP +r A?
i+j=p

ou encore, (trAP™) ¢, +(trAP2) ¢, +-+-+(trA)c,_, + pc, = —tr AP, Lorsqu’on écrit ces relations pour 1< p < k oU k €[1,n], on
obtient un systéme linéaire triangulaire inférieur, de Cramer, dont le déterminant de la matrice est k!.
Les classiques formules de Cramer donnent alors le résultat

1 0 0 ... 0 —trA
trA 2 0 .. 0 —tr A2
1] wA? wA 3 . : —tr A’
“=ul . L
trA*2 ... ... trA k-1 —trA*!
AT L . wA? A —trAF

et on obtient I'expression de I’énoncé en sortant le scalaire -1 de la derniére colonne et en appliquant une permutation
circulaire des k colonnes dont la signature est (—1)¥1.
10 X soitac M,(K) telle que trA™ —— 0.
m—+00
Montrer que les valeurs propres de A sont toutes de module < 1.

Solution de 10 : X
Trigonaliser puis raisonner par récurrence sur le nombre de valeurs propres distinctes de A.
La matrice A est frigonalisable et sil'on note A,,..., 4, ses valeurs propres distinctes alors

P
tr(A™)=>a,;A"
j=1
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avec a; la multiplicité de la valeur propre A;. Pour conclure, il suffit d’établir résultat suivant : « Soient a;,...,a, € C* et

p
Aly..r Ay € C deux & deux distincts. Si Zajxl;" — o 0alors Vi< j< p,|2;] < 1». Raisonnons pour cela par récurrence
m—+0Q
j=1
sur p > 1. Pour p = 1, la propriété est immédiate. Supposons la propriété vraie au rang p > 1. Soient ay,...,a,,, € C* et

A1s-..,Ap41 € C deux G deux distincts tels que
p+l

DI el D
j=1
Par décalage d’indice, on a aussi
p+1
DA =0 @
j=1

Ap1 % (1)—(2) donne

] m—+oo

p
j=1
qui se comprend encore

] m—+oo

P
> par——o0
j=1

avec les B,,..., 8, non nuls. Par hypothése de récurrence, on a alors V1< j < p,A; <1 pour tout je{1,...,p}. On en déduit
14
Za AT ——— 0 et la relation (1) donne alors a,,,,A™ . —— 0 d’ou I'on tire |A +1| < 1. La récurrence est établie.
I motoo P P+l motoo P

j=1

11 Mines-Ponts

Montrer que A e ., (K) est nilpotente si et seulement si pour tout k €[1, n], trA*=0.

Solution de 11 : Mines-Ponts
Méme principe gque I'exercice 8 dont ¢’est un cas particulier (en prenant B=0.)

4. Autour de la nilpotence

12| commutant d’un endomorphisme nilpotent Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et ue £(E)
nilpotent d’indice n.
1. Montrer qu'il existe a € E fel que 8 =(a, u(a),...,u"'(a)) est une base de E.
2. Ecrire la matrice de u dans la base @’ =(u""(a),..., u(a),a).

3. Soit v € Z(E). Montrer que uov =vou si et seulement si v € Vect(idg, u, ..., u"") = Klu].
Solution de 12 : Commutant d’un endomorphisme nilpotent

1. Comme u"'#0,0n aackE tel que u"'(a)#0;.
Supposons Aya +---+ A, u"(a)=0g. Siles A; ne sont pas tous nuls, soit i indice minimal tel que A; #0.
En composant par u?~1=, on obtient A;uP~'(a)=0 ce qui est contradictoire.
On a donc une famille libre de n =dim E vecteurs donc une base de E.

0 1 0:--eee- 0
2 ol
.1
(1 0
n—1
3. Le sens réciproque est immédiat. Supposons uo v =wvou. Soit x € E. On décompose x dans % en x =Zxkuk(a).
k=0

n—1 n—1
Alors v(x) :Zxk vouf(a)= Z X ub(v(a)).
k=0 k=0
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n—1 n—1 n—1 n—1

On peut décomposer v(a)= z yu'(a) et réinjecter v(x) = ZZ X utt(a) :Z vu'(x).
[ =0 (=0 =0
n—1

Donc vzz vu' e Klul.

=0

13 Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent Soit E un K-espace vectoriel de dimension fini n > 2
et u e Z(E) nilpotent d'indice p.
1. Justifier I'existence d’un vecteur a € E tel que uP~'(a)#0.
2. Démontrer que Z =(a, u(a),..., u?"'(a)) est une famille libre de E.
3. Retrouver le fait que p<n
4. Dans cette question, on suppose que p = n.

. I . . 0 I,
(a) Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est (0 0 1).

(o) Montrer que pour tout k €[[0, n], dimKer u* = k.
(c) Soit F sous-espace de E stable par u de dimension k > 1. En considérant I'endomorphisme u, induit par u sur
F, montrer que F =Ker u*.

Solution de 13 : Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent

1.
2. Comme dans I'exercice précédent.
3. Famille libre de p vecteurs en dimension n.

4, (a) Comme dans I'exercice précédent.

. . 0 I, .
(o) Dans cette méme base, u* est représenté par (0 0"), derang n—k donc dun(Ker uk) =k.

(C) uy est nilpotent sur F qui est de dimension k, donc uk =0 donc F =Keruf = F nKeru* donc F c Ker u* et par
égallité des dimensions, F =Ker u*.

14| Inversion et nilpotence Soit N une matrice carrée d’'ordre n nilpotente.

1. Montrer que I, —N et I, + N sont inversibles et calculer leurs inverses en fonction de N.

2. En considérant le développement limité de v1+ x au voisinage de 0, déterminer une matrice M dont le carré est
égald I, +N.
(On pourra montrer que si P est un polynéme tel que P(x)= oo(x”), alors il existe Q tel que P =X"Q & I'aide d’une
division euclidienne.)

Solution de 14 : Inversion et nilpotence

1. Penser & des séries géométrique et vérifier que (I, —N) ™ = 1,4+ N+N2+---+ N1 et une formule analogue pour I,+N.
2. Le DL de ¥1+ x au voisinage de 0 au voisinage de 0 s écrit v1+ x = P,(x)+o(x") ou P, est un polyndme connu (en
écrivant (1+x)"?). En élevant au carré, on obtient 1+ x = P2(x)+o(x").
Donc P2(x)—1—x =o(x"). Posons la division euclidienne de P?—1—X par X" : P2—1—X =X"Q+R. Alors
P?(x)—1—x R(x
Ro—1=x o R0
xn xn
Mais comme le degré de R est au plus n—1 et Q(x) — Q(0), on en déduit que nécessairement R =0.
Onaalors P2—1-X = X"Q puis en évaluant en N dont I'indice de nilpotence est au plus n, P2(N)—-1—N = N"Q(N)=0,,

n-ll l_l l_k 1
donc 1+ N =(P,(N))* donc P”(N):Z 3(3-1) kEz +1)
k=0 :

N* | répond & la question.
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