
MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD ∗ RÉDUCTION : POINT DE VUE GÉOMÉTRIQUE

1. Exercices diverses

1 Oraux divers Soit A ∈Mn (C) et ϕ : M ∈Mn (C) 7→ (tr A)M + (tr M )A.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ϕ soit diagonalisable.

Solution de 1 : Oraux divers
FGN 2 3.26

Si M est un vecteur propre associé à une valeur propre λ, on a M 6= 0n et ϕ(M ) = λM donc (tr M )A = (λ− tr A)M . En
reprenant la trace, on obtient tr M tr A = (λ− tr A) tr M donc tr M = 0 ou λ= 2 tr A.

Dans le cas où tr M = 0, dans la première expression, on tire (λ− tr A)M avec M 6= 0n , donc λ= tr A.
Finalement, les deux valeurs propres potentielles sont tr A et 2tr A.
Or ϕ(M ) = (tr A)M ⇐⇒ (tr M )A = 0n .
Cela incite à traiter à part le cas où A = 0n , qui donne facilement ϕ nul donc diagonalisable.
Supposons dorénavant que A 6= 0n .
On a alors ϕ(M ) = (tr A)M ⇐⇒ tr M = 0 donc Etr A (ϕ) =Kertr qui est de dimension n 2−1 en tant que noyau d’une forme

linéaire non nulle.
Il ne reste donc de la place que pour une dernière valeur propre... qui doit être 2tr A.
Soit tr A = 2 tr A ie tr A = 0 et alors Spϕ = {tr A} et ϕ n’est pas diagonalisable (car ϕ n’est pas une homothétie, ou car la

dimension du sous-espace propre est trop petite...)
Soit tr A 6= 2 tr A ie tr A 6= 0 et ϕ(M ) = (2 tr A)M ⇐⇒ (tr M )A = (tr A)M ⇐⇒ M =

tr M

tr A
A. M = A 6= 0n convient par exemple

comme vecteur propre associé à 2tr A et on a obtenu E2 tr A (A) = Vect A de dimension 1.
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale à la dimension de l’espace, ϕ est diagonali-

sable.
Finalement, ϕ est diagonalisable si et seulement si A = 0n ou tr A 6= 0.

2 X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgörin Soit A ∈Mn (C).

On pose Ri =
∑

1¶ j¶n
j 6=i

��ai , j

�� pour tout i ∈ ¹1, nº.
1. On suppose que pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��>Ri . Montrer que la matrice A est inversible.

2. Montrer que, pour A quelconque, Sp A ⊂
n⋃

i=1

�
z ∈C,

��z −ai ,i

��¶Ri

	
=

n⋃
i=1

D
�
ai ,i , Ri

�
.

3. On suppose à nouveau que pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��>Ri .
En commençant par traiter le cas où pour tout i ∈ ¹1, nº, ��ai ,i

��=Ri +1, montrer que

|det A|¾
n∏

i=1

���ai ,i

��−Ri

�
.

4. On suppose que A ∈Mn (R) et que pour tout i ∈ ¹1, nº, ai ,i >Ri .
Montrer que l’ensemble C des matrices vérifiant ces hypothèses est convexe et, en admettant qu’une fonction

continue sur un convexeà valeurs réelles vérifie le théorèmedes valeurs intermédiaire,montrer que det A ¾
n∏

i=1

���ai ,i

��−Ri

�
.

Solution de 2 : X-ENS : Lemme d’Hadamard et disques de Gershgörin
FGN 2 3.17
1. Classique et déjà vu : Prendre X 6= Ker A \ {0} et obtenir une contradiction avec une coordonnée de x de module

maximal.
2. Traduire avec la question précédente que si λ ∈ Sp A, A−λIn n’est pas inversible.
3. Soit A′ la matrice construite à partir de A en divisant que ligne L i par

��ai ,i

��−Ri > 0.
On a bien

��a ′i ,i

��−R ′i = 1.
En utilisant la question précédente, pour tout valeur propre λ de A′, on a i tel que

��λ−a ′i ,i

��¶R ′i , ce qui conduit, par
inégalité triangulaire, à |λ|¾ ��a ′i ,i

��−R ′i = 1.
Le déterminant de A′ étant le produit des valeurs propres comptées avec multiplicité (on est dans C, pas de
problème pour avoir un polynôme caractéristique scindé), on obtient |det A′|¾ 1, ce qui permet de conclure.
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4. D’après la question précédente, il suffit de voir que det A > 0.
Or, si A et B vérifient les hypothèses de la question, et si t ∈ [0, 1], on obtient sans trop de mal que (1− t )A + t B les
vérifie aussi.
Comme MC 7→ det M ∈ R est continue (polynomial en les cœfficients de M ), elle vérifie le théorème des valeurs
intermédiaire donc son image est un intervalle de R, ne contenant pas 0 vu la question 1.
Comme In ∈ C est de déterminant 1 > 0, on en déduit que pour tout matrice A ∈ C , det A > 0, ce qui permet de
conclure.

3 Matrices stochastiques Soit S l’ensemble des matrices réelles stochastiques, c’est-à-dire des matrices A ∈Mn (R)

telles que ∀ i , j ∈ ¹1, nº2, ai , j ¾ 0 et ∀ i ∈ ¹1, nº, n∑
j=1

ai , j = 1.

1. Montrer que les éléments de S ont une valeur propre commune.
2. Si A, B ∈ S , en est-il de même pour AB ?
3. Soit A ∈ S et λ ∈ SpC A. Montrer que |λ|¶ 1.

4. Soit A ∈ S et λ une valeur propre de S de module 1, X =

x1

xn

 un vecteur propre associé.

(a) Si xi est une composante de X de module maximal, montrer que c’est encore le cas pour λxi .
(b) En déduire que λ est une racine me de l’unité avec m ¶ n .
(c) On suppose que les cœfficients diagonaux de A sont tous non nuls. Montrer que la seule valeur propre de A

de module 1 est 1.

Solution de 3 : Matrices stochastiques
FGN 2 3.18 et 3.19
1. Soit Y le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Alors une matrice A à cœfficients positifs est stochastique

si et seulement si AY = Y si et seulement si Y est vecteur propre de A associé à la valeur propre 1.
2. AB est à cœfficients positifs et AB Y = AY = Y donc AB ∈ S .
3. Soit Y 6= 0 un vecteur propre associé à la valeur propre complexe λ et i un indice tel que |xi | soit maximal. Alors

|λ| |xi |= |[AX ]i |=
����� n∑

j=1

ai , j x j

�����¶ n∑
j=1

ai , j

��x j

��¶ n∑
j=1

ai , j

!
|xi |= |xi |

donc |λ|¶ 1 car |xi | 6= 0.
4. (a) On a bien |λxi | = |xi |. Reste à voir que λxi est une composante de X , donc l’un des x j . Et ce n’est pas trivial.

Enfin sauf si λ= 1.
Supposons λ 6= 1. À partir de la i e ligne de AX =λX , on tire λ−ai ,i =

∑
j 6=i

ai , j

x j

xi
(∗). Par inégalité triangulaire,

1−ai ,i = |λ| −ai ,i ¶
��λ−ai ,i

��¶∑
j 6=i

ai , j

���� x j

xi

����¶∑
j 6=i

ai , j = 1−ai ,i .

Il y a donc égalité partout.
� De

��λ−ai ,i

�� = |λ| −ai ,i , on tire |λ| = ��λ−ai ,i

��+ ��ai ,i

�� donc λ−ai ,i et ai ,i sont positivement liés (cas d’égalité de
l’inégalité triangulaire), donc soit ai ,i = 0, soit λ ∈R+, et donc λ= 1 ce qui est exclu. On a donc ai ,i = 0.

� De
∑
j 6=i

ai , j

��x j

��=∑
j 6=i

ai , j |xi |, on déduit que les x j pour j tel que ai , j 6= 0 ont tous les même module.

� De
�����∑

j 6=i

ai , j

x j

xi

�����=∑
j 6=i

ai , j

���� x j

xi

���� on déduit par cas d’égalité de l’inégalité triangulaire que les ai , j

x j

xi
sont tous sur

la même demi-droite d’origine 0.
Ainsi, on a θ ∈R tel que si j 6= i et ai , j 6= 0, x j = eθ xi .
En remplaçant dans la relation (∗), on obtient λ= eiθ et donc x j =λxi ce qui permet bien de conclure.

(b) Avec la question précédente, xi ,λxi ,λ2 xi , . . . ,λn xi sont toutes des composantes de X de module maximal.
Comme il y en a n+1 et comme X n’a que n composante, nécessairement, on a 0¶< ℓ¶ n tel que λk xi =λℓxi .
Alors, en posant p = ℓ−k ¶ n , comme xi 6= 0, λp = 1.

(c) Vu dans la première question.
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4 Centrale

1. Soient A, B ∈M2(K) telles que AB = B A. Montrer que B ∈K[A] ou A ∈K[B ].
2. Le résultat subsiste-t-il dansM3(K)?

Solution de 4 : Centrale

1. � Si A =λI2 matrice scalaire, alors A ∈K[B ].
� Si A =

�
a 0
0 b

�
avec a 6= b , on vérifie classiquement que B est alors diagonale : B =

�
c 0
0 d

�
et, par interpolation

de Lagrange, on peut trouver un polynôme P tel que c = P (a ) et d = P (b ) car a 6= b donc B = P (A) ∈K[A].
� Si A =

�
a b
0 a

�
avec b 6= 0 et B =

�
α β
γ δ

�
, alors AB =

�
aα+ bγ aβ + bδ

aγ aδ

�
= B A =

�
aα bα+aβ
aγ aδ+ bγ

�
d’où on tire que

bγ= 0, b (α−δ) = 0 donc γ= 0 et α=δ et enfin B =

�
α β
0 α

�
a la même forme que A.

Pour tout polynôme P , P (A) =

�
P (a ) ∗

0 P (a )

�
. Calculons le cœfficient manquant.

⋆ Pour P = 1, il vaut 0.
⋆ Pour P = X , il vaut b .
⋆ Pour P = X 2, il vaut 2a b .
⋆ Pour P = X 3, il vaut 3a 2b .

On conjecture que pour P = X k , il vaut k a k−1b ce qui se démontre aisément par récurrence.

On obtient alors finalement P (A) =

�
P (a ) b P ′(a )

0 P (a )

�
.

Pour écrire B = P (A), il faut trouver un polynôme P tel que P (a ) =α et b P ′(a ) = β c’est-à-dire P ′(a ) = β
b
(on a b 6= 0).

Le polynôme P =
β

b
(X −a +α) convient.

Dans le cas général, on peut se ramener à l’un des cas précédent par réduction de A (diagonalisation ou trigo-
nalisation selon les cas), en remarquant que si A =Q A′Q−1, A commute avec B ′ =Q−1BQ donc soit B ′ =Q−1BQ est
un polynôme en A′ ce qui se récrit facilement B polynôme en A, soit l’inverse...

2. On trouve un contre-exemple. Par exemple : A =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

 et B =

1 0 0
0 1 0
0 1 1

.

5 X-ENS On définit une suite de matrices par A1 =

�
1 1
1 −1

�
et la relation de récurrence

An+1 =

�
An An

An −An

�
.

Déterminer les valeurs propres de An .

Solution de 5 : X-ENS
FGN 3.5

On commence naturellement par regarder le cas n = 1. Le polynôme caractéristique de A1 est

χ1(X ) =

���� X −1 −1
−1 X +1

����= X 2 −2

On a donc Sp A1 = {±p2}. Essayons maintenant de trouver une relation entre le polynôme caractéristique de An et
celui de An+1. Notons que la matrice An est de taille 2n . On a, pour λ ∈R,

χn+1(λ) =

���� λI 2n −An −An−An λI 2n +An

����= ���� λI2n −An−λI2n −2An λI 2n +An

����= ���� λI2n −An−2An λI 2n

����
en faisant les transvections par blocs C1←C1 −C2 puis L2← L2 + L1.
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Pour calculer le déterminant par blocs, comme dans l’exercice classique, on cherche une factorisation soit de la

forme
�

A B
0 C

��
I 0
D I

�
, soit de la forme

�
A 0
B C

��
I D
0 I

�
.

Quitte à prendre λ 6= 0, on trouve

χn+1(λ) = det

  
λI 2n − 2

λ
An −An

0 λI 2n

! 
I2n 0

− 2

λ
An I2n

!!
= det

�
λI 2n − 2

λ
An

�
λ2n
= det

�
λ2I2n −2A2

n

�
= det

�
λI2n −p2An

�
det

�
λI2n +

p
2 An

�
On obtient donc en factorisant

p
2, χn+1 = 22n

χn

�
Xp

2

�
χn

� −Xp
2

�
. Les racines de χn+1 s’obtiennent en multipliant celles de

χn par ±p2 ce qui montre que pour tout n , Sp An =
�±p2

n	.
Une autre solution 1 peut-être moins astucieuse (quoi que?) peut être de diagonaliser A1 et en déduire une diago-

nalisation par bloc de An+1 comme convolée de A1 avec An .

Comme A1 a deux valeurs propres distinctes en dimension 2, elle est diagonalisable : A1 = P

�p
2 0

0 −p2

�
P −1.

Notons P =

�
a b
c d

�
et P −1 =

�
α β
γ δ

�
(inutile de les calculer).

On pose alors Q =

�
a I2n b I2n

c I2n d I2n

�
et on vérifie qu’elle est inversible d’inverse Q−1 =

�
αI2n β I2n

γI2n δI2n

�
à l’aide d’un produit

par blocs.

On vérifie enfin que An+1 = Q

�p
2An 0
0 −p2An

�
Q−1 et donc χn = χp2An

χ−p2An
ce qui permet de retrouver le résultat

précédent.

Dernière solution : résoudre une équation aux éléments propres An+1

�
X
Y

�
=λ

�
X
Y

�
⇐⇒

¨
An (X + Y ) =λX

An (X − Y ) =λY
En sommant

les deux lignes on obtient 2An X =λ(X + Y ) et en multipliant par An : A2
n X =

λ2

2
X .

Si X 6= 0, on obtient que λ
2

2
est valeur propre de A2

n et quitte à se placer dans C pour trigonaliser, on remarque que
c’est le carré d’une valeur propre de An ... Sinon, c’est que Y 6= 0... On peut continuer mais c’est un peu du bricolage
et moins réjouissant que les deux autres méthodes.

2. Trigonalisation

6 Avec la comatrice

Soit A ∈Mn (K). On note Ã = (Com A)ᵀ.
1. (a) Pour I , J ∈P (¹1, nº), on note A|I×J la sous-matrice de A d’indices de lignes dans I et de colonnes dans J . Montrer

que pour tout λ ∈C,

det(λIn +A) =
n∑

j=0

 ∑
I⊂¹1,nº
|I |=n− j

det A|I 2

λ j .

(b) En déduire une formule pour χA , retrouver ses cœfficients de degré n , n −1 et 0 et exprimer son cœfficient de
degré 1 à l’aide de la comatrice.

2. (a) Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de Ã.
(b) Lorsque A est diagonalisable, quels sont les vecteurs propres de Ã ?
(c) Que dire de C ∈Mn (K) telle que AC =C A = 0 si rg A = n −1?

3. On suppose queK=C et on note λ1, . . . ,λn les valeurs propres de A comptées avecmultiplicité. Donner, en fonction
des λi , l’expression des valeurs propres de Ã.

Solution de 6 : Avec la comatrice
FGN 2 2.9, 3.8 et 4.10
1. Merci Timothéo
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1. (a) Notons C1, . . . , Cn les colonnes de A et (e1, . . . , en ) la base canonique deMn ,1(C). On notera det le déterminant
dans cette base et par multilinéarité, on a

det (λIn +A) = det (λe1 +C1, . . . ,λen +Cn ) =
∑

Dk ∈{λek ,Ck }
1¶k¶n

det (D1, . . . , Dn )

Chaque terme de cette dernière somme est un monôme en λ dont le degré est nombre de fois où Dk = λek .
On va noter I l’ensemble des indices k pour lesquels Dk = Ck . Se donner un terme de la somme revient à
se donner cette partie I et ce terme est alors un monôme de degré n − j avec j = |I | Son coefficient est
alors le déterminant obtenu à partir de la matrice identité en remplaçant les colonnes d’indice dans I par
les colonnes correspondantes dans A. En développant successivement par les colonnes de cette matrice qui
sont celles de la matrice identité (avec un seul 1 sur la diagonale puis des zéros ailleurs), il reste in fine un
déterminant de taille j qui est précisément det(A|I 2 ). En faisant une partition de la somme selon le cardinal de
I , on obtient

det (λIn +A) =
∑

I⊂¹1,nºdet(A|I 2 )λn−|I | =
n∑

j=0

∑
I⊂I |,n ]|I |= j

det(A|I 2 )λn− j

(b) En changeant A en −A, le terme det(A|I 2 ) est transformé en (−1)|I |det(A|I 2 ) si bien que

χA =
n∑

j=0

(−1) j

∑
|I [1,n ]|I |= j

det(A|I 2 )

X n− j

On retrouve en particulier le coefficient de X n−1 qui vaut − tr A et le coefficient constant qui vaut (−1)n det A.
On pourra aussi noter que le coefficient en X est égal à (−1)n−1 tr(Com A).

2. (a) On a la relation ÃA = ÃA = (det A)In . Si X est un vecteur propre de A pour la valeur propre λ, alors λ eAX = (det A)X
et si λ 6= 0, on a eAX = det A

λ X , donc X est un vecteur propre de Ã. Si λ = 0 alors det A = 0. Si rg A = n − 1, alors
Im eA = Ker A = Vect(X ) donc il existe µ ∈ K tel que eAX = µX . Enfin si rg A ¶ n − 2, eA = 0 donc X est encore vecteur
propre de A .

(b) On va encore distinguer les cas selon le rang de A .
� Si A est diagonalisable et inversible, on a eA = (det A)A−1. Les vecteurs propres de eA sont ceux de A−1, c’est-
à-dire ceux de A. Ainsi les matrices A et eA sont codiagonalisables.

� Si rg A < n −1 alors eA = 0 et tout vecteur non nul de K n est vecteur propre pour eA.
� Supposons que rg A = n −1. Sans perte de généralité on suppose λ1 = 0 et λk 6= 0 pour k ¾ 2. Comme on l’a
vu dans la question 1 , on a rg eA = 1 et Im eA = Ker A et de plus Ker eA = Im A. Autrement dit, l’espace propre
de eA pour la valeur propre 0 est la somme des espaces propres de A pour les valeurs propres non nulles
(c’est-à-dire l’image de A ) et la droite Im eA est la droite Ker A. Ici encore A et eA sont codiagonalisables.

(c) Si C 6= 0, alors Im C ⊂Ker A et comme Ker A est de dimension 1, on a ImC =Ker A ; de plus Im A ⊂KerC et comme
les deux espaces ont même dimension on a Im A = KerC . En considérant une base de K n adaptée à Im A,
on obtient une matrice P inversible telle que P −1C P = (0| . . . |0 | X ), où X ∈ Im C = Ker A. Comme A eA = eAA = 0,
on obtient de même P −1 eAP = (0| . . . |0 | Y ), où Y ∈ Im C = Ker A. Les vecteurs X et Y sont colinéaires donc C est
colinéaire à eA.

3. En tant que matrice carrée complexe, A est semblable à une matrice triangulaire T dont les termes diagonaux
sont les λi . On va distinguer trois cas selon le rang de A.
� Si tous les λi sont non nuls, i.e. si A est inversible, la matrice A−1 est semblable à la matrice triangulaire T −1 dont
les termes diagonaux sont les inverses des λi , si bien que le spectre de eA = (Com A)> = (det A)A−1 est l’ensemble
des det A

λi
=
∏
j 6=i

λ j pour 1¶ i ¶ n .

� Si rgA < n−1, la comatrice de A est nulle puisque aucune sous-matrice de A de taille n−1 ne peut être inversible :
le spectre de eA est réduit à {0}.

� Supposons rg A = n −1. Alors A possède un mineur de taille n −1 non nul et eA est non nulle. De plus, A eA = eAA = 0.
On a donc Im A ⊂Ker eA 6=Cn et finalement Ker eA = Im A est de dimension n−1. Ainsi, 0 est valeur propre d’ordre au
moins n −1. Il reste à déterminer la dernière valeur propre qui vaut donc la trace de eA. Or, d’après la première
question, (−1)n−1 tr eA est le coefficient de X dans χA .
De plus, 0 est valeur propre de A. Si on suppose que λn = 0, on a χA = (X −λ1) · · · (X −λn−1)X et on en déduit que
la dernière valeur propre cherchée de eA est λ1 . . .λn−1.

Conclusion Dans tous les cas, les valeurs propres de eA sont les µi =
∏
j 6=i

λ j pour 1 ¶ i ¶ n où λ1, . . . ,λn sont les valeurs

propres de A prises avec multiplicité.
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7 Trigonalisation simultanée

1. Si A, B ∈Mn (C) commutent, montrer qu’elles ont un vecteur propre en commun, puis qu’elles sont simultanément
trigonalisables (ie avec les mêmes matrices de passages).

2. Si A, B ∈Mn (C) telles que AB = 0, montrer qu’elles sont simultanément trigonalisables.
3. Si A, B , C ∈Mn (C) sont telles AB −B A =C , AC =C A, B C =C B , montrer qu’elles sont simultanément trigonalisables.
4. Si A, B ∈Mn (C) telles que AB −B A = B , montrer que B est nilpotente.

Si, plus généralement, on a λ,µ ∈C tels que AB−B A =λA+µB , montrer que A et B sont simultanément trigonalisables.

Solution de 7 : Trigonalisation simultanée
FGN 2 4.21 à 4.24
1. Notons u et v les endomorphismes canoniquement associés à A et B respectivement. Le corps de base étant

algébriquement clos, Sp(A) = Sp(u ) 6= ∅. Soit λ ∈ Sp(u ). L’endomorphisme v laisse stable Ker(u − λI d ), car u et v
commutent. Et donc v induit sur Ker(u−λI d ) un endomorphisme vλ. Cet endomorphisme admet un vecteur propre
(car le corps de base est algébriquement clos). Or un vecteur propre de vλ est un vecteur propre de v qui est dans
Ker(u −λI d ), et donc est aussi vecteur propre pour u .
Montrons par récurrence la propriété Pn : « si A et B sont deux matrices deMn (C) qui commutent, alors il existe P
inversibles et T , T ′ triangulaires supérieures telles que A = P T P −1 et B = P T ′P −1 ».
Pour n = 1, c’est bien clair.
Montrons quePn ⇒Pn+1 ; soit A et B deux matrices deMn+1(C) qui commutent. Les endomorphismes u et v de Cn+1

canoniquement associés à A et B commutent, donc d’après ce qui précède ont un vecteur propre commun.
Dans une base commençant par ce vecteur propre, leurs matrices respectives sont de la forme

A′ =


λ ∗ ∗
0

A′′
0

 et B ′ =


µ ∗ ∗
0

B ′′
0


A′ et B ′ commutent, donc, par produit par blocs, A′′ et B ′′ commutent. On peut leur appliquer Pn , il existe donc
P ∈GL n (C) et T ′′, U ′′ triangulaires supérieures telles que

P −1A′′P = T ′′ , P −1B ′′P =U ′′

Soit alors Q =


1 0 0
0

P
0

 ∈ GL n+1(C) ; un produit par blocs montre que Q−1 =


1 0 0
0

P −1

0

 ∈ GL n+1(C) et

Q−1A′Q et Q−1B ′Q sont triangulaires supérieures.
2. Comme dans la question précédente, il suffit de montrer que A et B ont un vecteur propre en commun.

Or, par hypothèse, Im B ⊂Ker A donc Im B est stable par A (pour tout vecteur X , AB X = 0 ∈ Im B ) et par B .
Avec des notations similaires à la question précédente, si ui et vi sont les endomorphismes induits par u et v sur
Im v , alors ui est l’endomorphisme nul. Donc, si Im v 6= {0}, un vecteur propre de vi (qui existe bien car on est sur C)
est aussi un vecteur propre de ui (associé à 0) et est donc un vecteur propre commun à u et v .
Si Im v = 0, alors B = 0n et on a bien A et B simultanément trigonalisables (ils ont donc au moins un vecteur propre
en commun).
On peut alors raisonner par récurrence sur n comme dans la question précédente.

3. Avec AB −B A =C on remarque que des vecteurs propres communs à A et B sont dans KerC .
On étudie donc KerC . Soit u , v , w canoniquement associés à A, B , C .
S’il n’est pas réduit à 0, Ker w est stables par u , v et w vu les hypothèses.
Les endomorphismes uk , vk induit par u et v sur Ker w vérifient alors uk ◦ vk − vk ◦uk =wk = 0̃. donc commutent.
Ils ont donc un vecteur propre en commun d’après la première question.
Reste à voir qu’on a bien Ker w 6= {0}. Sinon, C est inversible et C −1AB −C −1B A = AC −1B −C −1B A = In ce qui aboutit à
une contradiction en prenant la trace.
On peut alors rédiger une récurrence comme dans la première question.

4. Si A, B ∈Mn (C) telles que AB − B A = B , on calcule B 2 = B AB − B 2A = AB 2 − B AB en multipliant à gauche et à droite
par A.
On en déduit que 2B 2 = AB 2 −B 2A. Par récurrence, on montre que pour tout k ∈N, k B=AB k −B k A.
On en déduit que pour tout k ∈N∗, tr B k = 0 et donc, classiquement, B est nilpotente. (Il s’agit de l’exercice 11, cas
particulier du 8).
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Autre argument possible : u : M 7→ AM −M A est un endomorphisme qui admet k comme valeur propre si B k 6= 0n .
Comme son spectre est fini (on est en dimension finie), on a au moins un k ∈N tel que B k = 0n .
Supposons désormais que AB −B A =λA+µB . Si λ=µ= 0, on est ramené à la première question.
Supposons donc (λ,µ) 6= (0, 0). Sans perte de généralité, supposons que µ 6= 0. On va utiliser la première partie de la
question.

Posons B ′ =λA+µB . On vérifie alors que AB ′ −B ′A =µB ′ donc, en posant, A′ = 1

µ
A, on a A′B ′ −B ′A′ = B ′.

On en déduit que B ′ est nilpotente. On a alors Ker B ′ 6= {0} (B ′ n’est pas inversible) et on vérifie que Ker B ′ est stable
par A et B ′. On obtient alors comme dans la question 2 un vecteur propre de A dans Ker B ′, ce qui est aussi un
vecteur propre de B .
On termine de nouveau par récurrence sur la dimension de l’espace.

3. Autour de la trace

8 Centrale-Mines Ponts Montrer que A, B ∈Mn (C) ont même polynôme caractéristique si et seulement si

∀k ∈N, tr Ak = tr B k .

Solution de 8 : Centrale-Mines Ponts

Si A et B ont lemêmepolynômecaractéristique, en trigonalisant (on est dansC), on arrive facilement à ∀k ∈N, tr Ak = tr B k .
Si, réciproquement, ∀k ∈N, tr Ak = tr B k . On obtient à un systèmedont les équations sont de la forme

∑
λ∈Sp(A)∪Sp(B )

aλλ
k = 0

pour k ∈ ¹0, n −1º et dont la matrice est de Vandermonde avec des paramètres deux à deux distincts, donc le système
est de Cramer et tous les aλ sont nuls, donc les multiplicités des valeurs propres pour A et pour B sont les mêmes, ce qui
permet de conclure.

Autre argument possible : Notons λ1, . . . ,λn et µ1, . . . ,µn les valeurs de A et B comptées avec multiplicité :

χA = (X −λ1) · · · (X −λn ) et χB =
�
X −µ1

� · · · �X −µn

�
.

L’hypothèse proposée donne
∀k ∈N,λk

1 + · · ·+λk
n =µ

k
1 + · · ·+µk

n

Certains λi peuvent correspondre à des µ j , on simplifie ceux-ci et, quitte à reprendre l’indexation, on obtient

∀k ∈N,λk
1 + · · ·+λk

r =µ
k
1 + · · ·+µk

r

avec {λ1, . . . ,λr }∩ �µ1, . . . ,µr

	
=∅. Par combinaison linéaire, pour tout polynôme P ∈C[X ],

P (λ1) + · · ·+P (λr ) = P
�
µ1

�
+ · · ·+P

�
µr

�
.

On peut définir un polynôme P qui s’annule sur les λi et prend la valeur 1 sur les µi . Pour celui-ci, il vient 0= r . On en
déduit que les λi initiaux et les µi initiaux sont égaux à l’ordre près. Les polynômes caractéristiques de A et B sont donc
identiques.

9 X-ENS – Cœfficients du polynôme caractéristique (bis)
SoitA ∈Mn (C) et χA = X n + c1X n−1 + · · ·+ cn−1X + cn son polynôme caractéristique.
On note λ1, . . . ,λn les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
En exprimant de deux manières différentes le polynôme X n−1χ ′A (1/X )montrer que pour tout k ∈ ¹1, nº,

ck =
(−1)k

k !

�������������

tr A 1 0 0
tr A2 2

0
k −1

tr Ak tr A2 tr A

�������������
On retrouve en particulier le résultat de l’exercice précédent.
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Solution de 9 : X-ENS – Cœfficients du polynôme caractéristique (bis)
FGN 2 3.11

L’expression
χ ′A
χA

, qui est la dérivée logarithmique de χA , vaut
n∑

k=1

1

X −λk
, avec χA =

n∏
k=1

(X −λk ). Par ailleurs, on a

X n−1χ ′A (1/X ) = X n−1χA (1/X )
n∑

k=1

1

1/X −λk
= X nχA (1/X )

n∑
k=1

1

1−λk X

On peut penser à écrire sous forme de somme la fraction 1

1−λk X
à la manière des séries géométriques (séries

entières). On peut le faire en évaluant en un x suffisamment petit pour que les séries géométriques convergent, ou alors
contourner le problème (ce serait possible directement avec les polynômes si on avait des connaissances sur les séries
formelles mais ce n’est pas le cas).

On va contourner le problème en faisant apparaître une somme géométrique finie : 1− (λk X )n+1

1−λk X
=

n∑
ℓ=0

(λk X )ℓ.

Notons Q = X nχA (1/X ) et R = X nχA (1/X )
n∑

k=1

(λk X )n+1

1−λk X
=

n∑
k=1

(λk X )n+1

∏n
j=1(1−λ j X )

1−λk X
= X n+1

n∑
k=1

 
λn+1

k

∏
j 6=k

(1−λ j X )

!
qui sont

deux polynômes. En reprenant le calcul,

X n−1χ ′A (1/X ) =Q ×
n∑

k=1

1− (λk X )n+1

1−λk X
+R

=Q ×
n∑

k=1

n∑
ℓ=0

(λk X )ℓ +R

=Q ×
n∑
ℓ=0

�
tr Aℓ

�
X ℓ +R

où deg R ¾ n +1 et Q = c0 + c1X + · · ·+ cn X n où c0 = 1 et

X n−1χ ′A (1/X ) = n c0 + (n −1)c1X + · · ·+ cn−1X n−1 =
n∑

k=0

(n −k )ck X k

Par unicité des cœfficients de X p pour 1¶ p ¶ n , on obtient

(n −p )cp =
∑

i+ j=p

ci tr A j = cp tr In + cp−1 tr A+ · · ·+ c1 tr Ap−1 + tr Ap

ou encore,
�
tr Ap−1

�
c1 +

�
tr Ap−2

�
c2 + · · ·+ (tr A)cp−1 +p cp = − tr Ap . Lorsqu’on écrit ces relations pour 1 ¶ p ¶ k où k ∈ ¹1, nº, on

obtient un système linéaire triangulaire inférieur, de Cramer, dont le déterminant de la matrice est k !.
Les classiques formules de Cramer donnent alors le résultat

ck =
1

k !

�������������

1 0 0 . . . 0 − tr A
tr A 2 0 . . . 0 − tr A2

tr A2 tr A 3
...

... − tr A3

...
...

...
... 0

...
tr Ak−2 . . . . . . tr A k −1 − tr Ak−1

tr Ak−1 . . . . . . tr A2 tr A − tr Ak

�������������
et on obtient l’expression de l’énoncé en sortant le scalaire -1 de la dernière colonne et en appliquant une permutation
circulaire des k colonnes dont la signature est (−1)k−1.

10 X Soit A ∈Mn (K) telle que tr Am −−−−→
m→+∞ 0.

Montrer que les valeurs propres de A sont toutes de module < 1.

Solution de 10 : X
Trigonaliser puis raisonner par récurrence sur le nombre de valeurs propres distinctes de A.

La matrice A est trigonalisable et si l’on note λ1, . . . ,λp ses valeurs propres distinctes alors

tr (Am ) =
p∑

j=1

α jλ
m
j
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avec α j la multiplicité de la valeur propre λ j . Pour conclure, il suffit d’établir résultat suivant : « Soient α1, . . . ,αp ∈ C∗ et
λ1, . . . ,λp ∈ C deux à deux distincts. Si

p∑
j=1

α jλ
m
j −−−−→m→+∞ 0 alors ∀1 ¶ j ¶ p ,

��λ j

�� < 1 ». Raisonnons pour cela par récurrence

sur p ¾ 1. Pour p = 1, la propriété est immédiate. Supposons la propriété vraie au rang p ¾ 1. Soient α1, . . . ,αp+1 ∈ C∗ et
λ1, . . . ,λp+1 ∈C deux à deux distincts tels que

p+1∑
j=1

α jλ
m
j −−−−→m→+∞ 0 (1)

Par décalage d’indice, on a aussi
p+1∑
j=1

α jλ
m+1
j −−−−→

m→+∞ 0 (2)

λp+1 × (1)− (2) donne
p∑

j=1

α j

�
λp+1 −λ j

�
λm

j −−−−→m→+∞ 0

qui se comprend encore
p∑

j=1

β jλ
m
j −−−−→m→+∞ 0

avec les β1, . . . ,βp non nuls. Par hypothèse de récurrence, on a alors ∀1¶ j ¶ p ,λ j < 1 pour tout j ∈ {1, . . . , p}. On en déduit
p∑

j=1

α jλ
m
j −−−−→m→+∞ 0 et la relation (1) donne alors αp+1λ

m
p+1 −−−−→m→+∞ 0 d’où l’on tire

��λp+1

��< 1. La récurrence est établie.

11 Mines-Ponts
Montrer que A ∈Mn (K) est nilpotente si et seulement si pour tout k ∈ ¹1, nº, tr Ak = 0.

Solution de 11 : Mines-Ponts
Même principe que l’exercice 8 dont c’est un cas particulier (en prenant B = 0.)

4. Autour de la nilpotence

12 Commutant d’un endomorphisme nilpotent Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n ¾ 2, et u ∈L (E )
nilpotent d’indice n .

1. Montrer qu’il existe a ∈ E tel que B = �a , u (a ), . . . , u n−1(a )
�
est une base de E .

2. Écrire la matrice de u dans la base B ′ =
�
u n−1(a ), . . . , u (a ), a

�
.

3. Soit v ∈L (E ). Montrer que u ◦ v = v ◦u si et seulement si v ∈ Vect
�
idE , u , . . . , u n−1

�
=K[u ].

Solution de 12 : Commutant d’un endomorphisme nilpotent

1. Comme u n−1 6= 0̃, on a a ∈ E tel que u n−1(a ) 6= 0E .
Supposons λ0a + · · ·+λn−1u n−1(a ) = 0E . Si les λi ne sont pas tous nuls, soit i indice minimal tel que λi 6= 0.
En composant par u p−1−i , on obtient λi u p−1(a ) = 0 ce qui est contradictoire.
On a donc une famille libre de n = dim E vecteurs donc une base de E .

2.



0 1 0 0

0

1
0 0

.

3. Le sens réciproque est immédiat. Supposons u ◦ v = v ◦u . Soit x ∈ E . On décompose x dans B en x =
n−1∑
k=0

xk u k (a ).

Alors v (x ) =
n−1∑
k=0

xk v ◦u k (a ) =
n−1∑
k=0

xk u k (v (a )).
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On peut décomposer v (a ) =
n−1∑
ℓ=0

vℓu
ℓ(a ) et réinjecter v (x ) =

n−1∑
k=0

n−1∑
ℓ=0

xk vℓu
k+ℓ(a ) =

n−1∑
ℓ=0

vℓu
ℓ(x ).

Donc v =
n−1∑
ℓ=0

vℓu
ℓ ∈K[u ].

13 Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent Soit E un K-espace vectoriel de dimension fini n ¾ 2

et u ∈L (E ) nilpotent d’indice p .
1. Justifier l’existence d’un vecteur a ∈ E tel que u p−1(a ) 6= 0.
2. Démontrer que F = �a , u (a ), . . . , u p−1(a )

�
est une famille libre de E .

3. Retrouver le fait que p ¶ n

4. Dans cette question, on suppose que p = n .

(a) Démontrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
�

0 In−1

0 0

�
.

(b) Montrer que pour tout k ∈ ¹0, nº, dimKer u k = k .
(c) Soit F sous-espace de E stable par u de dimension k ¾ 1. En considérant l’endomorphisme uF induit par u sur

F , montrer que F =Ker u k .

Solution de 13 : Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent

1.
2. Comme dans l’exercice précédent.
3. Famille libre de p vecteurs en dimension n .
4. (a) Comme dans l’exercice précédent.

(b) Dans cette même base, u k est représenté par
�

0 In−k

0 0

�
, de rang n −k donc dim

�
Ker u k

�
= k .

(c) uF est nilpotent sur F qui est de dimension k , donc u k
F = 0̃ donc F = Ker u k

F = F ∩Ker u k donc F ⊂ Ker u k et par
égalité des dimensions, F =Ker u k .

14 Inversion et nilpotence Soit N une matrice carrée d’ordre n nilpotente.

1. Montrer que In −N et In +N sont inversibles et calculer leurs inverses en fonction de N .
2. En considérant le développement limité de

p
1+ x au voisinage de 0, déterminer une matrice M dont le carré est

égal à In +N .
(On pourra montrer que si P est un polynôme tel que P (x ) = o

x→0
(x n ), alors il existe Q tel que P = X nQ à l’aide d’une

division euclidienne.)

Solution de 14 : Inversion et nilpotence

1. Penser à des séries géométrique et vérifier que (In −N )−1 = In+N +N 2+ · · ·+N n−1 et une formule analogue pour In+N .
2. Le DL de

p
1+ x au voisinage de 0 au voisinage de 0 s’écrit

p
1+ x = Pn (x )+o (x n ) où Pn est un polynôme connu (en

écrivant (1+ x )1/2). En élevant au carré, on obtient 1+ x = P 2
n (x )+o (x n ).

Donc P 2
n (x )−1− x = o (x n ). Posons la division euclidienne de P 2

n −1−X par X n : P 2
n −1−X = X nQ +R . Alors

P 2
n (x )−1− x

x n
=Q (x )+

R (x )
x n
→ 0.

Mais comme le degré de R est au plus n −1 et Q (x )→Q (0), on en déduit que nécessairement R = 0.
On a alors P 2

n −1−X = X nQ puis en évaluant enN dont l’indice de nilpotence est au plus n , P 2
n (N )−1−N =N nQ (N ) = 0n ,

donc 1+N = (Pn (N ))
2 donc Pn (N ) =

n−1∑
k=0

1
2

�
1
2 −1

� · · · � 1
2 −k +1

�
k !

N k répond à la question.
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